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PRÉFACE. 


Je  reprends  à  un  point  de  vue  forl  éloigné  des  idées  ayant  cours 
l'exposition  de  la  partie  des  Mathématiques  dont  les  noms  d'Ana- 
lyse infinitésimale,  de  Calcul  différentiel  et  intégral  rappellent 
certaines  considérations  fréquentes,  certaines  divisions  conve- 
nues, mais  dont  l'objet  véritable  est  Vétude  systématique  des 
propriétés  générales  des  fonctions. 

Jusqu'à  nos  jours,  pour  ainsi  dire,  cette  immense  théorie  qui, 
après  l'Algèbre,  domine  la  science  des  grandeurs  et  par  celle-ci 
presque  tout  ce  qu'il  y  a  de  positif  dans  les  connaissances  humaines, 
n'a  guère  vécu  cependant  que  de  principes  inexacts,  précaires 
tout  au  moins,  de  démonstrations  sans  valeur,  de  conclusions 
douteuses,  et  la  chose  est  d'autant  plus  surprenante  que,  tout  en 
formulant  sur  des  faits  analytiques,  en  somme  fort  complexes,  des 
affirmations  dogmatiques  dont  les  principales  devaient  un  jour 
être  reconnues  erronées  ('),  tout  en  appuyant  sur  ces  données 
des  raisonnements  réputés  sérieux,  mais  dont  la  plupart  ne  résis- 


(')  Depuis  le  moment  où  elle  a  commencé  à  prendre  corps,  jusqu'à  une  époque 
très  récente,  on  a  fait  reposer  toute  la  théorie  des  fonctions  sur  la  proposition 
suivante,  accompagnée  quelquefois  de  démonstrations  rudimentaires,  plus  souvent 
présentée  comme  évidente  ou  même  sous-entendue  :  quand  une  fonction  est 
continue,  son  accroissement  correspondant  à  un  autre  infiniment  petit  attribue 
à  une  de  ses  variables  offre  avec  ce  dernier  un  rapport  qui,  sauf  exceptions 
insignifiantes,  tend  vers  quelque  même  limite.  Or  ceci  était  faux,  puisqu'on  a 
réussi  postérieurement  à  former  des  fonctions  continues  pour  lesquelles  une  sem- 
blable limite  n'existe  jamais.  Le  lecteur  en  trouvera  des  exemples  nombreux, 
des  exemples  aussi  de  fonctions  continues  qui,  sans  dégénérer  en  des  con- 
stantes, ne  sont  ni  croissantes,  ni  décroissantes,  etc.,  dans  le  beau  travail  de 
M.  Darboux,  Mémoire  sur  les  fonctions  discontinues  {Ann.  se.  de  l'Éc.  Nor- 
male, ■2'  série,  t.  IV,  1875).  La  première  recherche  de  ce  genre  paraît  être  due 
à  M.  Weierstrass  {Cf.  H.  Laurent,  Traité  d'Analyse,  t.  III,  p.  412;  1888). 

Bien  d'autres  propositions,  fondamentales  aussi  dans  les  doctrines  classiques, 
ne  sont  ni  mieux  assises,  ni  sans  doute  plus  exactes  : 

Chaque  dérivée  d'une  fonction  continue  (il  s'agit  de  la  prétendue  limite  ci- 


tentpas  à  un  examen  tant  soit  peu  attentif  (-),  les  mêmes  hommes 
trouvaient  à  peine  assez  rigoureuses  les  moindres  considérations 
de  la  Géométrie  élémentaire.  La  cause  en  est  bien  simple  :  n'ayant 
aucun  égard  aux  propriétés  positives  assurées  aux  fonctions  par 
les  lois  naturelles  de  leur  génération  analytique,  on  en  a  fait  de 
purs  êtres  de  raison;  apercevant  seulement  chez  elles  le  caractère 

dessus)  est  une  autre  fonction  des  mêmes  variables,  qui  est  continue  aussi, 
partant  douée  de  dérivées. 

Pourvu  que  des  fonctions  continues  seules  aient  été  employées  à  la  forma- 
tion d'équations  finies  données,  la  résolution  de  ces  dernières  est  généralement 
possible,  et  elle  fournit  de  nouvelles  fonctions,  continues  aussi  et  douées  de 
dérivées  par  rapport  à  toutes  les  variables  indépendantes  de  la  question. 

Etc. 

Cette  méthode  consiste  au  fond  à  admettre  n'importe  qno'i  jusqu'à  preuve  du 
contraire,  puis  à  marcher  à  l'aventure;  la  proscription  impitoyable  cl  méritée  dont 
elle  est  l'objet  dans  tout  le  reste  des  Mathématiques  se  lève  pourtant  au  seuil 
de  l'Analyse  infinitésimale.  Les  hypothèses  des  sciences  physiques  ne  sont  auss' 
que  des  allégations  sans  preuves  certaines  et  immédiates;  mais  on  insiste  avec 
grand  soin  sur  leur  caractère  essentiellement  provisoire,  et  personne  ainsi  n'est 
abusé  sur  leur  portée. 

(')  Tels  sont  ceux  au  moyen  desquels  on  croit  prouver  :  qu'une  fonction  con- 
tinue dégénère  en  une  constante  quand  sa  dérivée  {définie  comme  limite 
de  rapport)  est  identiquement  nulle,  que  le  résultat  de  différentiations  dif- 
férentes {toujours  entendues  delà  même  manière)  est  indépendant  de  l'ordre 
dans  lequel  on  peut  les  exécuter,  etc. 

Qu'on  veuille  ou  non  en  convenir,  de  pareils  procédés  ne  sont  en  réalité  que 
l'omission  de  tout  ce  qui  embarrasse.  Prenons  en  particulier  la  démonstration 
classique  de  la  série  de  Taylor;  elle  commence  par  la  construction  pour  la  fonc- 
tion proposée,  d'un  développement  d'amplitude  limitée  mais  variable,  dont  le 
dernier  terme  se  met  sous  des  formes  diverses,  puis  on  montre,  en  l'appliquant  à 
des  fonctions  choisies  dont  le  nombre  n'a  jamais  atteint  lo,  que  ce  dernier 
terme,  ou  reste,  tend  vers  o  en  s'éloignant  indéfiniment.  Laissant  de  côté  la  légi- 
timité de  ce  développement  dont  je  n'ai  que  faire,  je  remarque  simplement  que 
la  discussion  du  reste  en  question  devient  impraticable  en  dehors  de  cette  demi- 
douzaine  d'exemples  clichés,  e^,  sin^,  cos^,  l{i-\-x),  {i-\-  x)v-,  ...  dont  quelques- 
uns  au  surplus  se  réduisent  facilement  les  uns  aux  autres.  A  lui  seul  ce  fait 
rendrait  illusoire  la  démonstration  précitée,  et  son  évidence  est  telle,  que  je  ne 
conçois  pas  comment  il  a  pu  échapper  aussi  longtemps  à  la  critique. 

C'est  cependant  par  des  raisonnements  aussi  insuffisants,  que  les  jeunes  gens  ont 
toujours  abordé  l'étude  de  l'Analyse  infinitésimale,  et  ce,  au  sortir  d'un  régime 
intellectuel  où  domine  une  rigueur  parfois  outrée.  Tout  d'abord  ils  s'efl"orcent  de 
les  ajuster  et  n'y  réussissent  pas,  d'où  les  difficultés  bien  connues  de  cette  pre- 
mière étude  et  la  prétendue  transcendance  de  son  objet.  De  guerre  lasse  ils  cessent 
bientôt  de  s'inquiéter  des  principes,  pour  ne  plus  s'intéresser  qu'à  leurs  applica- 
tions; et  c'est  comme  cela,  non  autrement,  qu'ils  parviennent  à  s  approprier  les 
méthodes  générales  de  calcul.  Mais  leur  savoir  reste  plutôt  empirique  et  mêlé  de 
nuages  qui  ne  se  dissipent  jamais. 


le  plus  sensible  des  phénomènes  physiques  auxquels  on  rallachail 
pres(|uc  exclusivemcnl  leur  conc(;|)t,i()n,  on  s'est  plu  à  voir  dans 
leur  conlinuilé  habituelle  un  attribut  |)iiniordial  renfermant  tous 
les  autres;  on  a  mis  en  conséf(uenee  une  sorte  de  point  d'honneur 
à  faire  de  cette  même  continuité  le  support  unique  de  tous  les  rai- 
sonnements (=*).  Cette  méthode  a  été  féconde  en  pétitions  de  prin- 
cipes, en  paralogismes,  en  considérations  rebutantes,  en  erreurs 


(')  C'est  la  première  chose  qui  saute  aux  yeux  quand  on  analyse  l'enchaîne- 
ment des  idées  dans  les  Ouvrages  qui  claient  classiques  il  y  a  une  vingtaine  d'an- 
nées, et  même  dans  de  plus  rccenls. 

La  stérilité  de  celle  notion  considérée  comme  raison  suffisante  de  tous  les  faits 
analytiques  est  surabondamment  établie  par  ces  mille  démonstrations  fondées 
successivement  sur  elle  en  remplacement  d'autres  reconnues  vicieuses  après  coup, 
démonstrations  toutes  proclamées  parfaites  un  instant,  puis  abandonnées  bientôt 
pour  de  nouvelles  puisées  à  la  même  source  et  vouées  au  même  sort  (celles  de 
la  formule  de  Taylor  sont  déjà  nombreuses,  et  pourtant  elles  n'ont  pas  encore 
réussi  à  contenter  tout  le  monde).  Elle  l'a  été  plus  directement  par  ces  démentis 
éclatants  et  inattendus,  infligés  à  quelques-unes  des  pi'étendues  propriétés  fonda- 
mentales des  fonctions  continues  [vot/*  note  (')];  d'ailleurs  elle  se  manifestait  de 
tout  temps  par  le  manque  absolu  de  rigueur  qui  se  fait  sentir  dans  toutes  les 
démonstrations  dès  qu'on  veut  en  percer  la  surface,  même  par  leur  caractère 
spécial,  invariablement  aride,  trop  souvent  puéril.  Néanmoins  le  rôle  de  la  conti- 
nuité dans  les  publications  doctrinales  est  encore  très  grand;  il  commence  heu- 
reusement à  s'amoindrir. 

Cauchy,  dont  des  idées  neuves  et  profondes  devaient  provoquer  un  jour  des 
modifications  sans  précédents  dans  la  conception  des  faits  analytiques,  n'a  jamais 
cherché  non  plus  qu'à  rattacher  exclusivement  à  la  continuité  toutes  les  autres 
propriétés  des  fonctions;  il  le  déclare  lui-même  de  la  manière  la  plus  formelle. 
Refaisant  la  démonstration  de  son  théorème  favori  sur  le  développement  des  fonc- 
tions en  séries,  il  commence  par  cette  phrase  dont  je  grossis  les  mots  caractéris- 
tiques :  «  Parmi  les  théorèmes  nouveaux  . . .  l'un  des  plus  singuliers  . . .  est  celui 
»  qui  donne  immédiatement  les  règles  de  la  convergence  des  séries  fournies  par 
»  le  développement  des  fonctions  explicites  et  réduit  simplement  la  loi  de  con- 
»  VERGENCE  A  LA  LOI  DE  CONTINUITÉ,  la  définition  dcs  fonctions  continues  ... 
»  (étant)  . . .  celle  . . .  suivant  laquelle  une  fonction  est  continue  entre  des  limites 
»  données  de  la  variable,  lorsque,  entre  ces  limites,  elle  conserve  constamment  une 
»  valeur  finie  et  déterminée,  et  qu'à  un  accroissement  infiniment  petit  de  la 
»  variable  correspond  un  accroissement  infiniment  petit  de  la  fonction  elle-même. 

»  Comme »  {Exercices  d'An,  et  de  Ph.  mathématique,  t.  I,  p.  269;  i84o. 

(Dans  ce  Mémoire,  intitulé  :  Considérations  nouvelles  sur  la  théorie  des  suites 
et  sur  les  lois  de  leur  convergence,  on  trouve,  à  la  page  276,  l'énoncé  du  théorème 
en  question,  qui  n'est  pas  encore  exact;  effectivement  la  fonction  x'''-  en  remplit 
toutes  les  conditions,  pour  ^  réel,  positif  et  >i,  et  cependant  elle  n'est  jamais 
développable  par  la  formule  de  Maclaurin  quand  [j.  n'est  pas  un  entier,  ce  qui  est 
contraire  au  dispositif.) 

On  lui  a  attribué,  sur  l'enchaînement  des  grands  faits  analytiques,  des  idées 
générales  analogues  à  celles  de  Lagrange  {voir  note  (')  inf.],  auxquelles  sont  con- 
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même,  et  bien  certainement  elle  n'aurait  pas  conduit  aux  résultats 
exacts  dont  celte  branche  de  l'Analyse  s'est  incessamment  grossie, 
si  le  crible  des  applications  particulières  n'eût  travaillé  souvent 
à  l'élimination  du  faux  (^),  si,  sans  qu'on  s'en  doutât,  d'autres 


formes  dans  leur  essence  toutes  les  méthodes  que  je  développe  dans  cet  Ouvrage. 
Il  en  a  effectivement  passé  très  près,  car,  à  la  page  4?  de  son  Résumé  d'un  Mémoire 
sur  la  Mécanique  céleste  et  sur  un  nouveau  calcul  appelé  Calcul  des  limites 
(imprimé  dans  les  Exercices  d'An,  et  de  Ph.  mathématique,  t.  II,  i84i,  ayant 
été  lu  à  l'Académie  des  Sciences  de  Turin  dans  la  séance  du  ii  octobre  i83i),  on 
trouve  des  énoncés  où  il  fait  intervenir,  pour  les  premiers  membres  des  équations 
génératrices  de  nouvelles  fonctions,  la  possibilité  d'être  développés  par  la  série 
de  Taylor.  Mais  ce  n'est  pas  Vexistence  des  fonctions  engendrées,  ni  même  la  con- 
vergence de  leurs  développements,  qu'il  entend  déduire  de  cette  possibilité;  c'est 
une  simple  vérification  supplémentaire  de  l'aptitude  de  ces  développements,  s'ils 
sont  convergents  d'autre  part,  à  satisfaire  aux  équations  génératrices,  quand  la 
possibilité  en  question  existe  pour  elles.  Autrement,  chacun  de  ces  trois  énoncés 
ne  contiendrait  pas  les  mots  suivants,  répétés  avec  une  insistance  si  marquée  : 
«  ...  La  somme  de  cette  série  représentera  la  fonction  u,  si  la  valeur  de  x  est 
»  tellement  choisie  que,  LA  série  étant  convergente,  ....  »  La  convergence  de 
la  série  représentant  ainsi  la  fonction  u,  Cauchy  a  toujours  voulu  la  déduire  de 
la  continuité,  etc.,  c'est-à-dire  de  propriétés  selon  lui  infiniment  plus  simples,  en 
tous  cas  absolument  étrangères  à  l'origine  analytique  spéciale  de  cette  fonc- 
tion u.  C'est  ce  que  prouve  en  particulier,  et  cela  jusqu'à  l'évidence,  le  Mémoire 
de  i84o  cité  avant  celui-ci;  écrit  neuf  ans  après  la  communication  faite  à  l'A- 
cadémie de  Turin,  il  ne  contient  aucune  référence  à  ces  trois  énoncés.  Au 
surplus,  Cauchy  lui-même  n'a  jamais  attaché  aux  mêmes  propositions  une  impor- 
tance comparable  à  celle  qu'avait  à  ses  yeux  son  théorème  «  réduisant  simple- 
»  ment  la  loi  de  convergence  à  la  loi  de  continuité  »;  edectivement  il  a  vécu 
seize  années  encore  pendant  lesquelles  il  n'a  cessé  d'écrire,  de  remanier  beaucoup 
de  ses  productions,  et  cependant  il  n'y  a  fait  à  ma  connaissance  aucune  allusion. 
Dans  le  sens  que  je  leur  conteste,  ces  énoncés  auraient  une  importance  considé- 
rable, et,  à  défaut  de  Cauchy,  ses  commentateurs  si  nombreux,  la  plupart  si  enthou- 
siastes, les  auraient  tout  au  [moins  remarqués.  Or  aucun  d'eux  ne  l'a  fait  que  je 
sache;  tous  leurs  travaux  au  contraire  sont  conçus  dans  un  esprit  diamétralement 
opposé,  ceux  en  particulier  de  Riemann  qui  jouissent  en  ce  moment  d'une  très 
grande  faveur.  C'est  plus  de  trente  ans  après  la  mort  de  Cauchy  que  l'on  s'est 
avisé  de  lui  prêter  les  idées  dont  il  s'agit.  Plus  loin  (p.  xxiii)  je  reviendrai  sur  ce 
point,  à  propos  de  ce  que  M.  Poincaré  en  a  dit. 

A  la  continuité,  Cauchy  a  sans  doute  ajouté  les  notions  les  plus  fécondes  (va- 
leurs imaginaires  des  variables  et  des  fonctions,  lemme  fondamental  du  Calcul 
des  limites,  fonctions  non  monodromes,  etc.),  mais  en  les  rattachant  toutes  à 
celle-ci  plus  ou  moins  étroitement;  de  là  principalement  provient  l'obscurité 
qu'elles  ont  toujours  conservée  et  que  les  travaux  procédant  des  vues  de  Riemann 
n'ont,  selon  moi,  pas  du  tout  dissipée. 

(«)  L'histoire  de  l'Analyse  infinitésimale  en  fournit  des  exemples  variés,  parmi 
lesquels  celui  que  j'ai  rapporté  dans  la  note  (•)  est  frappant. 

L'énoncé  suivant,  qui  se  confond  pour  ainsi  dire  avec  le  second  de  ceux  cités 
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propriélés  dos  fonctions  analytiquf^s  n'eussent  stip[)l(;é  habituel- 
lement à  rinsuffisance  de  la  continuité.  Mais  on  commence  à  con- 
venir de  son  impuissance,  ce  qui  me  dispense  de  faire  cette  critique 
d'une  manière  moins  sommaire. 

L'aspect  que  l'Analyse  infinitésimale  offrait  ainsi,  il  y  a  un  peu 
plus  d'un  quart  de  siècle,  a  été  modifié  profondément  à  la  longue 
par  les  recherches  entreprises  pour  élucider  et  développer  les 
nouveautés  de  Cauchy,  pour  se  rectifier  les  uns  les  autres,  par 
celles  aussi,  jusqu'à  un  certain  point  connexes,  dont  le  ^Mémoire 
de  M.  Darboux  nous  offre  un  brillant  spécimen  [t-o//- note  (' )]. 
Rares  et  négligés  d'abord,  très  nombreux,  ensuite,  quelquefois 
très  remarqués,  ces  travaux  ont  eu  des  tendances  bien  diverses 
dont  se  sont  dégagées  néanmoins  plusieurs  idées  générales  en  très 
grand  crédit  actuellement.  La  première,  restant  en  cela  conforme 
aux  traditions  antérieures,  consiste  à  voir  toujours  dans  les  fonc- 
tions des  objets  préexistant  aux  calculs  d'oîi  naissent  tantôt  l'une, 
tantôt  Tautre,  en  conséquence  à  raisonner  sur  elles  après  attribu- 
tion, faite  a  priori,  de  propriétés  réputées  dominantes  et  très 
simples;  seulement  le  premier  rôle  n'appartient  plus  à  la  conti- 
nuité, et  les  propriétés  en  question,  suivant  qu'elles  sont  accordées 
ou  refusées  aux  fonctions,  les  font  dire  analytiques  ou  bien  non 
analytiques  (en  fait,  les  premières  sont  celles  qui  se  rencontrent 
partout,  les  autres  sont  de  fantaisie).  Le  trait  essentiel  du  carac- 


au  commencement  de  la  note  (-),  a  été  formulé,  employé  avec  la  même  con- 
fiance, fondé  sur  une  démonstration  réputée  non  moins  bonne  :  La  possibilité 
de  chaque  intégration  indéfinie  {rattachée  comme  toujours  à  la  continuité) 
entraine  la  formule 

dy  f     f{x,  y)dx  =   I     dx  I     f{x,y)dy. 

Il  n'en  est  pas  moins  caduc  dans  bien  des  circonstances,  et  c'est  Vexpérience  seule 
qui  a  révélé  ces  inexactitudes. 

De  même  exactement  pour  cet  autre  théorème  démontré  catégoriquement  à  la 
p.  i3i  de  l'Ouvrage  de  Cauchy  intitulé  Cours  d'Analyse  de  l'École  royale  poly- 
technique et  publié  en  1821  :  «  Lorsque  les  différents  termes  d'une  série  sont 
»  des  fonctions  d'une  même  variable  x,  continues  par  rapport  à  cette  variable 
»  dans  le  voisinage  d'une  valeur  particulière  pour  laquelle  la  série  est  con- 
»  vergente,  la  somme  s  de  la  série  est  aussi,  dans  le  voisinage  de  cette  valeur 
»  particulière,  fonction  continue  de  x  ».  On  en  a  rectifié  l'énoncé  et  la  démon- 
stration, mais  seulement  après  l'avoir  trouvé  expérimentalement  en  défaut  dans 
des  cas  du  genre  de  ceux  rapportés  au  n°  127  de  ce  N'olume.  Etc. 


tère  analytique  d'une  fonction  (il  entraîne  immédiatement  sa 
continuité)  consiste  dans  la  possession  constante  de  dérivées, 
celles-ci  étant  toujours  définies  comme  limites  éventuelles  des 
rapports  formés  avec  des  accroissements  infiniment  petits  attri- 
bués successivement  à  chacune  des  variables  considérée  isolément 
et  avec  les  accroissements  correspondants  de  la  fonction.  L'exten- 
sion de  cette  notion  aux  fonctions  de  variables  imaginaires,  pour 
lesquelles  on  a  consei'vé  mot  pour  mot  les  définitions  de  Caucby, 
exige  une  distinction  analogue  à  celle  qu'il  a  dû  faire,  non  identique 
toutefois  au  point  "de  vue  doctrinal.  D'après  Cauchy,  une  fonc- 
tion/(:;)  de  la  variable  imaginaire  ;  =  ^  +  \/ — ij'est  toute  quan- 
tité de  la  forme  f{z)  =  X(;r,  y)  -\-  y/ —  i  Y{x^  y),  où  'X.{x,  y), 
Y(^,  y)  représentent  des  fonctions  ordinaires  quelconques  des 
variables  réelles  x,y',  et,  quand  les  accroissements  A^,  Ajk,  tous 
deux  infiniment  petits,  sont  assujettis  seulement  à  fournir  un 
rapport  tendant  vers  une  limite  donnée  quelconque  X  (ou  bien 
infini),  quand  avec  cela  les  fonctions  X(^,  j^)?  Y(.r,  y)  sont  toutes 
deux  continues,  il  ne  doutait  pas,  pour  le  rapport 

\f(z)  _  AX(^,  y)  +  y/^^AYC^,  y) 


\z 


^x  -i-  y/ —  ly 


de  l'existence  habituelle  d'une  limite  Ax  dont  la  valeur  dépend  de 
celle  de  \  presque  toujours.  Ceci  fait,  il  dit  que  la  fonction /(5) 
est  monogène  quand  par  hasard  il  arrive  que  cette  dépendance 
n'existe  jamais,  puis  naturellement  il  appelle  cette  valeur  de  Ax, 
unique  pour  chaque  valeur  de  z,  la  valeur  correspondante  de  la 
dérivée  y'(:;).  Actuellement,  les  idées  et  les  mots  sont  les  mêmes,  à 

cela  près  que,  préalablement  à  tout,  on  impose  au  rapport     '    " 

la  condition,  assurée,  selon  Cauchy,  par  la  simple  continuité  des 
fonctions  X,  Y,  d'avoir  pour  toute  valeur  donnée  de  )>,  quelque 
limite  variant  ou  non  avec  cette  quantité.  On  s'engage  ensuite 
dans  la  détermination  des  propriétés  générales  à  assigner  aux 
mêmes  fonctions  X,  \ ,  pour  que  leur  association  puisse  fournir  la 
partie  réelle  et  le  coefficient  de  y/ —  i  dans  la  valeur  de  quelque 
fonction  monogène  au  nouveau  sens  du  mot,  ce  qui  conduit  à 
certaines  équations  aux  dérivées  partielles,  dont  une  étudiée  avec 


TRÉFACK.  Xm 

prédilection  sous  le  nom  adéquation  de  Laplace;  on  se  livre  à  des 
recherches  épisodiqucs  sur  le  Principe  de  DirichlcA,  le  Problème 

intérieur  on  extérieur,  \'a  Représentation  conforme,  ,  à  des 

digressions  sur  les  fonctions  continues,  discontinues,  intégrables, 

non  intégrables, (*);  enlin  les  théories  vitales  sont  présentées 

ou  reprises,  étajées  par  divers  résultats  de  toutes  ces  investigations. 
Ces  apprêts  excessifs,  faisant  un  tel  contraste  avec  les  négli- 
gences d'autrefois,  sonnent  cependant  toujours  faux.  Les  fonctions 
discontinues,  sans  dérivées,  non  intégrables,  etc.,  ne  se  rencon- 
trent que  dans  des  dissertations  métaphysiques  (");  il  est  donc 
bien  inutile  de  s'inquiéter  d'elles.  Il  n'est  pas  moins  oiseux  de 
parler  aussi  longuement  de  la  monogénéité,  puisque  aucune  fonc- 
tion digne  d'un  regard  ne  s'est  encore  présentée  par  sa  partie  réelle 
et  son  coefficient  de  y/ —  i  séparés  l'un  de  l'autre  (').  Par  ces  ren- 


(>)  Malgré  leur  aridité,  les  considérations  de  ce  genre  occupent  maintenant 
une  place  plus  ou  moins  étendue  dans  la  plupart  des  Ouvrages  classiques. 

(^)  Les  travaux  qui  ont  ces  fonctions  pour  objectif  se  trouvent  voués  ainsi  à 
une  stérilité  absolue,  en  dépit  de  tout  le  talent  qui  \  a  été  dépensé.  C'est  une 
véritable  perte  de  force  vive  intellectuelle;  comme  la  caducité  générale  des  prin- 
cipes traditionnels  de  l'Analyse  infinitésimale  pour  une  bonne  part,  on  doit  l'im- 
puter aux  définitions  factices  des  dérivées  et  des  intégrales  définies,  auxquelles  on 
s'attache  toujours  avec  la  même  persistance.  En  Analyse  pure  cependant,  cela 
bien  entendu  en  dehors  des  premiers  développements  de  ces  définitions  voulues, 
il  est  très  rare  qu'une  dérivée  se  rencontre  comme  limite  d'un  rapport,  une  inté- 
grale définie  comme  limite  d'une  somme.  Et  même  il  faut  abandonner  totalement 
le  premier  point  de  vue,  dès  qu'on  veut,  par  exemple,  apprécier  le  degré  d'indé- 
termination des  fonctions  intégrales  d'équations  différentielles  données,  concevoir 
seulement  leur  existence;  il  faut  également  abandonner  le  dernier,  aussitôt  qu'il 
s'agit  de  calculer,  de  combiner  ensemble  des  intégrales  définies  ou  indéfinies.  Dans 
les  applications  géométriques  et  autres,  ces  définitions  ont  pris  des  airs  de  néces- 
sité qui  sans  doute  maintiennent  leur  crédit,  malgré  leur  grave  incommodité,  qui 
ont  pu  contribuer  à  les  faire  adopter;  mais  là  aussi  il  est  avantageux  et  bien 
facile  de  recourir  à  d'autres  intuitions,  ce  que  la  quatrième  Partie  de  cet  Ouvrage 
montrera  amplement.  Quand  on  veut  mesurer  les  grandeurs  physiques  (longueurs 
et  aires  courbes,  volumes,  etc.),  on  est  bien  conduit  à  certaines  intégrales  défi- 
nies, par  des  limites  de  sommes.  Mais  quelques  applications  de  l'Analyse  ne  sont 
pas  l'Analyse;  trouve-t-on  dans  celles-ci  de  pareilles  représentations  pour  les  inté- 
grales de  différentielles  totales  à  plusieurs  variables? 

Tout  cela  frapperait  les  yeux,  si  seulement  on  voulait  bien  les  diriger  sur  Cf 
point. 

(')  Celte  simple  observation  montre  le  peu  de  valeur  de  la  définition  à  laquelli^ 
on  s'est  arrêté  pour  les  fonctions  imaginaires  d'après  Cauchy,  l'inanité,  si  je  puis 
dire,  de  leur  théorie  assise  sur  les  idées  doctrinales  de  liiemann  et  leurs  acces- 
soires si  pesants.  A  Caucliy  inventeur,  elle  pouvait  échapper;  mais  celle  inad- 


XIV  PREFACE. 

forts  ajoutés  à  si  grands  frais,  oa  croit  avoir  réussi  cette  fois  à 
donner  une  rigueur  absolue  aux  nouveaux  raisonnements;  dans 
leur  bizarrerie,  dans  leurs  détours  compliqués,  je  trouve  plutôt 
la  preuve  certaine  d'un  mauvais  choix  du  point  de  départ  (•*). 
Pour  tout  dire,  je  leur  préférerais  encore,  et  de  beaucoup,  ce  que 
Briot  et  Bouquet  avaient  fait  des  idées  principales  de  Cauchy;  il  y 
restait  assurément  des  points  faibles,  mais  au  moins  tout  y  était 
simple  et  facile,  rien  n'y  était  torturé. 

Mon  point  de  vue  est  tout  autre;  déjà  Lagrange  l'avait  nette- 
ment aperçu  dans  sa  consistance  générale  ('■•),  et  Abel,  en  s'ypla- 


vertance  est  moins  explicable  de  la  part  de  Riemann  écrivant  à  une  époque  où 
le  maniement  des  fonctions  imaginaires  était  devenu  une  opération  courante. 

(»)  A  priori,  il  n'est  pas  possible  que  ce  matériel  formidable  soit,  comme 
on  paraît  le  croire,  l'instrument  nécessaire  à  l'étude  de  la  moindre  fonction. 
A  cause  de  cela  et  aussi  parce  que  je  me  garde  de  tout  emprunt  aux  raisonne- 
ments dont  il  sagit,  je  juge  inutile  d'en  faire  un  examen  attentif;  je  n'en  ai 
pas  moins  la  persuasion  qu'en  les  étudiant  de  près,  on  y  découvrirait  bientôt  des 
points  faibles  dont  on  ne  pourrait  opérer  la  consolidation  sans  sortir  de  cet  ordre 
d'idées. 

(')  Sur  l'édition  de  i8i3,  on  voit  Lagrange  compléter  le  titre  de  sa  «  Théorie 
>  des  fonctions  »  par  l'épithète  «  analytiques  »  et  par  cette  mention  :  «  contenant 
»  les  principes  du  Calcul  différentiel,  dégagés  de  toute  considération  d'infini- 
»  ment  petits,  d'évanouissants,  de  limites  et  de  Jl axions,  et  réduits  a  l'ana- 
»  LYSE  ALGÉBRIQUE  DES  QUANTITES  FINIES  ».  L'Introduction  commencc  par  cette 
phrase  :  «  On  appelle  fonction  d'une  ou  plusieurs  quantités  toute  expression  de 
»  calcul  dans  laquelle  ces  quantités  entrent  d'une  manière  quelconque...»;  plus 
loin  (p.  5)  elle  contient  ce  passage  caractéristique  :  «  Dans  un  Mémoire  imprimé 
»  parmi  ceux  de  l'Académie  de  Berlin  en  1772...  j'avançai  que  la  théorie  du 
»  développement  des  fonctions  en  série  contenait  les  vrais  principes  du 
»  Calcul  différentiel...».  Dès  les  premières  lignes  de  cet  Ouvrage,  comme  aussi 
dans  ses  Leçons  sur  le  Calcul  des  fonctions,  Lagrange  donne  effectivemeat  un 
corps  à  cette  idée  en  employant  exclusivement  les  séries  à  la  génération  des  déri- 
vées des  fonctions,  ainsi  qu'à  leur  combinaison. 

La  pensée  de  Lagrange  se  manifeste  avec  la  dernière  clarté  :  contrairement  à 
ce  que  l'on  s'est  toujours  plu  à  prétendre,  les  fonctions  sont,  non  pas  des  êtres  de 
raison  à  considérer  indépendamment  de  leur  origine  positive,  mais  bien  des 
objets  analytiques,  des  résultats  de  calculs,  à  traiter  comme  la  première  venue 
des  expressions  algébriques;  ce  n'est  pas  la  continuité  (fluxions,  etc.)  qui  peut 
fournir  les  vrais  principes,  c'est  Vanalyse  algébrique  des  quantités  finies,  en 
d'autres  termes,  l'analyse  courante.  Finalement,  les  dérivées  ne  doivent  pas  être 
considérées  comme  des  limites  de  rapports;  c'est  clans  les  séries  qu'il  faut  tout  à 
la  fois  chercher  leur  définition,  et  des  moyens  de  démonstration  pour  les  propo- 
sitions les  concernant. 

Cette  intuition  est  pour  moi  un  véritable  trait  de  génie,  formulée  avec  tant  de 
précision,  tant  de  hardiesse,  à  une  époque  où  l'on  ignorait  jusqu'à  la  règle  de 


çant  à  sa  manière,  avait  pu  donner  la  première  ihéorie  solide  qui  ait 
existé  en  Analyse  inlinitésimale  ('")•  Dans  toutes  les  spéculations 
analytiques  ajant  eu  un  autre  but  que  là  satisfaction  d'une  curio- 
sité stérile,  et  au\  termes  mêmes  de  la  définition  de  Lagrange 
[voir  note  ('•')],  les  fonctions  se  sont  invariablement  présentées 
comme  «  expressions  de  calcul  »,  caractère  dont  les  observa- 
tions suivantes  com|)lèteul  la  spécification.  D'abord  les  calculs 
en  question,  si  compliqués  (|u'ils  soient,  se  réduisent  toujours  à 
des  combinaisons  variées  de  deux  opérations  fondamentales  seu- 
lement, savoir  :  la  Composition  des  fonctions  et  V Intégration 
des  équations  différentielles  (j'omets  la  résolution  d' équations 
finies,  parce  qu'elle  se  ramène  immédiatement  à  des  intégrations; 
je  passe  également  sous  silence  quelques  développements  spéciaux 
que  l'on  rencontre  dans  les  monographies,  mais  qui  sont  en  nombre 
fort  petit  et  qui  se  traitent  par  les  mêmes  moyens  exactement). 
Enfin,  chacun  de  ces  calculs  n'implique  jamais,  comme  fonctions 
données,  que  des  polynômes  entiers  et  des  fonctions  engendrées 
à  partir  d'eux  par  quelque  enchaînement  des  opérations  dont  il 
s'agit.  Cela  étant,  il  suffit  de  rendre  libre  cours  aux  conséquences 
de  cette  filiation  spéciale  pour  arriver  avec  la  dernière  rigueur  à  la 
certitude  que  toutes  les  fonctions  analytiques  possèdent  la  pro- 
priété commune  devinée  par  Lagrange  [loc.  cit.)  d^ être  toujours 

convergence  des  séries  entières.  On  sait  qu'elle  est  restée  lettre  morte;  cependant 
Lagrange  était  alors  au  point  culminant  de  sa  glorieuse  carrière,  ayant  fourni 
mille  preuves  que  la  sûreté  de  son  vigoureux  esprit  égalait  sa  profondeur  et  sa 
tranquille  fécondité. 

/.„^     r^  »r-  ■  r.        1  ,  ,      -  •  "^  filim  l) 

(  '" )  Dans  son  Mémoire  Recherche  sur  la  série  i  H x  -\ x^  -h. . . 

1  1.2 

{Journal  de  Crelle,  t.  I,  1826),  .\bcl  com.nence  par  déclarer  vicieuses  toutes  les 
démonstrations  connues  de  la  formule  du  Binôme  pour  un  exposant  non  entier 
positif;  puis  il  les  remplace  en  rompant  magistralement  avec  une  routine  dont  il 
reste  trop  de  vestiges.  Considérant  en  elles-mêmes  la  série  en  question  et  toutes 
celles  du  même  genre  (dites  entières  aujourd'hui),  il  assigne  les  conditions  géné- 
rales de  leur  convergence,  vérifie  qu'entre  ces  limites  elles  se  combinent  comme 
de  simples  polynômes,  et  trouve  ainsi  à  celle  du  Binôme,  des  propriétés  spéciales 
assurant  l'égalité  de  sa  somme  à  la  valeur  de  la  fonction  à  développer. 

Cette  pièce  est  empreinte  de  la  puissance,  de  l'originalité,  de  la  pondération 
en  même  temps,  qui  distinguent  les  productions  d'Abel  ;  longtemps  après  sa  publi- 
cation on  s'est  aperçu  qu'elle  contenait  les  fondements  naturels  de  la  théorie  des 
séries  entières;  mais  cela  n'a  rien  changé  aux  idées  favorites  sur  la  formule  du 
Binôme,  idées  consistant  à  la  déduire  de  celle  de  Taylor  entendue  tantôt  comme 
je  le  rappelais  dans  la  note  (*),  tantôt  comme  on  l'a  fait  depuis  Cauchy. 

M.  —  I.  b 


dé^eloppahles  en  séries  entières,  autrement  dit  par  la  formule 
de  Taylor,  sauf  dans  des  cas  exceptionnels  dont  la  détermina- 
tion se  fait  a  pi'iori.  Substituant  celte  propriété  généi'ale  à  la  con- 
tinuité, à  la  monogénéité,  etc.,  je  la  choisis  pour  base  unique  de 
tous  les  raisonnements,  et,  comme  ceux  qui  servent  à  l'établir, 
ils  prennent  aussitôt  la  solidité  et  la  facilité  des  démonstrations  les 
plus  élémentaires  de  l'Arithmétique  et  de  l'Algèbre. 

Par  leur  simplicité  même,  ces  idées  choqueront  plus  d'un  lec- 
teur; on  les  trouvera  moins  étranges  peut-être  quand  j'aurai 
raconté  comment  j'v  suis  arrivé.  Ayant  toujours  été  frappé  de 
l'aisance  des  énoncés  et  du  raisonnement  dans  la  Théorie  des 
fonctions  doublement  périodicjues  de  Briot  et  Bouquet,  Ouvrage 
publié  en  1809  et  montrant  ces  qualités  d'une  manière  soutenue 
pour  la  première  fois  (*'),  j'ai  tenu  à  en  faire  bénéficier  l'ensei- 
gnement dont  j'ai  été  charg;é  à  Dijon,  où  je  professe  encore,  à  la 
fin  de  186-,  époque  où  ces  nouveautés  étaient  fort  peu  goûtées. 
Mais  auparavant  j'ai  voulu  aussi  donner  aux  démonstrations  fon- 
damentales la  rigueur  qui  leur  manquait,  sans  laquelle  il  faut 
convenir  que  rien  n'est  bon  en  INIathématiques.  Mes  principales 
réflexions  se  portèrent  sur  le  théorème  «.  singulier  »  de  Cauchj, 
celui  qu'il  croyait  «  réduire  simplement  la  loi  de  convergence  à  la 
»  loi  de  continuité  »  \^voir  note  (^)],  théorème  que  Briot  et  Bou- 
quet avaient  creusé  avec  une  persévérance  extraordinaire.  Pour 
les  conditions  expresses  que  la  fonction  à  développer  doit  remplir, 
ils  se  sont  arrêtés  à  quatre  seulement,  savoir  celles  à^èire  finie, 
continue,  monodrome  et  monogène,  que  l'on  retrouve,  sous  telles 
ou  telles  autres  dénominations,  dans  toutes  les  publications  posté- 
rievires,  les  miennes  exceptées.  Pour  chaque  nouvelle  fonction  à 
développer,  par  exemple  pour  l'intégrale  d'une  équation  différen- 
tielle donnée,  il  ne  restait  plus  ainsi  qu'à  constater  préalablement 
la  possession  de  ces  quatre  propriétés  fondamentales.  Oi-,  bien 
loin  d'opérer  cette  constatation  en  détail,  de  recourir,  pour  la 
monogénéité  jiar  exemple,  aux  équations  aux  dérivés  partielles. 


("  )  «  La  simplicité  et  runiformité  des  raisonnements  font  de  cette  théoiie  une 
»  des  plus  attrayantes  el  des  plus  parfaites  de  l'Analyse  mathématique  »  (  E.  Picard, 
Traité  d'Analyse,  t.  II,  p.  7,  1892).  Une  Note  ajoutée  par  M.  Picard  montre 
qu'il  avait  principalement  en  vue  l'Ouvrage  dont  je  parle. 


caractérisanl  la  partie  réelle  cl  le  cocfficicnl  de  y/ —  i  clans  la  valeur 
de  la  fonclion  disloquée  en  ces  deux,  éléments,  Briol  et  13ouquel 
procédaient  comme  il  suit  :  sans  aucune  intervention  de  ces  équa- 
tions aux  dérivées  partielles,  ils  démontraient  (ceci  rigoureuse- 
ment) que  la  somme  d'une  série  entière  est  une  fonction  monogène 
de  la  vari;ible,  puis,  combinant  celte  remarque  avec  un  aulre  lliéo- 
rèmc   de  Cauchy  affirmant  (d'une   manière  bien   moins   précise) 
pour  l'intégrale  de  l'équalion  difTérentielle  considérée,  la  possibi- 
lité d'être  représentée  par  une  série  entière  dont  la  convergence 
a  lieu  dans  le  voisinage  immédiat  seulement  des  valeurs  ini- 
tiales, ils  concluaient  que  cette  intégrale  était  monogène,  en  outre 
pour  la  même  vdi'x'son  Ji nie,  continue,  etc.,  partant  justiciable  de 
théorème  «  singulier  »  de  Caiichj.  La  mohogénéilé  et  le  surplus 
n'étaient  donc,  en  fait,  que  certaines  considérations  interposées 
d' une  manière  essentiellement  transitoire  entre  la  convergence, 
d'abord   très  étroite^   d'une  série  entière,   et   la  convergence 
d^ amplitude   maximum  de  la   même  série.   Cette  observation 
faite,  la  pensée  m'est  venue  aussitôt  de  supprimer  ces  notions 
parasites  de  continuité,   monogénéité,   etc.,  et  de  chercher  des 
mojens  directs  pour  opérer  sans  elles  le  rattachement  mutuel  de 
ces  deux  sortes  de  convergence.  J'ai  réussi  à  les  découvrir  dans 
la  simple  transformation  des  séries,  appuyée  sur  un  lemme  fonda- 
mental de  Cauchy,  entendu  toutefois  et  établi  d'une  manière  diffé- 
rente, en  rompant  définitivement  avec  ces  intégrations  monotones 
sur  des  cercles  (c'est  le  théorème  du  n°  201  de  ce  Volume).  La 
justesse  de  mes  présomptions  ayaat  été  confirmée  par  le  succès  de 
cette  démonstration,  j'ai  entrepris  au  même  point  de  vue  la  refonte 
des  principes  de  la  théorie  des  fonctions;  c'est  ce  qu'on  va  lire. 
De  cette  manière,  la  continuité  devient  pour  toute  fonction  ce 
qu'elle  est  pour  les  polynômes  entiers,  une  propriété  très  secon- 
daire. Les  dérivées  se  définissent,  se  calculent,  s'entremêlent  dans 
les  expressions   différentielles  comme  Lagrange  le  voulait,  c'est- 
à-dire  par  le  simple  jeu  des  opérations  vulgaix-es  de  l'Algèbre,  et 
la  certitude  de  leur  existence  devenue  tangible  dispense  de  toute 
restriction  à  leur  égard.  Il  n'y  a  donc  plus  à  se  préoccuper  des 
fonctions   discontinues,    sans    dérivées,    non   intégrables,    ni    de 
l'équation  de  Laplace,  du  Principe  de  Dirichlet,  etc.,  et  le  mot 
monogène  devient  si  complètement  inutile  que  je  n'ai  pas  à  le 
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prononcer  une  seule  fois.  En  même  temps,  se  trouve  expliqué  de 
lui-même  le  caractère  exclusivement  algébrique  de  toutes  les 
formules  de  l'Â.naijse  infinitésimale,  que  la  conception  tradition- 
nelle des  fonctions  laisserait  à  l'état  d'énigme  indéchiffrable. 

Tout  à  l'heure  je  disais  qu'en  procédant  ainsi  on  rendait  les  rai- 
sonnements sûrs  et  faciles.  Je  puis  ajouter  qu'ils  se  modèlent  exac- 
tement sur  ceux  dont  on  peut  se  contenter  quand,  au  lieu  de  fonc- 
tions quelconques,  il  s'agit  de  simples  polynômes  entiers;  il  en 
résulte  pour  toute  la  théorie  des  fonctions  une  grande  uniformité 
et  une  ressemblance  frappante  avec  l'Algèbre  pure.  A  ces  avantages 
s'en  joint  un  autre  que  je  ne  juge  pas  moins  précieux  en  théorie  : 
c'est  d'expliquer,  en  le  légitimant  a  priori,  le  rôle  imposant  que 
les  quantités  imaginaires  sont  arrivées  à  jouer  dans  des  questions 
réputées  étrangères  à  l'Algèbre  proprement  dite.  La  conception 
de  Cauchy,  toujours  en  faveur,  consiste  à  voir  dans  une  fonction 
imaginaire,  un  accouplement yb/'^;^//  de  deux  fonctions  réelles  des 
quantités,  réelles  aussi,  qui  avaient  été  accouplées  dans  les  va- 
riables. Elle  n'en  est  pas  moins  artificielle  et  incommode,  témoin 
en  particulier  les  développements  que  Riemann  et  son  école  en 
ont  fait  sortir.  Les  quantités  imaginaires  s'imposent  en  Algèbre, 
uniquement  parce  qu'elles  permettent  la  décomposition  complète 
en  facteurs  linéaires  de  tout  polynôme  entier  à  une  seule  variable, 
qu'ainsi  elles  laissent  libre  jeu  aux  artifices  sans  nombre  dont 
cette  décomposition  est  la  base;  elles  s'imposent  donc  aussi 
bien  en  Analyse  générale,  puisque  toute  fonction  méritant  atten- 
tion est  représentable  par  une  série  entière,  limite  de  quelque 
polynôme,  qu'elle  naît  d'un  calcul  algébrique,  que  par  suite  il 
suffit  de  rendre  imaginaires  les  valeurs  des  variables  ou  des  con- 
stantes du  calcul,  pour  obtenir  la  valeur  correspondante  de  la 
fonction,  sans  le  plus  léger  changement  dans  sa  conception 
originaire. 

Et  même  ce  mot  «  s'impose  »  est  beaucoup  trop  absolu;  il  est 
effectivement  digne  de  remarque  que,  sauf  de  très  légères  modi- 
fications dans  le  vocabulaire,  les  mêmes  moyens  exactement., 
c'est-à-dire  la  prise  en  considération  systématique  de  la  possibi- 
lité pour  toute  fonction  analytique  d'être  développée  en  une  série 
entière,  permettraient  de  faire  aussi  solide ,  aussi  bien  appropriée 
aux  applications,  la  théorie  complète  des  fonctions  réelles  de  va- 
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riables  réelles  exclusivement  aussi.  A  cela  on  ne  perdrait  que  la 
connaissance  a prio/i  des  limites  extrêmes  de  la  convergence  de 
chaque  développement.  Mais  pour  la  théorie,  tant  soit  peu  pour 
la  pratique  encore,  ce  serait  une  perle  considérable,  sans  compen- 
sation, et,  pas  plus  en  Analyse  générale  qu'en  Algèbre  pure,  on  ne 
peut  songer  désormais  à  dénier  aux  quantités  imaginaires  un  droit 
de  cité  gagné  par  de  brillants  services. 

Des  considérations  d'un  ordre  tout  autre  justifient  encore  la 
théorie  des  fonctions  basée  sur  les  séries,  et  pourront  la  recomman- 
der à  l'attention  même  des  hommes  de  science  qu'intéressent 
plutôt  les  applications  des  Mathématiques.  Sauf  peut-être  dans 
quelques  spéculations  de  la  haute  Phjsique  analjti(jue,  aucune 
de  ces  fonctions  sans  dérivées,  etc.,  n'a  jusqu'ici  représenté  un 
phénomène  naturel.  Ceux-ci  au  contraire  se  sont  toujours  plies  à 
des  formules  construites  soit  exactement  avec  des  fonctions  obéis- 
sant à  la  loi  de  Lagrange,  soit  imparfaitement  avec  de  pareilles 
fonctions  ou  plus  souvent  avec  de  simples  polynômes  dont,  par 
l'adjonction  seulement  de  quelques  termes,  on  a  pu  rendre  l'adap- 
tation aux  résultats  des  observations  aussi  parfaite  que  nos  sens 
l'exigeaient.  Or  ces  polynômes  ne  sont  évidemment  que  les  groupes 
des  premiers  termes  dans  des  séries  entières  dont  les  sommes  four- 
niraient rigoureusement  les  lois  mathématiques  des  phénomènes. 
D'où  cette  conséquence  vérifiée  par  l'exactitude  expérimentale  des 
mille  formules  que  les  physiciens  ont  découvertes  en  l'admettant  : 
Tout  phénomène  naturel  est  représentahle  exactement  par  des 
séries  entières,  approximativement  par  leurs  premiers  termes 
dont  des  observations  de  plus  en  plus  précises  fournissent  empi- 
riquement les  coefficients  dans  l'ordre  même  oii  V Analyse  les 
range.  Ma  théorie  des  fonctions  revêt  donc  naturellement  la 
forme  qui  convient  aux  recherches  expérimentales,  et  la  coïnci- 
dence est  expliquée  d'avance  par  ce  que  j'ai  dit  plus  haut  sur  la 
génération  successive  àe&vraies  fonctions  à  partir  des  calculs  vul- 
gaires, éléments  inéluctables  de  toute  mesure,  de  toute  spécula- 
tion scientifique. 

Avant  d'entrer  en  matière,  j'ai  des  devoirs  bien  agréables  à 
remplir  :  celui  d'offrir  tout  d'abord  à  M.  Liard,  le  chef  éminent 
de  notre  Enseignement  supérieur,  les  vifs  remercîments  que  je 


dois  à  rAdminislration  de  l'Instruction  publique  pour  le  haut 
encouragement  accordé  à  ma  publication,  celui  de  remercier 
ensuite  MM.  Gaulhier-^  illars  et  fils  qui  ont  fait  à  celte  nouveauté 
l'honneur  de  lui  prêter  leurs  admirables  presses,  de  remercier  en 
même  temps  deux  de  mes  plus  chers  élèves,  M.  l'abbé  Boudier, 
professeur  à  l'Ecole  Saint-François  de  Sales  à  Dijon,  et  M.  Brice 
Gollin,  professeur  agrégé  au  Ljcée  de  Nantes,  qui  n'ont  pas  reculé 
devant  la  pénible  lâche  de  travailler  encore  ayee  moi  pour  écarter 
de  ces  volumes  des  fautes  de  tous  genres.  Dans  l'expression  de 
ma  reconnaissance,  je  ne  dois  pas  oublier  non  plus  M.  Duport, 
mon  excellent  collègue,  qui  a  bien  voulu  se  charger  de  diriger 
l'impression  s'il  me  devenait  impossible  d'en  porter  le  fardeau 
jusqu'au  bout. 

Je  demande  maintenant  la  permission  de  rappeler  certaines  dates,  de 
présenter  quelques  observations  au  sujet  de  diverses  appréciations  qui 
intéressent  directement  ou  indirectement  mes  publications  antérieures  sur 
les  questions  traitées  dans  cet  Ouvrage.  Mais  plus  d'une  erreur  pourra 
m'échapper  à  cause  de  l'insuffisance  de  mes  lectures;  elle  seule,  avec  le 
manque  d'espace,  m'a  fait  renoncer  à  essayer  de  faire  la  part  revenant  à 
chacun  dans  la  découverte  des  faits  que  j'expose.  On  voudra  donc  bien 
considérer  ce  que  je  vais  dire  comme  l'expression  de  ce  que  je  suppose 
vrai,  et  non  comme  des  affirmations  dont  l'exactitude  serait  certaine. 

Les  propositions  fondamentales  de  ma  théorie  des  fonctions,  nouvelles 
par  la  forme  et  les  moyens  de  démonstrations,  nouvelles  aussi,  mais  en 
partie  seulement,  parle  fond,  ont  été  l'objet  d'une  communication  verbale 
faite  par  moi  en  avril  1868  au  Congrès  des  Sociétés  savantes  à  Paris,  et  d'une 
Note  publiée  aussitôt  dans  la  Revue  des  Sociétés  savantes  {Sciences  mathé- 
matiques, physiques  et  naturelles,  t.  III,  année  1868,  p.  87  et  p.  i33)  sous 
le  litre  :  Rem.arques  nouvelles  sur  les  points  fondamentaux  du  Calcul 
infinitésimal  et  sur  la  théorie  du  développement  des  fonctions  en  séries. 
Elles  ont  élé  développées  et  complétées  par  beaucoup  d'autres  dans  mon 
Nouveau  Précis  d'Analyse  infinitésimale,  publié  en  juillet  1872,  qui 
peut  être  considéré  comme  une  ébauche  du  présent  Ouvrage.  Depuis  la 
rentrée  scolaire  de  1869,  mes  leçons  publiques  n'ont  été  que  l'exposition 
du  contenu  de  ce  petit  livre,  et  de  ce  que  j'y  ai  successivement  ajouté  en 
m'attachant  de  plus  en  plus  à  cette  manière  de  voir.  Actuellement  j'y  fais 
entrer  presque  textuellement  toutes  les  parties  du  présent  Ouvrage  qui 
n'exigent  pas  une  dépense  de  temps  disproportionnée  à  leur  utilité  pour 
les  candidats  à  la  Licence. 

Dans  le  Bulletin  des  Sciences    mathématiques  (t.  III,  p.  265;   1872) 


!\I.  Bouquet  a  écrit  :  «  J'ai  reconnu  depuis  longtemps  que  la  mélliode  dont 
»  nous  nous  sommes  servis,  M.  Briot  et  moi,  pour  démontrer  l'cxis- 
»  tencc  des  intégrales  synectiques  d'un  système  d'équations  fliflVrenticIIes 
»  simultanées,  est  encore  applicable  avec  quelques  modifications,  dans 
»  le  cas  d'un  système  d'équations  diiïcrentielles  totales.  L'énoncé  de  cette 
»  proposition  a  été  communiqué  à  diverses  personnes  et  en  particu- 
»  lier  à  RI.  Méray;  la  publication  du  Précis  d'Analyse  me  montre  que 
»  l'auteur  n'a  pas  conservé  le  souvenir  de  notre  entretien.  Voici  la  domon- 

»  stration » 

Il  ne  s'était  passé  que  ceci  :  un  jour  ou  deux  avant  sa  communica- 
tion au  Congrès  des  Sociétés  savantes,  j'avais  soumis  à  M.  Briot  la  Note 
d'avril  18O8  dont  je  parlais  à  l'instant  et  qui  contient  l'énoncé  du  théorème 
en  question.  M.  Briot  me  dit  aussitôt:  «  Bouquet  a  déjà  trouvé  cela;  ce 
sont  les  singularités  des  intégrales  qui  nous  échappent  »,  et  vraisemblable- 
ment M.  Bouquet  m'aura  confirmé  ensuite  la  même  chose.  Mais  au  moment 
oîi  j'apportais  ainsi  l'énoncé  de  ce  théorème,  I\I.  Bouquet  n'avait  encore 
rien  publié;  auparavant  j'ignorais  complètement  qu'il  s'en  fût  occupé,  et 
j'en  possédais  bien  entendu  la  démonstration,  celle  qu'on  peut  lire  à  la 
page  143  de  mon  Nouveau  Précis.  Par  le  choix  spécial  de  la  fonction 
auxiliaire  que  l'ensemble  de  ma  théorie  m'imposait,  elle  diffère  essentielle- 
ment de  celle  de  M.  Bouquet  publiée  à  la  suite  de  sa  réclamation, /)^«- 
sieurs  années  après  ma  l!ioie,  plusieurs  mois  après  mon  livre.  Au  surplus, 
l'existence  des  intégrales  en  question  n'étant  que  l'une  de  ces  mille  vérités 
banales,  considérées  comme  évidentes  dans  l'ancienne  Analyse,  la  simple 
communication  de  l'énoncé  dont  je  parle  ne  pouvait  mettre  personne 
sur  la  voie  de  la  démonstration  qui,  seule,  était  intéressante  à  connaître. 
M.  Bouquet  a  trouvé  la  sienne  de  son  côté,  je  n'en  ai  jamais  douté,  mais 
il  reconnaît  implicitement  (\\i'elle,  il  ne  nie  l'a  pas  communiquée. 

On  voit  ainsi  que  .M.  Bouquet  n'a  pu  m'aider  à  découvrir  rien  de  ce 
théorème,  et  que  j'en  ai  tout  publié  avant  lui.  Je  l'ai  rappelé  sur-le-champ 
à  cet  homme  éminent  dont  je  possède  encore  la  réponse  amicale;  mais 
il  m'avait  honoré  de  ses  bontés,  et  je  n'ai  pas  voulu  rendre  ma  protestation 
publique.  On  voit  encore  l'erreur  des  auteurs  qui  ont  attribué  ce  théorème 
à  M.  Bouquet  exclusivement  (H.  Laurent,  Traité  d'Analyse,  t.  VI,  p.  121, 
1890.  —  G.  BouRLET,  Thèse,  1891,  etc.)  On  le  retrouvera  démontré  tout 
autrement  au  n°  .301  du  présent  Volume. 

Dans  la  deuxième  édition  de  leur  Théorie  des  fonctions  elliptiques, 
|).  336,  1875,  xMM.  Briot  et  Bouquet  ne  nomment  personne  à  propos  de  la 
réduction  de  la  théorie  des  fonctions  implicites  à  celle  des  fonctions  inté- 
grales d'un  système  d'équations  différentielles  totales  auxiliaires  dont  la 
formation  est  instantanée  {voir  n°  307  de  ce  Volume),  réduction  à  laquelle 
ils  paraissent  au  surj)lus  n'a\oir  jamais  attaché  d'importance.  Ayant  sur 
ce  point  un  sentiment  tout  à  fait  opposé,  je  tiens  à  faire  remarquer  que 
cette   réduction,  avec  tout  ce  qui  s'ensuit,  avait   été   exécutée   par  moi, 
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et  pour  la  première  fois  à  ma  connaissance,  dans  ma  Communication 
d'avril  1868  au  Congrès  des  Sociétés  savantes,  puis  dans  tous  mes  cours 
et  dans  mon  Nouveau  Précis.  On  remarquera  encore  qu'à  l'encontre  de 
l'opinion  de  M.  Poincaré  {voir  p.  xxiii,  in/.),  les  mêmes  auteurs  ne  songent 
pas  un  instant  à  attribuer  rien  de  ce  genre  à  Cauchy,  dont  cependant  ils 
ont  étudié  et  vanté  les  travaux  avec  autant  d'ardeur  que  personne. 

Dans  le  Bulletin  des  Sciences  mathématiques  (t.  IV,  p.  2\;  iSjS) 
M.  H.  Laurent  a  analysé  mon  Nouveau  Précis  avec  une  indulgence  dont 
je  lui  suis  toujours  reconnaissant.  J'ai  toutefois  des  observations  à  lui 
soumettre. 

ISI.  Laurent  écrit  (p.  aS,  1.  4)  ■  «  Le  titre  de  l'Ouvrage...  semblerait 
»  indiquer  de  la  part  de  M.  Méray  l'intention  d'en  faire  la  base  du  Calcul 
»  infinitésimal;  c'est  ce  qu'il  nous  est  impossible  d'admettre.  Il  est  bien 
»  évident  qu'en  toute  rigueur  les  principes  les  plus  élémentaires  de 
»  l'Arithmétique,  de  l'Algèbre  et  de  la  Géométrie  suffisent  pour  dé- 
»  montrer  toutes  les  propositions  du  Nouveau  Précis  ;  mais  les  méthodes 
»  employées  dans  cet  Ouvrage  sont  tellement  subtiles,  tellement  délicates, 
»  qu'elles  ne  sauraient  être  bien  comprises  que  par  des  personnes  déjà  fami- 
»  liarisées  avec  les  spéculations  de  la  haute  Analyse...  il  faut...  ne  pas 
»  rompre  brusquement  avec  des  habitudes  consacrées  par  une  longue  expé- 
»  rience.»  Ces  appréhensions  sur  la  valeur  didactique  de  mes  méthodes  ont 
été  heureusement  contredites  par  les  résultats  constants  de  l'expérience 
faite  dans  mon  amphithéâtre  pendant  vingt-quatre  ans  déjà,  comme  je  le 
disais  tout  à  l'heure.  M.  Laurent  lui-même  a  expliqué  ces  résultats  d'avance 
par  les  mots  que  j'ai  soulignés,  par  ceux  aussi  qu'il  a  bien  voulu  écrire 
plus  loin  (p.  27, 1.  ao)  :  «  Ce  travail  se  fait  surtout  remarquer  par  la  rigueur 
»  et  par  l'élégance  des  démonstrations....  »  Il  est  vrai  que,  mes  élèves  et 
moi,  nous  sommes  un  peu  gênés  au  début,  par  la  nécessité  de  «  rompre 
»  brusquement  »  avec  les  «  habitudes  »  de  l'enseignement  secondaire;  mais 
ce  n'est  pas  ma  faute  si  elles  sont  mauvaises  au  point  de  rendre  une  rupture 
nécessaire.  Mon  bienveillant  critique  se  récrie  sur  la  «  subtilité  »  de  mes 
méthodes;  ce  reproche  me  paraîtrait  plus  justement  mérité  par  les  con- 
ceptions do  l'école  de  Riemann  sur  les  fonctions  imaginaires,  à  l'exposi- 
tion desquelles  ]M.  Laurent  a  consacré  tout  un  chapitre  de  son  beau  livre 
{Traité  d'Analyse,  t.  VI,  p.  255;  1890). 

Plus  loin  (p.  27,  1.  24)  :  «  En  nous  plaçant  à  un  autre  point  de  vue, 
»  nous  regrettons  que  M.  Méray  n'ait  pas  employé  le  mol  fonction  dans 
»  une  acception  plus  générale.  Que  deviennent,  en  adoptant  sa  méthode, 
»  les  fonctions  définies  par  les  phénomènes  physiques...,  les  séries  de  Fou- 
»  rier,  etc.?  «  Celles  qui  représentent  les  phénomènes  dont  la  nature  elle- 
même  nous  offre  le  spectacle  ont  le  sort  commun  consistant  à  être  déve- 
loppables  en  séries  entières,  etc.;  telles  nous  les  trouvons  invariablement 
dans  les  formules  de  Newton,  de  Fresnel,  d'Am.père,  de  Faraday,  de  tous 
les  vrais  physiciens.  Quant  à  celles  qui  ne  se  plieraient  pas  à  cette  loi,  je 


les  liens  pour  incapables  de  rcpréseiilor  un   plx-nomùnc  physique  obiscr- 
v;ilil<»  iiillcurs  que  sur  le  papier. 

La  théorie  des  nombres  incommensurables,  qui  occupe  les  premières 
pages  de  mon  Nouveau  Précis  (juill.  1872)  et  que  l'on  retrouvera  dans  h- 
Chap.  II  du  présent  Volume,  a  été  attribuée  à  M.  Heine  pour  son  invention, 
à  MM.  Lipschitz,  du  Bois-Reymond,  G.  Gantor  pour  ses  premiers  emplois, 
[voir  Introduction  à  la  théorie  des  fonctions  d'une  variable,  par  M.  Tan- 
nery,  p.  ix,  1886).  Le  Mémoire  do  M.  Heine,  intitulé  Die  Eleniente  der 
F  unctionenlehre  se  trouve  dans  le  t.  LXXIV  du  Journal  fur  die  reine,  etc. 
(Grelle  et  Borchardt)  avec  la  date  de  1872  aussi;  mais  trois  ans  auparavant 
j'avais  exposé  la  même  théorie  tout  au  long,  après  l'avoir  communiquée 
au  Gongrès,  dans  la  Revue  des  Sociétés  savantes  (Sciences  mathémati- 
gues,  etc.,  t.  IV,  p.  284;  1869).  Ma  Xote  a  pour  titre  :  Remarques  sur  la 
nature  des  quantités  définies  par  la  condition  de  servir  de  limite  à  des 
variables  données.  Je  ne  puis  prononcer  le  nom  de  M.  Tannery  sans 
songer  aux  mentions  bienveillantes  dont  lui  et  M.  Molk  ont  honore  mon 
enseignement  et  quelques-uns  de  mes  travaux,  dans  leur  bel  Ouvrage  en 
cours  de  publication  sous  le  titre  :  Eléments  de  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques;  je  prie  MiAI.  Tannery  et  Molk  d'agréer  tous  mes  remercî- 
menls. 

Aux  pages  i3  et  28  de  son  Mémoire  Sur  le  problème  des  trois  corps,  etc. 
(Acta  Mathematica,  i3  :  i  et  2,  1890),  M.  Poincaré,  s'appuyant  princi- 
palement sur  un  article  de  Gauchy  inséré  dans  les  Comptes  rendus  {t.  XIV, 
p.  1020,  1842),  lui  attribue  l'idée  d'avoir  rattaché  directement  l'existence 
de  toute  nouvelle  fonction,  la  convergence  de  son  développement  par  la 
formule  de  Taylor,  à  la  simple  propriété,  pour  les  fonctions  connues 
engagées  dans  les  équations  génératrices,  d'être  elles-mêmes  développables 
de  cette  manière;  or  celte  idée  est  précisément  celle  que  je  revendique 
comme  mienne,  ainsi  que  le  mérite  de  l'avoir  assise  sur  des  raisonnements 
pour  la  première  fois  simples  et  irréprochables.  Et  même  M.  Poincaré 
(p.  23)  place  dans  la  bouche  de  Gauchy  le  texte  de  l'énoncé  sur  les  fonc- 
tions implicites  que  j'ai  communiqué  en  avril  1868  au  Gongrès  des  Sociétés 
savantes  {voir  p.  xx),  dont  j'ai  donné  la  démonstration  en  1872  au  n°  lii  de 
mon  Nouveau  Précis. 

Nul  n'ignore  que  la  plus  grande  part  revient  à  Gauchy  dans  les  décou- 
vertes dont  les  conséquences  tirent  peu  à  peu  les  principes  de  l'Analyse 
infinitésimale,  de  l'obscurité  profonde  où  ils  étaient  enfouis  ;  mais  iM.  Poin- 
caré se  trompe  certainement  en  allant  aussi  loin  qu'il  le  fait.  Si  l'on  jette 
en  effet  un  coup  d'œil  sur  cet  article  des  Comptes  rendus,  on  constatera 
immédiatement  que  la  seule  propriété  supposée  par  Gauchy  aux  fonctions 
sur  lesquelles  il  raisonne  est  celle  «  de  rester  fonctions  continues  des 
»  arguments  et  des  modules  »  des  accroissements  imaginaires  attribués  aux 
variables,  nullement  celle  d'être  elles-mêmes  développables. 

M.  -  r.  b. 


En  outre,  le  même  arlicle  ne  contient  rien  absolument  sur  les  fonctions 
implicites,  et  M.  Poincaré  ne  dit  pas  oîi  il  a  trouvé  l'énoncé  qu'il  rapporte. 
Je  ne  puis  croire  que  ce  soit  dans  un  Mémoire  de  Caucliy;  car,  si  ses  idées 
sur  les  fonctions  implicites  eussent  eu  une  pareille  netteté,  ce  grand  homme, 
dans  son  Mémoire  sur  la  nature  et  les  propriétés  des  racines  d'une  équa- 
tion qui  renferme  un  paramètre  variable  publié  vers  la  même  époque 
{Exercices  d'An,  et  de  Ph.  mathématiques,  t.  II,  p.  109,  1841),  n'aurait 
pas  eu  recours  pour  la  résolution  de  la  simple  équation  F(a7,  ;)  =0  à 
des  considérations  pénibles,  n'impliquant  en  aucune  façon  le  dévelop- 
pement préalable  de  la  fonction  F(ar,  t).  On  observera  encore  que  huit 
ans  après  on  en  était  toujours  au  même  point,  car  à  la  page  366  de  ses 
Reclierches  sur  les  fonctions  algébriques  {Journal  de  Mathématiques 
pures  et  appliquées,  t.  XV,  i85o),  Puiseux  ne  trouve  que  dans  ce  dernier 
Mémoire  de  Cauchy  l'appui  dont  sa  théorie  particulière  avait  besoin. 
J'ajoute  enfin  que,  si  l'opinion  de  M.  Poincaré  était  fondée,  MM.  Briot  et 
Bouquet,  qui  avaient  étudié  Cauchy  toute  leur  vie,  qui  professaient  pour 
lui  une  admiration  sans  bornes,  dont  l'un  m'a  contesté  un  théorème  connexe 
{voir  p.  x\),  auraient  tout  au  moins  réclamé  à  son  profit  la  priorité  de  la 
théorie  générale  dont  je  leur  ai  communiqué  la  substance  en  avril  1868 
{voir\>.  xxi),  que  j'ai  développée  quatre  ans  plus  tard  dansmon  Nouveau 
Précis.  J'ai  déjà  fait  remarquer  qu'en  écrivant  postérieurement  sur  le 
même  théorème,  ils  ne  l'ont  pas  attribué  davantage  à  Cauchy  {V.  p.  xxii). 

J'ai  lu  les  lignes  suivantes  dans  un  INlémoirc  récent  de  M.  Riquier  Sur 
les  principes  de  la  théorie  générale  des  fonctions  {Annales  scienti- 
fiques de  l'Ecole  Normale  supérieure,  3*  série,  t.  VIIJ,  i8gi)  :  «  Depuis 
»  un  certain  nombre  d'années,  quelques  géomètres,  jugeant  défectueuses 
»  les  méthodes  couramment  employées  dans  l'enseignement  du  Calcul  infi- 
»  nitésimal,  ont  essayé  de  l'asseoir  sur  une  base  nouvelle,  et  de  faire 
')  reposer  la  théorie  générale  des  fonctions  sur  les  propriétés  des  séries 
»  entières.  Nous  devons  citer  au  premier  rang  MM.  Weierstrass  et  Méray, 
»  qui,  sans  connaître  les  travaux  l'un  de  l'autre,  s'.étaient  rencontrés  dans 
»  la  même  voie.  M.  Weierstrass  n'ayant  publié  aucun  Ouvrage  d'ensemble 
»  sur  la  théorie  des  fonctions  et  s'étant  borné  à  la  développer  dans  des 
»  leçons  orales,  nous  ignorons  de  quelle  façon  et  dans  quelles  limites 
»  l'éminent  géomètre  pense  que  l'on  doive  tirer  parti  de  cette  idée.  Quant 
»  à  la  méthode  de  M.  Méray,  qui  se  trouve  exposée  succinctement,  mais 
»  complètement,  dans  un  Ouvrage  publié  en  1872,  elle  nous  a  paru,  et  de 
)i  beaucoup,  supérieure  aux  méthodes  courantes.  Telle  qu'elle  est  cepen- 
»  dant...  ».  Malgré  la  haute  valeur  des  travaux  de  INI.  Weierstrass,  je  n'en 
connais  aucun,  comme  M.  liiquier  le  dit  fort  exactement;  il  faut  excepter, 
bien  entendu,  ce  qui  en  a  passé  dans  les  publications  françaises  faites 
ex  professa,  et  encore  ai-je  trop  peu  lu  ces  dernières.  Mais  M.  Riquier 
ne  semble  pas  connaître  mieux  que  moi  les  travaux  de  l'illustre  géomètre 
de  Berlin,  ni  ses  leçons  non  plus,  puisqu'il  déclare  «  ignorer  de  quelle 


façon,  etc.  »;  je  m'étonne  donc  qn'il  m'ait  altiil)ué  flans  dos  termes  aussi 
absolus  l'honneur  de  m'ètrc  rencontré  avec  AI.  Weicrstrass,  plutôt  que 
celui  de  l'avoir  précédé  ou  suivi.  A  ceux  qui  voudraient  en  décider  sur 
des  informations  moins  vagues,  je  répéterais  qu'on  avril  i8(J8  je  possédais 
les  démonstrations  de  tous  les  énoncés  publiés  aussitôt  par  la  Revue  des 
Sociétés  savantes  {voir  p.xx),  telles  que  je  les  ai  exposées  chaque  année 
dans  mes  cours  publics  à  partir  de  la  rentrée  de  1869,  puis  dans  mon 
Nouveau  Précis  en  1872.  Dés  la  même  époque  (commencement  de  1868) 
j'avais  imaginé  notamment  la  fonction  auxiliaire  employée  au  n"  137  de 
ce  dernier  Ouvrage  (dite  majorante  au  n°300du  présont  Volume),  fonc- 
tion renfermant  celles  que  I\I.  Bouquet  a  employées  dans  sa  démonstration 
mentionnée  à  la  p.  xxi,  et  dont  plusieurs  personnes  (avec  ou  sans  fonde- 
ment, je  l'ignore)  ont  attribué  la  première  idée  à  M.  Weierstrass  {voir 
Poincaré,  Mémoire  cité,  p.  i4;  E.  Picard,  Traité  d'Analyse,  t.  II, 
p.  320;  etc.). 

J'ai  été  très  sensible  aux  appréciations  élogieuses  que  M.  Riquicr  a  bien 
voulu  émettre  sur  mes  théories,  et  je  lui  en  renouvelle  tous  mes  remercî- 
ments.  Je  dois  ajouter  au  sujet  de  son  Mémoire  une  autre  observation  sur 
laquelle  j'attire  l'attention  de  ceux  qui  vont  me  lire.  Après  avoir  honoré 
mon  Nouveau  Précis  d'une  étude  minutieuse  dont  témoignent  ses  cita- 
tions multipliées,  après  avoir  honoré  d'un  examen  non  moins  soigneux 
la  première  Partie  de  mon  Ouvrage  actuel  dont  il  a  eu  longtemps  le  ma- 
nuscrit entre  les  mains,  M.  Riquier  n'a  eu  à  formuler  que  les  quatre 
légères  critiques  résumées  comme  principales  dans  le  préambule  de  son 
travail.  Je  m'estimerai  heureux  si  mes  nouveaux  lecteurs  ne  trouvent  pas 
plus  de  fautes  à  me  reprocher.  Cette  adhésion  implicite  de  M.  Riquier  sur 
le  fond  de  mes  théories  m'a  fait  vivement  regretter  qu'il  se  soit  séparé  de 
moi  sur  la  forme,  en  s'engageant,  pour  l'améliorer,  dans  des  considéra- 
tions où  il  m'a  été  impossible  de  le  suivre. 


PRINCIPALES  PUBLICATIONS  DU  MÊME  AUTEUR. 


Nouvelles  Annales  de  Mathématiques. 

Théorie  géométrique  de  la  parabole  (i""  série,  t.  XIII,  i854). 

jThéorie  élémentaire  des  fractions,  dégagée  de  toute  considération 
impliquant  soit  la  subdivision  de  l'unité  abstraite,  soit  l'inter- 
vention des  grandeurs  concrètes.  —  Son  application  à  la  spécifi- 
cation mathématique  de  ces  dernières  (3"  série,  t.  VIII,  1889). 

■jSur  quelques  perfectionnements  dont  serait  susceptible  l'exposition 
de  la  théorie  des  quantités  négatives  (3°  série,  t.  IX,  1890). 

^Sur  la  discussion  et  la  classification  des  surfaces  du  deuxième  degré 
{y  série,  t.  XI,  1892). 


Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences. 

Mémoire  sur  les  fonctions  doublement  périodiques,  monogènes  et  mono- 
dromes  (t.  XL,  i855). 

5m/-  des  systèmes  d'équations  aux  dérivées  partielles,  qui  sont  dé- 
pourvus d'intégrales,  contrairement  à  toute  prévision  {\..  CVI,  1888). 


Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata. 

Mémoire    sur   la    théorie    des    surfaces    du    second    ordre    (i™    série, 
t.  III,  i86o). 


Annales  scientifiques  de  l'École  Normale  supérieure. 

Extension  aux  équations  simultanées  des  formules  de  Newton  pour 
te  calcul  des  sommes  de  puissances  semblables  des  racines  d'une 
équation  entière  (i'^  série,  t.  IV,  1867). 

Observations  sur  deux  points  du  Calcul  des  variations  (a'  série, 
t.  VI,  1877). 

Essai  sur  le  calcul  des  quantités  associées  en  systèmes  et  sur  son  appli- 
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cation  à  la  tlu'orie  des  ('•qiia/ioiis  siinitllanées  {•?."  série,  t.  \'IH,  iHjç)). 

Solution  du  problème  f^éncral  de  l' Analyse  indéterminée  du  premier 
degré  {-i"  série,  t.  XII,  i883). 

Sur  l'existence  ejfective  des  deux  périodes  des  fonctions  elliptiques 
(3*  série,  t.  I,  i884). 

Observations  sur  la  légitimité  de  l'interpolation  (3®  série,  l.  I,  i884)- 

Décomposition  des  polynômes  entiers  à  plusieurs  variables  en  éléments 
linéaires  {'if  série,  t.  Il,   i885). 

■^Sur  la  convergence  des  développements  des  intégrales  ordinaires 
d'un  système  d'équations  différentielles  totales  (avec  la  collabora- 
tion de  1\I.  Kiquier)  (3"  série,  t.  VI,  1889). 

■[Sur  la  convergence  des  développements  des  intégrales  ordinaires 
d'un  système  d'équations  différentielles  partielles  (avec  la  collabo- 
ration de  M.  Riquier)  (3*  série,  t.  VII,  1890), 

Extension  de  la  méthode  de  Jacobi  pour  intégrer  une  seule  équation 
aux  dérivées  partielles  à  une  fonction  inconnue  dont  les  dérivées 
y  entrent  linéairement,  au  cas  d'un  système  passif  d'équations  de 
cette  sorte  en  nombre  quelconque  (3"  série,  t.  VII,  1890). 


Revue  des  Sociétés  savantes  (Sciences  mathématiques,  physiques 

et  naturelles). 

Remarques  nouvelles  sur  les  points  fondamentaux  du  Calcul  infi- 
nitésimal et  sur  la  théorie  du  développement  des  fonctions  en  séries 
(2"  série,  t.  III,  1868). 

Remarques  sur  la  nature  des  quantités  définies  par  la  condition  de 
servir  de  limites  à  des  variables  données  (2'' série,  t.  IV',  18G9). 


Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées. 

jExposition  nouvelle  de  la  théorie  des  formes  linéaires  et  des  déter 
minants  (3®  série,  t.  X.  1884 )• 


Bulletin  des  Sciences  mathématiques. 

Sur  l'intégration  des  équations  différentielles  linéaires  à  coefficients 
constants  (2''  série,  l.  XII,  1888). 

Sur  l'impossibilité  de  franchir  par  la  formule  de  Taylor  les  cercles 
de  convergence  de  certaines  séries  entières  (2"  série,  l.  XII,  1888). 
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Démonstration  élémentaire  d'un  lemme  fondamental  de  Cauchy 
{■x'  série,  t.  XV,  1891). 

^Méthode  directe,  fondée  sur  V emploi  des  séries,  pour  prouver  l'exis- 
tence des  racines  des  équations  entières  à  une  inconnue,  par  la 
simple  exécution  de  leur  calcul  numérique  (2^  série,  t.  XV,  1891). 

Revue  bovirguignonne  de  l'Enseignement  supérieur. 

Théorie  des  radicaux,  fondée  exclusivement  sur  les  propriétés  géné- 
rales des  séries  entières  (t.  I,  1891). 
Considérations  sur  l'enseignement  des  Mathématiques  (t.  II,  1892). 

Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse. 

■{Théorie  analytique  du  logarithme  népérien  et  de  la  fonction  expo- 
nentielle (t.  IV,  1891). 


EN   VENTE   A    L\   LIBRAIRIE   GAUTIIIER-VILLARS   ET    FILS    : 

Nouveau  Précis  d'Analyse  infinitésimale,  1872. 

Nouveaux  Eléments  de  Géométrie,  1874. 

Et  les  Mémoires  ci-dessus  dont  les  titres  sont  précédés  du  signe  -j-. 
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Renonçant  à  mtler  sans  cesse  la  Géométrie  à  l'Anal vse,  les 
petites  ajjplications  aux  grandes  théories,  à  éparpiller  [lartoiil  les 
propriétés  d'une  même  fonclion,  j'ai  adopté  pour  les  matirres  une 
disposition  nouvelle  consistant  à  rapprocher  tout  ce  qui  se  lie 
naturellement,  et  autant  que  possible  tout  ce  qui  se  ressemble. 
Pour  l'enseignement  oral  il  peut  en  résulter  quelques  inconvé- 
nients, mais  ils  sont  insignifiants  à  côté  de  la  force  et  de  la  netteté 
avec  laquelle  les  grands  faits  analytiques  s'impriment  ainsi  dans 
l'esprit  des  jeunes  gens.  Il  faut  bien  eu  arriver  pourtant  à  traiter 
ceux-ci  autrement  que  comme  des  enfants  à  initier  aux  quatre 
règles,  et  pour  moi  ce  n'est  encore  pas  assez  tôt.  L'espace  dont  je 
pouvais  disposer  se  trouvant  limité  par  des  circonstances  indé- 
pendantes de  ma  volonté,  j'ai  dû  le  réserver  à  ce  qui  mérite  réelle- 
ment d'être  étudié  et  retenu,  en  exclure  tout  le  reste.  C'est  avec 
plaisir,  je  l'avoue,  que  j'ai  sacrifié  beaucoup  de  ces  questions  de 
détail  sur  lesquelles  les  forces  des  élèves  s'épuisent  sans  profit 
sérieux  pour  leur  instruction.  Mais  il  m'est  resté  bien  assez  de 
place  pour  tontes  les  théories  analytiques  et  géométriques  du  pro- 
gramme de  la  Licence,  que  j'ai  développées  au  prorata  de  leur 
importance;  j'ai  même  pu  y  ajouter  bien  des  choses  intéressantes, 
qui  lui  sont  étrangères  (  '  ).  Cette  ordonnance  m'a  conduit  à  diviser 
l'Ouvrage  en  quatre  Parties,  dont  chacune  est  absolument  indé- 
pendante des  suivantes. 

Dans  ce  premier  Volume  se  trouvent  rassemblées  toutes  les 
propriétés  générales  des  fonctions  qui  ne  dépendent  ni  de  leurs 

(•)  L'intelligence  de  mon  Ouvrage,  je  le  dirai  en  passant  aux  jeunes  gens  qui 
me  feront  l'honneur  de  l'étudier,  n'exige  presque  pas  autre  chose  que  la  pratique 
acquise  du  calcul  algébrique  élémentaire,  avec  la  connaissance  approfondie  des 
équations  simultanées  du  premier  degré,  ou  bien,  ce  qui  est  la  même  chose,  des 
principes  essentiels  de  la  théorie  des  déterminants. 


AVERTISSEMENT    DE    LA    PREMIERE    PARTIE. 


natures  spécifiques,  ni  du  nombre  des  variables;  le  nom  d'aucune 
fonction  jDarticulière  n'y  est  prononcé  même  une  fois,  à  part  ceux 
des  polynômes  entiers  et  des  fonctions  rationnelles,  matériaux 
obligés  de  toute  spéculation  scientifique.  Cela  lui  donne  sans 
doute  un  caractère  abstrait,  mais  aussi  rien  ne  masque  plus  la 
source  et  Tencbaînement  de  ces  propriétés  générales;  j'ai  tenu 
en  outre  à  les  isoler  complètement  pour  mieux  montrer  qu'elles 
se  peuvent  tenir  debout  toutes  seules. 

Aux  tliéories  des  quantités  soit  incommensurables,  soit  imagi- 
naires, que  j'ai  proposées  depuis  bien  longtemps,  j'ai  ajouté  celles 
des  fractions  et  des  quantités  négatives,  que  j'ai  publiées  récem- 
ment et  qui  ont  avec  elles  bien  des  ressemblances  (').  La  concep- 
tion de  ces  diverses  fictions  si  utiles  se  trouve  dée:ae:ée  mainte- 
nant  de  toute  impossibilité,  de  toute  considération  étrangère  à 
l'Analyse  pure.  Je  n'aperçois  rien  qui  puisse  être  objecté  à  la 
manière  dont  je  traite  ces  questions  si  controversées  de  tout  temps. 
Comme  dans  mon  A'ouveau  Précis  déjà,  j'ai  absolument  renoncé 
à  la  considératioa  des  arguments  des  quantités  imaginaires,  qui 
m'est  inutile  et  qui  ailleurs  complique  de  fonctions  transcendantes 
les  moindres  calculs  algébriques. 

Dans  le  Chapitre  V,  sur  les  propriétés  générales  des  séries 
entières  (pour  moi  elles  s'identifient  avec  celles  de  toutes  les  fonc- 
tions analytiques),  j'ai  reproduit  la  démonstration  d'un  lemme 
fondamental  de  Cauchy  que  j'ai  réussi  dernièrement  à  trouver  (-). 
Celle  de  mon  Nouveau  Précis  était  compliquée  par  ses  appuis 
immédiats;  les  précédentes  semblaient  simples,  mais,  faisant  inter- 
venir en  réalité  les  principes  les  plus  variés,  elles  laissaient  à  l'état 
obscur  et  diffus  les  propositions  capitales  dont  ce  lemme  soutient 
le  poids.  Ma  démonstration  actuelle,  tirée  des  faits  algébriques  les 
plus  élémentaires,  change  radicalement  sa  portée  et  en  fait  pour 
ainsi  dire  un  théorème  nouveau.  En  tout  cas,  elle  apporte  une 
amélioration,  selon  moi  considérable,  à  toute  la  théorie  générale 
des  fonctions,  car  elle  l'amène  en  contact  intime  avec  les  premiers 

(')  Les  fractions  et  les  quantités  négatives,  1890.  Paris,  Gauthier-Villars  et 
fils. 

(-)  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  2'  série,  t.  XV,  avril  1891.  Une 
observation  de  M.  Riquier  m'avait  fait  présumer  la  possibilité  de  cette  démon- 
iration  ;  j'ai  dit  comment  dans  cet  article. 
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éléments-  elle  m'a  permis  enfin  de  la  débarrasser  de  loiile  allusion 
étrangère,  de  rejeter  notamment  les  radicaux  dans  la  deuxième 
Partie,  consacrée  à  la  mon()gra|)liie  des  fouetions  dune  seule 
variable. 

J'ai  pu  ainsi  assigner  de  très  bonne  lieure  les  limites  maxima 
de  la  convergence  des  développements  des  fonctions;  plus  tôt 
encore  j'étudie  avec  grand  soin  le  cheminement,  ou  raccordement 
indéfini  de  séries  de  Taylor  construites  successivement,  qui  est  le 
second  élément  essentiel  de  la  g(''néralion  de  toute  (onction  nou- 
velle. Sous  le  nom  de  Calcul  inverse  des  dérivées  j"ai  |)lacé  la 
théorie  des  intégrales  indéfinies,  très  élargie,  tout  à  côté  de  celle 
des  dérivées;  le  rapprochement  me  semble  avantageux  et  tout  à 
l'ait  conforme  à  la  nature  des  choses. 

Jusqu'au  Chapitre  VIII  inclusivement,  il  n'est  question  que  de 
fonctions  isolées,  c'est-à-dire  considérées  chacune  comme  si  nulle 
autre  n'existait.  Le  reste  du  Volume  est  consacré  aux  diverses 
opérations  générales  qui  impliquent  la  composition  des  fonctions. 

On  a  très  souvent  à  intégrer  des  expressions  différentielles  ana- 
logues à  celles  qu'engendre  la  différenliation  des  fonctions  com- 
posées ;  j'ai  donc  placé  à  la  suite  de  cette  opération,  dans  le  même 
Chapitre,  l'indication  delà  marche  à  suivre  pour  exécuter  les  inté- 
grations de  ce  genre  ou  pour  constater  leur  impossibilité.  Presque 
partout  cette  question  importante  est  mal  placée;  certains  auteurs 
la  passent  même  sous  silence,  à  fort  peu  près. 

Dans  le  Chapitre  X,  je  démontre  la  convergence  des  développe- 
ments élémentaires  des  intégrales  d'un  système  d'équations  dif- 
férentielles totales,  par  l'examen  de  ces  développements  eux- 
mêmes,  je  veux  dire  sans  intervention  d'équations  différentielles 
auxiliaires.  C'est  une  simplification  sensible  de  cette  théorie;  elle 
m'a  permis  en  outre  de  ne  déplacer  la  monographie  d'aucune 
fonction  particulière.  M.  Piiquier  avait  bien  voulu  me  faire  sentir 
la  nécessité  de  démontrer  catégoriquement  un  point  secondaire 
d'une  certaine  importance. 

Mon  Nouveau  Précis  ne  contenait  rien,  pour  ainsi  dire,  de  ce 
qui  compose  le  Chapitre  XII  sur  les  équations  différentielles 
partielles  (  '  )  ;  ce  Chapitre  et  celui  dont  je  viens  de  parler  ont  fourni 

(•)  Dès  i86S  (ou   1869),  c'est-à-dire  plusieurs  aunées   avant  la   publication  de 
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la  matière  des  deux  Mémoires  que  j'ai  publiés  avec  le  concours  de 
M.  Riquier  [Annales  scientifiques  de  VEcole  Normale  supé- 
rieure, t.  VI,  1889,  et  t.  VII,  1890). 

En  approfondissant  dans  le  dernier  Chapitre  les  propriétés 
des  intégrales  d'un  système  immédiat  d'équations  différentielles 
totales,  j'ai  laissé  dans  l'ombre  tout  ce  qui  concerne  d'autres 
formes,  notamment  les  équations  non  résolues  ou  bien  d'ordres 
supérieurs  au  premier;  ces  équations  effectivement  ne  peuvent 
être  traitées  que  par  une  réduction  aux  systèmes  immédiats, 
laquelle  est  dépourvue  de  tout  intérêt  en  dehors  des  cas  parti- 
culiers. J'ai  raisonné  sur  des  variables  en  nombre  quelconque,  ce 
cas  étant  aussi  facile,  mais  plus  instructif  que  celui  d'une  seule 
variable.  On  ne  semble  pas  avoir  remarqué  dans  mon  Nouveau 
Précis  que  j'v  ai  démontré  pour  la  première  fois  la  possibilité  de 
résoudre  normalement  les  équations  intégrales  par  rapport  aux 
constantes  arbitraires.  Je  ne  crois  pas  cependant  que  celte  démon- 
stration soit  sans  utilité,  ni  sans  valeur. 

Ce  Volume  contient  d'autres  améliorations  moins  importantes 


l'Ouvrage  en  question,  je  possédais  cependant,  dans  ses  principes  essentiels,  ma 
démonstration  actuelle  de  la  convergence  des  développements  élémentaires  des 
intégrales;  mais,  nourrissant  l'illusion  que  la  même  convergence  avait  lieu  jt?OM/' 
tous  les  systèmes  immédiats^  que  je  réussirais  un  jour  à  traiter  des  cas  qui 
m'échappaient  obstinément,  je  n'ai  pas  voulu  donner  cette  démonstration  avant 
de  l'avoir  amenée  au  point  rêvé.  C'est  ce  qui  m'a  fait  écrire  en  1872  les  lignes 
suivantes  extraites  de  la  Préface  du  même  Ouvrage  (p.  xxi)  :  «  ...  équations 
»  aux  dérivées  partielles  ....  J'ai  pu  faire  faire  à  la  question  quelques  pas  assez 
»  étendus.  Toutefois  je  ne  suis  pas  encore  en  possession  d'une  méthode  simple 
X  pour  traiter  le  problème  dans  la  généralité  où  il  m'apparaît,  et  je  préfère  ne  pas 
»  insérer  mon  ébauche  dans  un  Ouvrage  où  j'ai  poursuivi  la  précision  avant  tout. 
»  J'y  reviendrai  peut-être...  ».  Cette  observation,  bien  entendu,  laisse  intacts  les 
droits  d'autres  auteurs  sur  ce  qu'ils  ont  publié  avant  moi,  ceux  en  particulier  de 
M""  Kowalevski. 

Chez  moi,  cette  illusion  s'est  enracinée  plus  fort  que  jamais  le  jour  où  j'ai  cru 
avoir  trouvé,  au  bout  d'une  autre  voie,  la  démonstration  générale  qui  m'avait 
échappé  si  longtemps  (Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  3=  série, 
t.  VI,  1880);  mais  plus  tard  M.  Riquier  a  su  en  apercevoir  l'insuffisance  et  a  bien 
voulu  me  la  signaler.  Sur  quoi,  de  nouveaux  efforts  m'ont  enfin  révélé  l'existence 
de  cas  étendus  où  la  convergence  n'a  pas  lieu  (  V.  Comptes  rendus  de  l'Aca- 
démie des  Sciences,  t.  CVI,  1888,  et  n°"  870  et  suiv.  du  présent  Volume). 

J'aurais  à  m'excuser  de  cette  erreur  si  maintenant  elle  ne  se  trouvait  réparée 
grâce  à  la  clairvoyance  de  M.  Riquier,  si  d'ailleurs  on  n'avait  vu  quelquefois  de 
plus  habiles  que  moi  se  tromper  aussi. 
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que  je  ne  puis  indiquer  ici,  mais  que  le  lecteur  découvrira  facile- 
ment, s'il  veut  bien  le  lire  avec  attention.  J'ai  conservé  le  mot  olo- 
trope,  proposé  dans  mon  iXoin'cau  Précis,  pour  caractériser  la 
propriété  d'une  fonction  d'être  rcprésenlable  pai*  une  série  entière 
dont  les  rayons  de  convergence  sont  tous  diflércnts  de  zéro.  Je 
n'ignore  pas  sans  doute  que  les  géomètres  ont  préféré  le  mot 
holomovphe ;  mais  ce  dernier  signifie  tout  autre  chose,  puisque 
dans  leur  bouche  il  exprime  seulement  la  possession  simultanée 
par  une  fonction,  de  certaines  propriétés  sans  rapports  néces- 
saires avec  la  possibilité  de  son  développement,  de  celles  d'être 
finie,  continue,  monodrome  [uniforme,  disent  les  uns,  bien 
déterminée,  disent  les  autres),  monogène,  ....  Le  mien  d'ailleurs 
date  de  18-2  et  n'est  pas  une  copie  de  l'autre;  ce  dernier  au 
contraire  pourrait  avoir  été  imité  du  mien,  car  c'est  en  18^5  seu- 
lement qu'il  a  été  prononcé  pour  la  première  fois  (BraoT  et  Bouquet, 
Théorie  des  fonctions  elliptiques,  2*=  édition,  p.  i4).  Ces  deux 
mots  disparaîtront  probablement  à  l'époque  peu  éloignée  peut- 
être  où  les  géomètres,  ouvrant  enfin  les  jeux  sur  la  justesse 
des  conceptions  de  Lagrange,  cesseront  de  se  préoccuper  des 
fonctions  non  intégrables,  continues  mais  sans  dérivées,  etc.;  ils 
pourront  alors  se  contenter  d'appeler  singulier  l'état  (accidentel) 
d'une  fonction  en  des  valeurs  particulières  des  variables  à  partir 
desquelles  elle  se  trouve  ne  pas  être  développable,  d'appeler  ordi- 
naire, s'il  y  a  lieu,  son  étal  normal,  où  elle  l'est  toujours. 
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PREMIERE    PARTIE. 

IMUNCll'KS  GKNKIUUX. 


CHAPITRE   1. 

Gknéralités  pukli.miwires  comprenant  une  revue  des  quantités  factices 

SUR    LESQUELLES    ROULENT    LES    SPÉCULATIONS    DE     l'AnALYSE    MODERNE.    — 

Fractions.  —  <Hantités  positives  et  négatives. 


Objet  da  l'Analyse  infinitésimale. 

I.  l^.inalyse  inatkrinatirjuc  est  la  science  générale  des 
jionibics,  c  est-à-dire  des  rapports  iminériques  concevables  entre 
les  objets  divers  sur  lesquels  noire  attenlioii  peut  se  diriger  sans 
s'arrêter  à  leur  nature  particulière. 

On  j  distingue  d'abord  VAriLlinicliquc  traitant  des  propriétés 
spéciales  des  nombres  entiers  (et  fractionnaires),  de  celles,  vou- 
lons-nous dire,  c[u'ils  ne  posséderaient  pas,  s'ils  n'étaient  pas  tels; 
puis  ï Analyse  proprement  dite,  où  l'on  étudie  toutes  les  relations 
pouvant  exister  entre  des  nombres  d'origines  déterminées,  abstrac- 
liou  f.iile  des  valeurs  particulières  qu'ils  peuvent  avoir  dans  telle 
ou  telle  circonstance.  On  pourraitaussi  bien  la  nommer  la  Théorie 
générale  des  fonctions  {''l'ï ,  58,  in/.). 

IJAlgèbj-e  en  est  la  première  et  la  plus  importante  partie  ;  on  s\ 
M.  -  l  1 


2  PRKMIÈRE    PAItrii:.    —    PIUXCIPES    GENERAUX. 

leslreinl  au  cas  où  les  relalions  dont  il  s'agit  s  établisscnl  par  des 
calculs  réductibles  à  quelque  combinaison  des  quatre  opéralions 
élémentaires  :  addition,  soustraction,  multiplication,  division, 
exécutées  chacune  un  nondjre  de  lois  limité.  Elle  est,  en  d  autres 
termes,  la  théorie  des  fonctions  rationnelles  (31,  08,  inj'.)et  des 
fonctions  irrationnelles  algébriques  (32,  58,  inf.). 

Une  autre  partie  est  V Analyse  infinitésimale  que  nous  délini- 
rons  :  la  science  des  propriétés  générales  cjue  confère  aux  fonc- 
tions leur  propriété  fondamentale  d^être  en  fait  toutes  el  tou- 
jours représentables  par  des  séries  entières  (138,  //'./•)  (said 
dans  des  circonstances  exceptionnelles  que  Icuis  modes  spéciaux 
de  génération  permettent  de  prévoir);  l'ensemble  du  présent 
Ouvrage  montrera  en  détail  la  justesse  de  cette  définition.  Son 
nom  lui  vient  de  ce  que  son  étude  comporte  plus  cpie  celle  de 
FAIgèbre  la  considération  svstémali(jue  de  c|uaiitil('s  inliinment 
petites  (36,  77,  inf.). 

Le  reste  de  l'Analvse  se  compose  de  monographies  de  di- 
verses classes  de  fonctions  transcendantes  (33,  58,  inf.)\  on  les 
rattache  habituellement  à  1  Analvse  infinitésimale,  parce  (pi'elles 
s'j  appuient  plus  immédiatement. 

2.  L'Analyse  mathématique  se  compose  d'une  suite  de  propo- 
sitions dont  personne  ne  peut  apercevoir  la  dernière  et  <jui  toutes 
se  déduisent  les  unes  après  les  autres  d'axiomes,  ou  fait.5  généraux 
considérés  comme  évidents,  en  nombre  extraordinairement  petit. 
Elle  fournit  à  toutes  les  autres  connaissances  humaines  des  [)rin- 
cipes  dont  celles-ci  ne  sauraient  se  passer,  et  n'en  emprunte  à 
aucune.  Nous  la  considérons  comme  formant  à  elle  seule  toutes 
les  Mathématiques  pures,  dont  nous  excluons  la  Géométrie,  au 
même  titre  que  la  Mécanique,  la  Physic[ue,  etc.,  parce  qu'elle  com- 
])orte  essentiellement,  comme  ces  dernières  sciences,  quoique  dans 
une  moindre  mesure,  la  considération  continuelle  de  faits  spé- 
ciaux concernant  le  monde  matériel. 

Nombres  fractionnaires  absolus. 

3.  Les  nombres  entiers  de  lArithmétique  élémentaire,  sur 
lesquels  roulent  exclusivement  en  définitive    toutes  les  opérations 
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exigées  par  les  applicallons  iiimiéri(|iies.  soiiL  1rs  seuls  aiis^i  (pii 
interviennent  au  foiicl  des  spéculations  théorifpics.  Mais  l'impos- 
sibilité fréquente  de  certaines  opérations  troublerait  gravcrnenl 
runiforniité  désirable  dans  le  mécanisme  des  transformations 
anal\  li(|ues  ;  elle  compliquerait  les  ('-nonces  de  restrictions  conli- 
nuelles,  si  Ton  ne  tournait  l'obstacle  en  substituant  aux  nombres 
et  aux  opérations  véritables  des  fictions  pour  lesquelles  cette 
imjiossibilité  ne  se  j)r(''senlc  jamais  et  doù,  quand  il  \i;  l'aiit.  on 
revient  à  la  réalité  sans  aucun  eirorl. 

Telle  est  en  particulier  l'origine  des  fractions  dont  la  conception 
supprime  les  diflicultés  de  forme  qui  autrement  naîtraient  de  l'im- 
possibilité  d'ext'culer  toutes  les  divisions  (de  nombres  entiers). 

4.  Le  résultat  de  Topération  composée  consistant  à  multiplier 
un  entier  donné  E  par  un  second  nombre  n,  puis  à  diviser  le  pro- 
duit j)ar  un  troisième  d  (non^o),  cette  division  étant,  bien 
entendu,  supposée  j)Ossible,  peut  encore,  suivant  les  circonstances, 
être  obtenu  aussi  bien  : 

i"  Si  E  est  divisible  par  <:/,  en  faisant  cette  division  et  multij)liant 

I  '^ 

Je  quotient  ~.  par  n  ; 

2"  Si  /^  est  divisible  par  c/,  en  faisant  la  division  et  multipliant 

E  par  le  quotient  —.  ainsi  obtenu. 

On  conçoit  que  ce  dernier  mécanisme  de  1  opération  en  question 
puisse  être  quelquefois  préférable  aux  deux  autres,  soit  en  rendant 
plus  nette  la  conception  du  résultat,  soit  eu  facilitant  ses  combi- 
naisons ultérieures  avec  d'autres  nombres,  etc.  Pouren  co/isen'er 
les  avantages  quand  n  n'est  pas  divisible  par  d,  on  convient 
de  représenter  même  alors  le  résultat  de  l'opération  ci-dessus 
par  le  signe 


propre  au  cas  oîi  n  est  divisible  par  <:/,  en  lui  conservant  le  nom 

de  pioduil  du  nombre  ]Lpar  le  facteur  fictif  -• 

Ces  facteurs  fictifs,  dont  les  combinaisons  sont  soumises  à  un 
ensemble  de  règles  que  nous  allons  exposer  rapidement,  sont  pré- 
cisément les  nombres  fractionnaires  ou  fractions. 
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Comme  le  mode  (i")  d'exécuter  l'opération  composée  dont  nous 
parlons  conduit  à  en  appeler  le  résultat  les  a  et  ""^^^  de  E,  il  est  natu- 
rel d'appeler  la  fraction      aussi  bien  n  cV  """^quc  n  sur  d^  d'où  les 

nomsâc  numérateur  eldénominateur  donnés  à  ses  deux  termes  //, 
c/ respectivement,  dont  Le  second  doit  essentiellement  être  sup- 
posé différent  de  zéro. 

o.  Si  la  comparaison  des  produits  d' un  seul  entier  E  non  =0 
par  les  deux  fractions  -^?  -j,  suecessi<^'ement  donne  lieu  à  i^  une 
des  relations 

d'  ■-      <l" 

la  même  relation  aura  lieu  entre  les  produits  de  tout  autre 
ontier  non  ^  o  par  les  mêmes  fractions  [pourvu,  bien  entendu, 
(pie  ces  multiplications  lictives  soient  toutes  pralicablcs  (i)]. 

On  exprime  en  consé(pience  la  corrélation  constante  existant  à 
ce  point  de  vue  entre  les  deux  fractions  dont  il  s'ai;il,  en  disant 
selon  le  cas  que  la  valeur  de  la  première  est  supérieure,  égale 
ou  inférieure  à  celle  de  la  seconde,  et  en  écrivant  comme  [lour 

les  nombres  entiers 

n   >  II" 
d'  "  ~d^  ' 

Pour  qu'il  existe  entre  ces  fractions  l'une  de  ces  relations 
fictives,  il  faut  et  il  suffit  qu'il  existe  entre  leurs  termes  celle 
correspondante  dans  le  tableau 

n'  d" =u  d' . 

En  particulier,  cjuand  deux  fractions  ont  même  dénomina- 
teur, leur  relation  cVésalité  ou  cV inégalité  est  celle  même 
existant  entre  leurs  numérateurs. 

Quand  elles  ont  même  numérateur  non  =  o,  leur  égalité 
entraîne  celle  de  leurs  dénominateurs  et  leur  inégalité  celle 
de  sens  contraire  entre  leurs  dénominateurs. 

(5.  En  multipliant  les  deux  ternies  d' une  fraction  par  un 
même  nombre,  ou  en  les  divisant  par  quelque  diviseur  commun, 
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on  oJ>tirnt  une  fraction  rgalc ;  cnv  les  Irnnrs  des  doux  IViiclions 

"     /'"  II  1  '    •  I  I 

.  -r— ,  par  cxciii|)l(',  (lonncnl  evi(l("niiii('iil 

n.lul  =  kn.d. 

On  exprime  la  même  cliosc  en  disant  (\y\une  fraction  ne 
clianîj^e  pas  de  valeur,  quand  on  multiplie  ou  divise  par  un 
même  nombre  ses  deux  termes  à  la  fois.  D'où  la  distinct  ion 
évidente  et  essentielle  à  lairc  entre  la  valeur  et  \n  forme  de  toute 
IVaclion  donnée. 

Quand  les  deux  termes  d'une  fraction  sont  premiers  entre 
eux,  aucune  autre  ne  peut  lui  être  égale,  à  moins  que  les  siens 
ne  soient  respectivement  des  équimultiples  de  ceux  de  la  pro- 
posée, et  par  suite  qu'ils  ne  leur  soient  au  moins  égaux. 

On  réduit  donc  une  fraction  à  sa  forme  ou  expression  la  plus 
simple,  en  divisant  ses  deux  termes  par  leur  plus  grand  eommui! 
diviseur;  on  suppose  habituellement  celle  rc'duction  efTectuée 
cpiand  on  ne  fait  pas  mention  du  contraire. 

7.   [>es  fractions  quelconques 


<l         tl  d 

étant  données,  on  les  réduit  au  tnême  dénominateur,  c'est- 
à-dire  on  leur  donne,  sans  changer  leurs  valeurs,  les  formes 
nouvelles 

^.,  yr  ^m 

dont  les  dénominateurs  sont  égaux,  en  multipliant  les  deux 
termes  de  chacune  des  fractions  proposées  respectivement,  par 
les  quotients  obtenus  en  divisant  par  cf.,  d'\  d"\  .  .  .  successive- 
ment quelque  multiple  commun  I)  de  ces  dénotninateurs  pri- 
mitifs. 

On  obtiendrait  les  valeurs  minima  des  termes  des  nouvelles 
fractions  en  réduisant  préalablement  les  proposées  à  leurs  plus 
simples  expressions  (6)  et  en  prenant  ensuite  pour  D  le  [)lus  pclil 
conmiun  niulli|)le  de  leurs  dénominaleurs. 
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8.    Les  opérations  indiquées  par 

17    "'  T?   ""  I?    "'" 

■•^    "?/  '  '^       in  '  '-'    1m  '  •   •   ' 

a  a  a 

étant  supposées  possibles,  la  combinaison  de  leurs  résultats  pat- 
voie  d^ addition  et  de  soustraction 

donne  un  entier  qui,  quel  que  soit  E,  peut  aussi  être  obtenu  en 
multipliant  ce  dernier  nombre  par  une  seule  fraction. 

SI  les  fi'aclions  données 

«'       II"       II'" 
(^)  .7'     d"'     d"'      '" 

sont  les  fractions  (i)  à  même  dénoniiniileiir,  il  vient  immédia- 
lement 

E  ^"  ^  F  —  -^  E  —  -^  E\'±  EN-rt  E\"':h. . . 


D  D  D  D 

E(N'rt:N"±N'"±...') 

b 


=  Ex.  ^ 


—  )    (i)- 


Sinon,  on  les  réduira  au  même  dénominalriir  avant  de  raisonner 
de  cette  manière. 

Toute  autre  fraction  dont  le  produit  par  E  est  égal  au 
nombre  composé  (2)  est  égale  à  celle  que  nous  venons  d'obtenir; 
car,  par  définition  (o),  l'égalité  de  deux  fractions  est  précisément 
leur  propriété  relative  de  donner  des  produits  égaux,  quand  on  les 
multiplie  par  un  même  nombre. 

La  fraction  constante  en  valeur,  sinon  en  forme,  dont  la  multipli- 
cation par  E  reproduit  ainsi  le  nombre  {'jl),  se  nomme  le  résultat 
de  la  combinaison  des  fractions  données  (3)  par  les  mêmes 
additions  et  soustractions,  et  se  représente  par  le  signe  habituel 

d'        d"        d"         "  " 
Pour  en  trouver  une  forme,  il  suffit,  comme  on  l'a  vu  implicite- 
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mcnl  fi-tl(vssiis,  de  irduirc  les  fractions  proposées  au  même  déno- 
minateur, puis  de  construire  la  fraction  avant  ce  dénominateur 
commun,  avec  la  somme  ou  difFércnce  analogue  des  num('ralcurs 
des  fractions  lransi'orm(''es.  jioiir  numérateui". 

*,).    Si  les  ()p(''ral  ions 

11'        ,'     n'\       n" 

soni  |H)s>il)les,  le  résultat  de  la  dernière,  égal  évidemment  à 

pf^ul  ainsi   s  (»l)lenii-  en  mulli|)liant  h  |)ar  la  fraction  unique-— -r,- 

Celle  (leinirn^  dont  la  loi  de  formation  est  évidente,  s'appelle  par 

,  7     •     1       /•         •  "■'     "' 

convention  le  produit  des  tractions  -n^  -jrr 
'  ad 

Celte    di'finilion   conduit   immédiatement   à   celle   du  produit 

n' n"  n"' .  .  .     i       r         •  "'      '*'     '*"  i  '  i  i 

-  des  (raclions  -p,  -p,  —^,,   •••  données  en  nombre  quel- 


d' ci"  d'" ...  d'      d 

conque. 

10.    h'/rf/it  (loiiurcs  flcu.r  fractions  quelconques 

\        n 
D'     ^' 

dont  cependant  la  seconde  lî a  pas  zéro  pour  numérateur,  il  en 
existe  certainement  quelque  autre  de  râleur  unique,  dont  le 
produit  par  la  seconde  (9)  régénère  la  première. 

l'.n  appelant  .r.  y  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  la  frac- 
lion  chercliée,  on  veut  avoir 


c" est-à-dire  (5) 

ou  a  donc  aussi  bien 


nx 

N 

''  d' 

(/jr)D  = 

^{clyY 

j-(Dn)  = 

■■{^d)y 

et,  |)fir  snile, 
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fraclion  qui  d'ailleurs  salisfail  évideninicnl  à  la  coiidilidn  vonliie 
et  qu'on  nonime  le  quotient  de  la  division  de  j^  par  -• 


11.  Utie  même  combinaison  quelconque  des  opérations  élé- 
nienlaires  ci-dessus  définies,  exécutée  d'ahoi-d  sur  des  fractions 
données,  puis  sur  d'autres  quelcniKjues  (jui  leur  sont  respecti- 
i-emenl  égales,  donne  deux  résultats  qui  sont  toujours  égaux 
entre  eux.  En  d'autres  termes,  la  valeur  du  résultat,  sinon  sa 
forme,  dépend  exclusivement  des  valeurs  des  données,  et  nul- 
lement de  leurs  formes. 

J/e\a('l  ilnde  de  eetle  observation  g('nérale  essentielle  se  véiifie 
sans  peine;  jointe  à  quelques  remarques  particulières  faites  anté- 
rieurement, elle  attribue  à  chaque  fraction,  au  point  de  vue  de  ce 
que  nous  avons  appelé  la  valeur,  une  individualité  constante  indé- 
pendante de  \a  forme  qu'elle  peut  revêtir. 

12.  »S/  rentier  11  est  le  résultat  d' un  ensemble  doniu''  quel- 
conque d'opérations  arithmétiques  exécutées  sur  les  entiers  e\ 
e\e"\  .  .  .  (additions,  multiplications,  soustractions  et  divisions, 
ces  dernières  essentiellement  supposées  possibles).^  le  résultat 
des  opérations  fictives  de  noms  identiques  dans  la  théorie  des 
fractions,  exécutées  parallèlement  sur  les  fractions  correspon- 
dantes —  j    — )    —,    •••   (ou    sur   des    fractions   respectivement 

l> 
égales),  sera  précisément  la  fraction  —  {sous  celte  forme  ou 

sous  une  autre). 

Pour  effectuer  un  calcul  arithmétique  quelconque  sur  des 
entiers,  on  pourra  donc  tout  aussi  bien  :  i""  prendre  ceux-ci 
pour  numérateurs  de  fractions  ayant  toutes  i  pour  dénomi- 
nateur commun;  •i.''  substituer  au  calcul  proprement  dit  donné 
le  calcul  fictif  de  même  dénomination,  exécuté  sur  ces  frac- 
tions; 3"  cliercher  le  numérateur  du  résultat  réduit  éi  sa  plus 
simple  expression. 
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C'est  celle  doiihlo  siihslltiition  de  nombres  fr.'icliomiiilics  aux 
nombres  entiers,  (ropt'ralions  //7/r//V;////^///v'\  à  celles  de  T  \iilh- 
niéli(Hi(\  (|ne  Ton  oprie  à  ebii(|ii(>  insliiiil  diiiis  les  eid<  iils,  elle  ri 
la  subsliltilioii  invei'se,  et  cchi  diinc  mainrrc  <|(m  dcxiciil  birniùl 
inconscii-nle.  (lommc  une  division  de  IimcIioiis  csi  l()ii|oiii's  pr.ili- 
cable,  ([iiand  le  niinK'iMlenr  du  diNisciir  ii  est  |)as  nul  (10),  celle 
a><sinii  lalioii  procure  en  llii'oiie  I  immense  avanlai;i'  (|n  V///r////e 
di\'ision  iDipossiblc  ne  peut  (IrsoiDuiis  cntidver  la  tidiisfornia- 
tion  fV lin  ^rof/pr  d'opriat ions  données  en  tel  aiilre  é(jiiiv(flenl, 
(lui  fdcililerdii  lu  concepi ion  et  l(t  i^rnéralisalion  des  /-('siillals 
(iux(juels  eondiiit  l'rliide  de  hi  (jnestion  trailée. 

Un  aiilr(!  avantage,  éyalemeni  très  a[)[ir(''eia!)le,  consiste  en  ce 
(pio/?  peid  à  volonté  subst  il  lier  l'une  à  l'antre  la  niidtiplica- 
tion  et  la  diiision,  à  cause  de 

n'      n"        n'      d' 

(t  (I  (l  II 

13.   D'après  toul  ceci,  les  eombinaisons  ()j)ciatoires  des  frae- 

n'     n"  ,  .  ,      „  ,  ,  ... 

lions  -Tj  -77,5  •  •  •  avee  des  entiers  c  .  e  ,  ...  seront  les  eo/nfnnai- 
d     a 

sons  fraetionnaires  hoinonymes  de  toutes  les  fractions 

II'        II"  c'       e" 

—  ,  ,      .  .  .  ,     —,     —,      .  .  • . 

d         d  II 

De  1res  légères  modifications  dans  les  énoncés  perniellent  alors 
d'éviter  toute  allusion  au  dénominateur  i  à  apposer  sur  les  en- 
tiers e',  e",  .  .  .  pour  les  transformer  en  fractions,  et  de  créer 
le  langage  propre  aux  eombinaisons  de  cette  es])èce.   Dire,   [lar 

exemple,  (jii^on  multiplie  ou  rjii'on  di\-ise  -.  par  e  en  multi- 
pliant le  numérateur  ou  le  dénominateur  par  e.  c'est  énoncer 
dans  ce  langage  spécial  ces  lails  rf'sullant  de  nos  dt'limtions,  que 

,  ,    .  ,  .  ,     n  e  II  .e         ne        n .  \  n 

le  produit  et  le  quotient  de  -,  par  -  sont  -; —  =  -y  cl  -; —  =  -r-- 
'  '  rf  '         I  f/.  I  d         it .c         de 

La  fraction  —,  est  dile  nulle,  parce  nue  sa  forme  i-('duile  est  - 
d  '  '  I 

que  l'on  convient  d'identifier  à  son  numérateur  o. 

ii.   Les  nombres  fractionnaires  et  les  enliers.  ceux-ci  assimilés 
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aux  premiers,  comme  nous  venons  de  l'expliquer,  sont  confondus 
sons  le  nom  de  quantités  ou  nombres  absolus,  quand  on  les 
oppose  aux  fpianlités  fictives  dont  nous  parlerons  dans  le  para- 
graphe suivant,  sous  le  nom  de  quantités  ou  nombres  comnwnsu- 
rables,  quelquefois  rationnels,  par  opposition  à  celles  que  nous 
étudierons  dans  le  prochain  Cha|)ilre. 

A  la  théorie  soiiuuiiiie  que  nous  venons  dVn  présenter,  nous 
ajouterons  seuleuicnt  les  observations  g('u(''rales  qui  suivent. 

I.  I^our  (jii' un  produit  de  pareilles  quantités  soit  nul,  il  est 
néeess(tire  et  su///sanf  que  l'un  au  moins  des  faeteurs  le  soit 
lui-même. 

\\  faut  efTcctivcmeut  cl  il  suffit  (pie  Tcntier  servant  de  numi'- 
ratcur  du  produit  soit  nul  et,  par  suite,  que  quelqu'un  des  numé- 
rateurs des  facteurs  dont  il  est  le  produit  (9)  le  soit  lui-même. 

II.  Quand  le  diviseur  est  nul,  mais  non  le  dividende,  la  divi- 
s -on  est  impossible.  Quand  ils  s'évanouissent  tons  deux,  le  quo- 
tient est  absolument  indéterminé. 

\\\.  Une  quantité  non  nulle  queleonque  étant  donnée,  on 
peut  toujours  en  assii^ner  d'autres  qui  lui  soient  inférieures. 
Pour  en  obtenir  de  telles,  il  suffit  efFect  ivement  d'augmenter  arhi- 
traircuient  le  dénominateur  de  la  proposée,  ou  bien  de  diminuer 
son  numérateur,  quand  il  est  ^i. 

1\  .  Entre  deux  quantités  inégales  on  peut  en  insérer 
d'autres  dont  deux  eonséeutives  ijueleonques  aient  une  diffé- 
rence inférieure  à  telle  quantité  qu' il  aura  plu  de  choisir. 
Plus  brièvement  :  le  passage  de  l'une  à  Vautre  peut  s'effectuer 
par  des  variations  successives  aussi  faibles  cju'on  le  veut. 

La  spécification  math(''mali([ue  des  grandeurs  concrètes  non 
multiples  exacts  de  celle  adoptée  pour  unité  est  la  plus  impor- 
tante des  applications  pratiques  de  la  théorie  des  fractions;  mais 
cette  question  est  étrangère  à  l'Analyse  pure  dont  nous  avons 
exclusivement  à  nous  occuper. 
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Quantités  positives  et  négatives. 

Jo.  (loinine  nous  vouons  do  le  voir,  la  siihslitiilion  clos  nomhros 
fraclionnairos  aii\  nomUrcs  entiers  rond  toutes  les  divisions  pos- 
sibles cl  |)enncl  même  de  olinnp[or  une  niiill  iplioation  en  une  divi- 
sion, ou  inversement;  la  sulistiliil  ion  dos  noiivollos  (|uanlilés  fio- 
lives  dont  nous  allons  parler,  aii\  nombres  frac!  lonnairos  absolus, 
ajoute  à  ce  double  avantage  celui  de  sn|)|uiiii(r  les  soustractions 
impossibles  et  de  pcrmoltro  aussi  Ac  remplacer  à  \oloiilé  une 
soustraction  par  une  addition,  ou  bien  une  addition  j^ar  une  sous- 
traction. 

Nous  appellerons  j^rovisoirement  (jikiH fiées  des  rpianlilés  abso- 
bies  (  1  i)  convenlionnollement  [)Ourvucs  de  certaines  qnaliti's  fac- 
lices  les  rendant  aptes  à  subir  les  opérations  ('gaiement  factices 
(pii  vont  être  successivement  dt'linies. 

A  cliaque  quantité  absolue  a  non  =  o,  correspondront  (leur 
quantités  qualifiées  dites  l'une  positive,  l'autre  négative,  dont 
nous  appellerons  a  la  valeur  absolue  (quelquefois  numérique) 

commune,  et  que  provisoirement  nous  noterons  par  a  ,  a  respec- 
livomont. 

A  la  quantité  absolue  o  correspondra  une  seule  quanti!('  qua- 
lillée  dite  neutre  et  de  valeur  absolue  nulle,  que  nous  représen- 
terons par  o  . 

Deux  f[uantités  qualifiées  dont  les  valeurs  absolues  sont  «'gales 
entre  elles,  mais  non  à  o,  seront  dites  égales,  si  leurs  noms  sont 
identiques,  opposées  s'ils  sont  différents. 

Deux  quantités  neutres  seront  dites  indifTéremmenl  égales  ou 
opposées. 

16.  \^  addition  de  plusieurs  (pianlilés  qualifiées  données  con- 
siste à  faire  la  somme  des  valeurs  absolues  de  celles  qui  sont  posi- 
tives, puis  celle  des  valeurs  absolues  des  négatives,  et  à  qualifier  du 
nom  de  la  plus  grande  de  ces  deux  sommes  son  excès  sur  la  plus 
petite  (on  néglige  naturellement  les  quantités  neutres).  Quand 
cet  excès  est  nul,  par  exemple,  quand  il  s'agit  d'additionner  doux 

rpiantités  qualifiées  opposées,  on  prend  o  pour  résultat. 
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Eq  conservant  pour  loules  nos  opérations  factices  les  signes 
opératoires  employés  dans  le  calcul  des  quantités  absolues,  on 
aura  ainsi 


o  H-  I  <)  -T-  o  ^  :i  , 
o  -f-    >-!-?.=  3  , 


33  — 
_  +  -  =  o  . 
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Une  somme  de  plusieurs  rjuaiïtilés  quali Jircs  reste  la  même, 
si  l'on  modifie  arbitrairement  l'ordre  de  succession  de  ses 
termes,  si  l'on  y  introduit  ou  bien  quon  en  ôte  des  termes 
neutres  en  nombre  quelconque. 

17.  Peux  quantités  qualifiées  quelconques  étant  données, 
on  peut  toujours  en  tromper  une  troisième  et  une  seule  dont 
l'addition  avec  la  seconde  reproduise  la  première. 

Pour  evéculcr  cette  soustraction,  il  suffit  d  ajouter  à  la  pre- 
mière quantité  l'opposée  de  la  seconde.  Le  résultat  est  la  <lijjé- 
rence  de  ces  quantités  considérées  dans  Tordre  indiqué. 


Exemples  : 


:>  —  (■)  =  5  +  (■) 


■4—  -<r—         - 

-  3  =  --f- 


18.  Deux  (juantités  quali fiées,  cpiand  elles  sont  égales  entre 
elles,  ont  leur  différence  neutre,  et  réciproquement . 

Quand  elles  sont  inégales,  elles  ont  une  différence  positive  ou 
négative.  On  dit  alors,  selon  lun  ou  l'autre  de  ces  deux  cas,  que 
la  première  est  supérieure  ou  inférieure  à  la  seconde.  Par  exemple 


o  >  1 1  >  1.5, 
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ou  hieii.  ce  (|iii  rcvieiil  au  incnie, 

1 5  <  Il  <()<-<  7  . 
•j. 

Nolamnient,  la  quantilc  neutre  o  est  supérieure  à  toute 
quantité  négati\<\  inférieure  au  contraire  à  toute  quantité 
positiie. 

10.  Des  qua/itités  qualifiées  données  étant  combinées  dans 
un  certain  ordre  par  voie  d' additions  et  soustractions  consécu- 
tiics,  le  même  résultat  Jinal  est  encore  obtenu  si,  éi  l'addition 
ou  à  la  soustraction  d'une  ciuelcon(/ue  d'entre  elles,  on  sub- 
stitue respectivement  la  soustraction  ou  l'addition  de  la  quan- 
tité opposée.  Par  exemple 

j  —  ii-!-(j  —  3=  î-i-ii-i-G  —  3 
-:   j  —  Il  —  0  -;-  3  =  j   ;-  I  I  -i-  0  -f    3  =  . .  . . 

20.  En  j)ailiculn,T,  cx'lle  observation  permet  de  remplacer  loutfs 
les  soustractions  par  l'aJciition  des  quantités  opposées  à  celles 
(pi'il  faut  soustraire,  cest-à-dire  de  transformer  toujours  en  une 
s()/)>me  l'expression  considérée. 

Si  donc  on  compose  plusieurs  notations  simples  en  unissant 
indissolublement  diverses  quantités  qualifiées  à  des  signes  opé- 
ratoires +  ou  — placés  dci'ant  elles,  si  l'on  écrit  ces  notations 
les  unes  à  la  suite  des  autres  en  convenant  de  remplacer  la  pre- 
mière par  a  si  elle  est  -{-  ci  ou  —  a  ^par  a  si  elle  est  —  a  ou  -t-  a , 
on  obtient  une  notation  composée  représentant  la  même  <pian- 
lité  qualifiée,  (/uclque  soit  l'ordre  de  succession  adopté  pour 
les  notations  simples. 

Lne  pareille  notation  composée  se  nomme  un  polynôme  dont 
les  divers  termes  sont  les  notations  simples  formées  ainsi  |)ar  des 
associations  artificielles  des  signes  opératoires  -\-,  —,  avec  des 
fpiaiililés  (jualifiées. 

L//  valeur  d'un  polynôme  ne  change  pas  non  plus,  si  dans 
quelques  termes  on  change  simultanément  le  signe  opératoire 
et  le  nom  de  la  quantité  qualifiée  qu' il  précède. 
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En  écrivant  ces  termes  par-  groupes  quelconques,  on  obtient 
fies  polynômes  partiels  représentant  des  quantités  dont  la 
somme  reproduit  toujours  la  valeur  du  proposé. 

21.  Le  produit  de  plusieurs  quaiililés  qualifiées  est  celle  qui  a 
pour  valeur  absolue  le  produit  des  valeurs  absolues  des  fadeurs 
et  qui  est  positive  quand  le  nombre  des  facteurs  négatifs  est  nul 
ou  pair,  négative  quand  ce  nombre  est  impair,  neutre  (juiuid  un 
des  facteurs  l'est  lui-même. 

E\emj)les  : 

«  .  6  =  <f  .  6  =  ab. 

a  .  b  ^  a  .  b  =^  ah, 

a  .  o  -=  <t  .  o  =  o  . 

Pour  qu'un  pareil  produit  soit  neutre,  il  faut  donc  et  il 
suffit  que  V un  au  nioins  de  ses  facteurs  le  soit  lui-même. 

22.  Le  produit  de  deux  polynômes  peut  s'obtenir  en  en  for- 
mant un  autre  cjui  a  pour  termes  les  divers  produits  des  cjuan- 
tités  qualifiées  figurant  dans  le  premier  par  celles  qui  figurent 
dans  le  second,  chacun  de  ces  produits  partiels  étant  précédé 
du  signe  opératoire  -i-  ou  — ,  selon  que,  dans  les  polynômes 
proposés,  ses  facteui s  sont  pjrécédés  de  signes  identiques  ou 
différents. 

Ex-cmple  : 

(-4-T-T)  (-7-T)  =  -  (T.7)  -  (T.  t) + (t  .7)  -^  (t .  t) 

= '^1  —  l5  -1-  -26  —  -20     V=  -f-  -2  1  -T-  1  5  -f-  '^b  -r-  \i.O  =  S/J. 

23.  Le  quotient  de  la  division  d'une  première  quantité  qualifiée 
par  une  seconde  est  (en  cas  qu'elle  existe)  la  quantité  dont  le  pro- 
duit par  celle-ci  régénère  la  première.  Sa  rechercbe  conduit  aux 
résultats  suivants  : 

1°  Quand  le  diviseur  n'est  pas  neutre,  le  quotient  existe  et  il 
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est  unique;  (1)  nculrc,  si  le  dnidi-iide  l'esl  ;  (llj  non  iKMilie,  si  le 
dividende  ne  l'esl  pas,  et  alors  posilil'  ou  ni'j;.ilir,  xdon  (|U(;  le> 
noms  tlu  dividende  el  du  divix'iir  son  l  ulciil  i(|urs  ou  ddli'ients;  dr 
plus,  sa  valeur  absolue  esl  toujours  é;;ale  au  (piolient  (Je  eellc  du 
dividende  divisée  par  celle  du  diviseur: 

•>"  (^uand  le  diviseur  esl  iieulre  :  (  i  )  la  division  e>l  iinpo>Miljle, 
>i  le  di\i(-lendc  ne  Test  pas  en  niriuc  temps;  (  Il  )  le  (piolu-nt  est 
entièrement  indéterminé,  si  le  dividende  esl  nciilic  aii>si. 

Exemj)les  : 

o    _    o    _ 


1  =  ^  =  ('^), 


32"  =^  telle  quiiiililé  (|iiuiiliée  (|ii"(tii   miikIi 
o 

Comme  on  a 


a  .   1  =  —  =  « 


/e  changement  d'une  quanliii'  (jiiaUjice  en  son  oppusi-e  étiui- 
vaul  à  sa  multiplication  ou  à  sa  division  par  i  . 

2i.  Dans  un  monôme,  expression  composée  ne  comportant 
cjue  des  multiplications  et  des  divisions,  la  substitution,  à  un 
facteur  du  diviseur,  de  la  quantité  qualifiée  qui  lui  est  opposée, 
change  seulement  le  nom  du  résultat  sans  changer  sa  valeur 
absolue. 

En  eomhiiiant  eelte  reinarcpie  avee  eelle  du  n''  19.  mi   api'i-i-oit 
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que  dans  toute  expression  impliquniiL  seulement  Inexécution 
d'additions,  soustiactions,  multiplications  et  divisions  de  cjuan- 
tités  qualifiées,  on  peut,  où  l'on  voudra,  remplacer  l'un  par 
l'autre  les  signes  opératoires  +,  —^à  condition  de  changer  en 
même  temps  d' une  manière  convenable  les  noms  de  quelques- 
unes  de  ces  quantités. 

En  particulier,  on  peut  ainsi  ti'y  laisser  subsister  que  des 
signes  +,  cela  munie  souvent  de  plusieurs  manières. 

Exemples  : 

^-  î  _        ^7-^        ^  '3"+4   ^         7  +^ 

1     -S  j.'i-io.io  l-l-S  5.Î4-I0.10 


.    î  -r   lO.  lO 


l2o.  .Si  11  est  le  résultat  d' additions  ci  nniUiplications,  sous- 
tractions et  divisions  (ces  deux  dernières  sortes  d  opérations 
étant  naturellement  supposées  possibles)  exécutées  sur  les 
([uantités  absolues 

a,      h,     c,      ....     o, 

la  quantité  positive  R  {ou  neutre  o  ,  si  K  =  o)  est  aussi  le  résultat 
des  opérations  homonymes  dans  la  théorie  des  quantités  cjua- 
lijiées,  quon  exécuterait  parallèlement  sur  les  rpiantités  cor- 
respondantes positives  ou  neutres 

a  ,       b  ,       c  ,      ....       o  . 

Cette  proposition  ésidente  autorise  la  substitution  systématique 
aux  nombres  alisolus  définis  dans  le  paragraplie  précédent  des 
rpiantilés  positives  dont  ils  sont  les  valeurs  numériques.  Et  sa 
combinaison  avec  la  [)0ssibilité  constante  de  toutes  les  soustrac- 
tions (pialifiées  d  une  part  (17),  avec  les  observations  des  n"*  19,  24 
d'autre  part,  assure  à  la  substitution  dont  il  s'agit  les  deux  avan- 
tages annoncés  au  n"  lo. 

Moyennant  la  substitution  ultérieure  de  quelques  quantités 
ni'gatives  à  des  quantités  positives,  on  reste   notamment  maître 
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(le  ne  laisser  subsisirr  dans  une  expression  donnée  que  ceux 
(les  signes  opi'-ratoires  -\-  ou  —  qui  facililenl  le  mieux  la  con- 
eeption,  la  gém'ralisation  et  l'é/ioncialion  des  résultats  obtenus 
flans  la  question  où  elle  se  présente.  C'est  en  proccdanl  ainsi, 
qu'on  arrive  par  exemple  à  cet  énonce  sinij)le  cl  lumineux  de  la 
règle  de  multiplication  de  deux  polynômes  quelconques  :  Le  pro- 
duit est  la  somme  des  produits  partiels  des  termes  du  multi- 
plicande et  du  multiplicateur  transformés  de  manière  à  ne 
plus  contenir  l'un  et  l'autre  que  des  signes  opératoires  +. 

26.  Le  plus  souvent  (mais  pas  toujours)  on  a  inlcrèt  à  ne  laisser 
partout  que  le  signe  opératoire  +  ;  le  mécanisme  habituel  de  cette 
transformation  d'un  polynôme  à  termes  absolus  en  une  somme  de 
quantités  qualifiées  consiste  donc  à  substituer  une  quantité  posi- 
tive à  chaque  nombre  absolu  qui  est  précédé  du  signe  +,  et  une 
quantité  négative  précédée  de  ce  même  signe  +,  à  chaque  notation 
complexe  constituée  par  un  nombre  absolu  précédé  du  signe  — 
et  par  ce  signe  —  lui  même. 

Mais  s'il  demeure  bien  sous-entendu  que  le  polynôme  qualifié 
ne  contiendra  jamais  que  des  signes  H-,  on  peut  se  contenter 
de  retenir  que  des  nombres  absolus  a,  b,    ...  doivent  être  rem- 

placés  par  les    quantités   positives  a ,    6  ,    ...    et    des    notations 

telles  que  —  a,  —  b,  ...  par  les  quantités  négatives  a  ,  b  ,  .  .  . , 
puisqu'il  est  convenu  qu'on  écrira  le  signe  opératoire  +  avani 
toutes  ces  quantités  qualifiées.  Celte  manière  de  voir  les  choses 
conduit  à  juger  équivalentes  les  notations 

a  ,  h a  ,  b  ,      ... 

d"une  part. 

a  .  b  ,     .  . . ,     —  a  ,     —  />  ,      ... 

d'autre  part  et  par  extension 

-1-  a  ,     -\-  b  ,       ...     —  (t ,     —  6  , 

d'autre  part  encore. 

L'usage  courant  est  conforme  à  ce  dernier  point  de  vue  :  on 
M.  —  I.  a 
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trouve  commode  de  confondre  les  quantités  positives  avec  leurs 
valeurs  absolues,  sauf  à  écrire  devant  les  notations  de  celles-ci, 
quand  on  tient  à  mieux  affirmer  qu'on  les  a  transformées  par  la 
pensée  en  des  quantités  positives,  le  signe  opératoire  -|-  changé 
tacitement  en  un  signe  qualificatif,  et  de  représenter  une  quan- 
tité négative  par  la  notation  de  sa  valeur  absolue  précédée  du  signe 
opératoire  —  pris  de  même  dans  un  sens  nouveau  qui  est  pure- 
ment qualificatif.  C'est  ainsi  qu'on  est  amené  à  dire  que  les 
quantités  positives  ont  le  signe  -h,  et  les  quantités  négatives  le 
signe  — ,  bien  qu'il  ne  s'agisse  pas  nécessairement  d'additions  ou 
de  soustractions  à  exécuter. 

Enfin,  le  théorème  du  n"  25  conduit  encore  à  identifier  la  quan- 
tité neutre  o  avec  le  o  naturel. 

Le  motif  invoqué  à  la  fin  du  n"  14  nous  interdit  de  nous  occuper 
de  l'application  des  quantités  positives  et  négatives  à  la  représen- 
tation analytique  des  grandeurs  concrètes  concevables,  comme  les 
segments  rectilignes,  les  temps,  etc.  dans  deux  directions  ou  sens 
opposés. 

Fonctions  en  général.  —  Fonctions  rationnelles. 

27.  Nous  passons  à  quelques  notions  générales  qui  seraient 
mieux  placées  après  l'étude  d'autres  quantités  factices  auxquelles 
nous  aurons  encore  à  les  étendre;  mais  nous  ne  pouvons  nous 
dispenser  de  les  exposer  dès  à  présent  en  substance. 

L'étude  de  toute  question  analytique  conduit  habituellement  à 
la  considération  de  trois  sortes  de  quantités  (jusqu'au  n°  50  m/"., 
nous  entendrons  exclusivement  par  ce  mot  des  quantités  positives 
ou  négatives  ayant  des  nombres  entiers  ou  fractionnaires  pour 
valeurs  absolues)  :  les  unes  sont  invariables,  d'autres  peuvent 
varier  arbitrairement  entre  telles  ou  telles  limites,  d'autres  se  cal- 
culent au  moven  de  celles-ci  une  fois  déterminées  numérique- 
ment, c'est-à-dire  en  grandeurs  et  en  signes,  par  l'exécution 
d'opérations  dont  la  natui^e  est  entièrement  indépendante  des 
valeurs  particulières  qu'on  a  pu  leur  attribuer. 

Les  premières  quantités  sont  des  constantes  ;  les  secondes  se 
nommenl  des  variables  indépendantes  et  se  désignent  habituelle- 
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iiKMit  par  les  diM'iin  rcs  Icllros  de  l'alplialjel,  .r,  r,  :■■,  •  •  •  ;  les  dcr- 
nières  sont  dilcs  fondions  de  ces  variables  cl  se  icprésentenL  par 
«les  signes /(j:*,  y,  z,  .  .  .),  F(x,  y,  z,  .  .  •),  ...  propres  à  rappeler 
la  nature  spéciale  des  opéralions  à  exécuter  sur  les  variables  pour 
obtenir  leurs  valeurs. 

Quelquefois  la  nature  d'une  fonclion  dt'pend  des  valeurs  de  cer- 
taines qnanlités  qui  interviennent  sans  doute  dans  les  calculs 
générateurs,  mais  «pi'on  a  intérêt  à  ne  pas  considérer  comme  des 
variables  indépendantes  ;  on  les  nomme  les  paramètres  de  la  fonc- 
lion. Par  exem[)le,  selon  le  point  de  vue  qui  paraîtra  préférable, 
x-  +  a-  sera,  ou  bien  une  fonction  de  nature  déterminée  des  quan- 
lilés  X,  a  considérées  comme  deux  variables  indépendantes,  ou 
bien  une  fonction  de  la  seule  variable  x,  changeant  de  nature  avec 
la  valeur  qui  peut  être  attribuée  au  paramètre  a. 

Une  expression  analytique  est  la  même  chose  qu'une  fonction, 
à  cela  |)rès  que  les  quantités  qui  s'y  trouvent  engagées  ne  sont  pas 
nécessairement  des  variables  indépendantes. 

l28.  Une  égalité  est  l'expression  de  la  coïncidence  numérique 
de  deux  quantités  d'origines  différentes. 

Une  identité  est  l'expression  de  l'égalité  constante  des  valeurs 
(|ue  prennent  deux  fonctions  des  mêmes  variables  dont  les  origines 
sont  différentes,  quand,  dans  l'une -et  dans  l'autre,  et  entre  les 
limites  où  elles  sont  définies,  on  attribue  aux  variables  tous  les 
systèmes  imaginables  de  valeurs  particulières. 

Une  équation  est,  à  proprement  parler,  une  égalité  à  faire 
naître,  par  l'attribution  de  valeurs  convenables  à  des  quantités 
inconnues,  entre  deux  fonctions  données  de  ces  inconnues. 

Mais  le  tout  se  confond  souvent  sous  la  même  dénomination 
iV  équation  s,  le  sens  de  ce  mot  variant  ainsi  avec  les  circonstances. 

Habituellement,  il  est  avantageux  de  débarrasser  le  second 
membre  d'une  équation  de  tous  les  termes  qui  peuvent  s'y  trouver, 
en  les  faisant  passer  dans  l'autre  membre.  Sous  cette  forme,  l'équa- 
lion  exprime  l'égalité  à  zéro  d'une  certaine  expression  qu'on 
nomme  plus  spécialement  son  premier  membre. 

t29.  Chacune  des  trois  premières  opérations  élémentaires  :  addi- 
tion, soustraction,  multiplication  (comprenant  l'élévation  aux  puis- 
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sances),  n'ayant  jamais  qu'un  nombre  entier  pour  rësullat,  quand 
on  l'exécute  exclusivement  sur  de  pareils  nombres,  toute  combi- 
naison qu'on  peut  faire  des  unes  et  des  autres  jouit  de  la  même 
propriété,  et  constitue  une  opération  composée  qu'on  peiil  nommer 
entière. 

Cela  posé,  une  fonction  est  dite  entière,  quand  les  calculs  à 
exécuter  sur  les  variables  indépendantes,  pour  obtenir  sa  valeur, 
sont  réductibles  à  quelque  opération  entière. 

On  aperçoit  immédiatement  (pie  toute  fonction  de  celte  espèce 
peut  être  mise  sous  forme  d'une  somme  de  monômes  entiers  dissem- 
blables par  rapport  aux  variables  indépendantes.  ISous  supposerons 
toujours  cette  transformation  elTectuée,  et  nous  nommerons /e//ne5 
effectifs  de  la  fonction  ceux  de  ces  monômes  dont  les  coefficients 
ne  sont  pas  nuls.  Son  degré  effectif  e^i  la  plus  grande  somme  des 
exposants  des  variables  dans  ses  termes  effectifs. 

Il  V  a  souvent  lieu  de  le  distinguer  du  degré  apparent,  c'esl- 
à-dire  de  la  valeur  que  le  degré  effectif  atteint  liabituelicment  dans 
la  question  où  la  fonction  se  présente,  mais  au-dessous  de  laquelle 
il  peut  s'abaisser  par  l'évanouissement  accidentel  de  quelques 
coefficients. 

Une  fonction  entière  de  degré  zéro  dégénère  en  une  constante. 

Pour  abréger,  on  appelle  linéaires  les  fonctions  entières  du 
premier  degré  qui  se  rencontrent  à  chaque  instant,  Jiomogène 
toute  fonction  entièi^e  dont  les  termes  sont  de  degrés  égaux. 

30.  Si,  outre  des  opérations  entières,  le  calcul  de  la  valeur  d'une 
fonction  comprend  essentiellement  la  division,  cette  fonction  est 
dite  fractionnaire.  On  s'assure  facilement  que  le  nombre  des 
divisions  peut  être  réduit  à  i,  qu'ainsi  la  fonction  peut  être  mise 
sous  forme  du  quotient  de  deux  fonctions  entières  qui  se  nomment 
respectivement  son  numérateur  et  son  dénominateur  et  qu'on 
peut  supposer  n'avoir  aucun  diviseur  entier  commun.  Sous  cette 
forme,  on  nomme  souvent  degré  de  la  fonction  le  plus  élevé  des 
degrés  (effectifs  ou  apparents)  de  ses  deux  termes. 

Une  fonction  fractionnaire  est  dite  quelquefois  homogène  quand 
son  numérateur  et  son  dénominateur  le  sont  l'un  et  l'autre. 

31.  Les  fonctions  entières  et  fractionnaires  sont  de  beaucoup 
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les  plus  inipO!>lanlcs  de  toiilr  V  \ii;il\sr,  doiil  elles  sont  pour  fiiiisi 
(lire  les  maU'riaux  essentiels. 

Les  opéralions  eom[)Osécs  d'où  elles  d(''ri\  enL(opéralions  entières 
aeconipagnées  de  la  division  pour  les  d'M'nirres)  olTrent  le  earae- 
lère  commun  d'avoir  nécessairement  un  résultai  rationnel,  rpiand 
les  quantités  sur  lesquelles  on  les  exécute  le  sont  toutes  elles- 
mêmes  {Cf.  14).  A  cause  de  cela,  on  les  confond  toutes  sous  la 
dénomination  de  fonctions  rationnelles.  Il  y  a  cependant  à  noter 
entre  elles  une  très  grande  difTérence.  Les  calculs  générateurs  d'une 
l'onction  entière  sont  essentiellement  décomposahles  en  opérations 
directes  et  \i^^\\'\our?,  possibles,  en  sorte  que  la  fonction  est  définie 
pour  tous  les  systèmes  imaginables  de  valeurs  particulières  des 
variables  indépendantes.  La  division  étant  au  contraire  une  opéra- 
lion  indirecte  qui  dexieiil  impossible,  quand  le  diviseur  a  une 
valeur  nulle,  une  fonction  fractionnaire  n'est  pas  définie  pour 
les  systèmes  de  valeurs  des  variables  qui  annulent  son  dénomi- 
nateur. 

32.  Les  (oncùons  irrationnelles  algébriques  sont  celles  qu'en- 
gendre la  résolution  de  quelque  système  d'équations  entières  (de 
degrés  >>  i)  entre  elles  et  les  variables  indépendantes,  c'est-à-dire 
d'équations  ayant  toutes  pour  premiers  membres  des  fonctions 
entières  des  variables  indépendantes  et  des  fonctions  considé- 
rées (28),  (29).  Elles  forment  la  classe  la  plus  intéressante  des 
fonctions  implicites  (Chap.  XI,  inf.)  et  leur  étude  complète  exige 
l'intervention  des  ressources  propres  à  l'Analyse  infinitésimale. 
Elles  comprennent  comme  cas  particuliers  plus  simples  toutes  les 
expressions  algébriques  compliquées  de  radicaux. 

L'exécution  d'une  division  n'étant  au  fond  que  la  résolution, 
par   rapport   au   quotient   inconnu  c/,   de    l'équation  du   premier 


degré 


drj-D 


où  d,  D  désignent  le  diviseur  et  le  dividende,  les  fonctions  frac- 
tionnaires (30)  se  rattachent,  à  ce  point  de  vue,  plutôt  aux  irra- 
tionnelles algébriques  qu'aux  fonctions  entières.  Mais  on  les  rap- 
proche plus  volontiers  de  ces  dernières,  à  cause  de  leur  caractère 
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commun  d'être  engendrées  par  des  opérations  non  ambiguës,  c'est- 
à-dire  ne  pouvant  pas  conduire  ii plusieurs  résultats. 

33.  Les  fonctions  qui  ne  sont  ni  rationnelles,  ni  irrationnelles 
algébriques,  sont  dites  transcendantes.  Gomme  ceux  des  irra- 
tionnelles, leurs  calculs  générateurs  impliquent  toujours  la  con- 
sidération de  quelque  nombre  entier  croissant  au  delà  de  loulc 
limite. 


CHAPITRE  II. 

Suite    du   précédent.    —   Variantes   en   générai- 
Quantités    INCOMMENSURABLES. 


Convergence  et  divergence  des  variantes. 

34.  En  Analyse  infinitésimale  on  esl  obligé,  presque  à  lout 
inslanl,  de  considérer  des  quantités  variant  de  manière  à  prendre 
successivement  des  valeurs  numériques  déterminées  en  nombre 
illimité.  Nous  les  appellerons  des  variantes. 

Chaque  valeur  d'une  variante  dépend  habituellement  des  valeurs 
correspondantes  de  un  ou  plusieurs  entiers  positil's  qui  croissent 
sans  cesse  de  l'une  d'elles  à  la  suivante  et,  par  suite,  indéliniment  : 
ce  sont  ses  indices.  Quelquefois  ces  nombres  ne  sont  pas  explici- 
tement spécifiés;  on  prend  alors  pour  indices  des  numéros  d'ordre 
convenables  attribués  aux  diverses  valeurs  de  la  variante. 

Par  exemple,  le  m"""^  terme  r//-'"^'  d'une  progression  géomé- 
trique avant  a  pour  premier  terme  avec  /•  pour  raison,  la  somme, 
le  produit,  etc.,  des  m  premiers  termes  de  cette  progression  sont 
des  variantes  ayant  m  pour  indice. 

Pour  une  variante  définie  par  ses  deux  premières  valeurs  et  par 
cette  condition  que  chacune  des  subséquentes  soit  égale  à  la  somme 
des  deux  précédentes,  aucun  indice  n'est  spécifié;  mais  le  rang  de 
chaque  valeur  lui  en  servira. 

Si  l'on  donne  a,  /",  s,  l'expression  ar'" s"  est  une  variante  avant 
pour  indices  les  deux  entiers  /;?,  n]  etc. 

On  dit  qu'une  variante  v„,ji^.,.  jouit  de  telle  propriété  déter- 
minée à  partir  des  valeurs  [j.,  v,  ...  de  ses  indices,  quand  la 
propriété  en  question  lui  appartient  pour  toutes  les  combinaisons 
des  valeurs  des  indices  vérifiant  simultanément  les  relations 
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on  dit  encore  c\u'e\\e  Ji ni t  par  jouir  de  la  même  propriété,  quand 
il  existe  des  valeurs  des  indices  à  partir  desquelles  cette  propriété 
ne  cesse  de  lui  appartenir. 

3o.  Une  variante  i',,,,,,,...  esl/inie,  s'il  existe  quelque  quantité 
positive  invariable  L,  telle  que  l'on  finisse  par  avoir  numérique- 
ment i'ni,n,...  <C  L. 

Elle  est  de  petitesse  /imitée,  si  l'on  finit,  au  contraire,  par 
avoir  numériquement  i'/«, «,...> /,  l  étant  quelque  quantité  posi- 
tive (non  =  o). 

36.  Si,  quelque  petite  qu'on  puisse  prendre  la  quantité  positives, 
on  finit  toujours  par  avoir  numéiiquement  v,„,,i^...<C  î,  'a  variante 
'■/«,«,...  se  nomme  une  quantité  infiniment  petite. 

37.  Une  fonction  donnée /(//,„,  i'//,/,,  «'''w.r...;  •  •  •)  de  variantes 
ayant  ou  non  des  indices  communs,  est  évidemment  une  noiivelic 
variante  avant  pour  indices  ceux  des  entiers  m  -^  n,p\  m,  r,  ...  ;  ... 
qui  sont  distincts  les  uns  des  autres.  Cela  posé,  les  observations 
suivantes  sont  à  jx'u  près  évidentes. 

Une  fonction  entière  de  variantes  finies,  le  quotient  dhine 
variante  finie  par  une  autre  de  petitesse  limitée  sont  des 
variantes  finies. 

Sont  in finiment petites  :  i"  Uîie  fonction  entière  de  variantes, 
les  unes  finies,  les  autres  infiniment  petites,  pourvu  que  chacun 
de  ses  termes  contienne  comme  facteur  Vune  au  moins  de  ces 
dernières;  2°  le  quotient  de  deux  variantes,  la  première  infi- 
niment petite,  la  seconde  de  petitesse  limitée. 

38.  En  appelant 

(') 


m  ,      n 
ni",     n" 


deux  systèmes  de  valeurs  arbitraires  des  indices  d'une  variante 
donnée  v,n^„^,,_,  la  différence 

(2)  t^m",/i",...—  «^ /«',«',... 

est  une  nouvelle  variante  (37)  ayant   tous  les  nombres  (1)  pour 
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indices.  Dans  le  cas  parlKiilirrcinenl,  r(M)iai'(|Uiil)l(!  où  celle  cJifTé- 
rencc  esl  infiniment  petile,  nous  dirons  que  la  variante  considérée 
<'/;/,«,...  csl  convor^cntr.  Telle  est  évidemment  en  pailiculier  une 
variante  mliiiiinenl  petile  (36). 

Telle  esl  encore  une  vai-ianle  finie  {^o)qui,  al^éhriquemonl, 
èl  quand  aucun,  de  ses  indices  ne  varie  en  décroissant,  finit 
par  ne  pouvoir  décroître  ou  bien  par  ne  pouvoir  croître. 

Supposons,  par  excm|)le,  qu'il  s'agisse  de  la  vaiianle  v„i  finissant 
jntr  ne  pouvoir  décroître.  Si  elle  n'était  pas  convergente,  on  pour- 
rait assigner  quelque  quantité  positive  a.  puis  une  première  suite 
indéfinie  d'entiers  croissants  y.',,  <f.,,  .  .  .,  |ji.',,  ...  et  une  seconde 
suite  d'entiers  |j.'|,  ^jl'^,  ...,;-«."  respectivement  supérieurs  aux  pré- 
cédents, qui  donneraient  lieu  numériquement,  et  même  algébri- 
quement puisque   v,n  est  non  décroissante,   à   la  suite   indéfinie 

d'inégalités 

e,,.'.'  —  Vu.'.  >  y-. 


\h.^ 


De  plus  on  [)cut  supposer,  quel  que  soit/?,  y.'  ^  ^'p-\t  sai*f  à  sup- 
primer chacune  de  ces  inégalités  dont  la  comparaison  avec  la 
précédente  donnerait  le  contraire. 

La  suite  a',,  ;ji.'|,  [jl',,  l».!,,  ...,  ;j.'  ,  a,^,  .  .  .  n'étant  pas  décrois- 
sante, on  a  par  hypothèse 

V^x',—  V^i:\         ;;0, 

tv;-^>;-i-"- 

L'addition  membre  à  membre  de  ces  inégalités  avec  les/)  pre- 
mières de  la  suite  précédente  donnerait 

et,  contrairement  à  Ihypothèse,  v„i  ne  serait  pas  finie,  puisqu'on 
pourrait  prendre/)  et  par  suite  m  =  ;j."  assez  grands,  pour  que  r,„ 
surpassât  toute  quantité  donnée. 
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39.  Deux  variantes  convergentes  sont  équivalentes,  si  leur 
diflérence,  considérée  comme  variante  dépendant  de  leurs  indices 
distincts  (37),  est  infiniment  petite. 

Deux  variantes  c,  (v  équivalentes  à  une  même  troisième  u 
le  sont  r une  à  l'autre. 

Car  alors  la  diflérence  v  —  (v,  qui  peut  s'écrire  (r  —  u)  —  (iï'  —  m), 
est  infiniment  petite  (36). 

40.  L'ne  variante  w  dont  toutes  les  valeurs  font  partie  de  la 
suite  de  celles  d'une  autre  v  qui  est  convergente  est  aussi  con- 
vergente, de  plus  équivalente  à  cette  dernière,  pourvu  toute- 
fois que  les  valeurs  particulières  à  attribuer  successivement 
aux  indices  de  v  pour  former  la  suite  des  valeurs  de  w  crois- 
sent toutes  indéfiniment. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  les  valeurs  de  w,i  fassenl 
ainsi  partie  de  la  suite  de  celles  de  v„i  supposée  convergente,  et 
nommons  généralement  /»„  la  valeur  de  m  rendant  r,„  =  n'„.  Par 
hypothèse,  m,i  croît  sans  limite,  quand  on  fait  augmenter  n  indé- 
finiment. 

Cela  posé,  les  différences  w,,' — (ï'«')  <'^«  —  ^'/w  sont  infiniment 
petites,  puisqu'elles  sont  égales  aux  différences  r„;^„ — Pw„., 
Vm^  —  v„i,  qui  le  sont  toutes  deux  à  cause  de  la  convergence  de  r,„. 
C'est  ce  qu'il  fallait  montrer. 

41.  Il  est  évident  que  deux  variantes  infiniment  petites  sont 
équivalentes,  quune  variante  donnée  est  infiniment  petite,  si 
elle  est  équivalente  à  une  autre  l'étant  elle-même. 

42.  Une  variante  convergente  est  toujours  finie. 

Si  en  outre  elle  n'est  pas  iifiniment  petite,  elle  est  de  peti- 
tesse limitée  el  finit  pjar  conserver  un  signe  constant. 

Raisonnons  sur  la  variante  Vm  à  un  seul  indice,  et  nommons  s  une 
quantité  positive  arbitrairement  choisie.  Par  hypothèse,  il  existe 
des  entiers  |j.',  ^"  tels  que,  pour  m'^  u',  w"^  ijl",  on  a  numérique- 
ment 

Vm"—Vm'<  £, 
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d'où 

à   pailir  de  /?l  =  a". 

(loinnio  on  peut  {''cnre 

on  voil  que,  .si  o  désigne  la  valeur  numérique  de  Tj,-.  on  finit  bien 
|)ar  a\oir  nuniéri([ucmcnL 

i',n  est  donc  finie. 

Supposon.s,  en  second  lieu,  que  r,,,  ne  soil  |)as  de  pelilesse  liniilée, 
et  soient 

les  valeurs  successives  d  une  variante  auxiliaire  inliniinent  pelilc. 
On  pourrait  satisfaire  indéfiniment  aux  inégalités  numériques 

par  des  valeurs  de  /??,.  ni^-  •  • ,  ni/i,  .  .  .  qui  croîtraient  sans  cesse, 
et  la  variante  (ïv,  =  r,„^  serait  infiniment  petite.  Mais,  W/i  étant  équi- 
valente à  Vf,i  (  iO),  cette  dernière  serait  infiniment  petite  aussi,  con- 
trairement à  l'hypothèse  (41). 

On  peut  ainsi,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  assigner  une  quan- 
tité positive  /  telle  qu'on  finisse  par  avoir  numériquement 

Si  donc  le  signe  de  (-,«  ne  finissait  pas  par  demeurer  invariable, 
(Ml  j:)ourrait  former  une  suite  croissante  d'entiers 

/»!,      //l>.       ....      //?/. 

telle  que  tv^et  ^'«u+,  dussent  toujours  de  signes  contraires  et  qu  on 
eut,  par  suite,  toujours  numériquement, 

ce  qui  est  impossible  puisque  r,„  est  supposée  convergente. 

43.    Toute  fonction  entière   de  variantes  convergentes   est 
elle-même  une  variante  convers^ente. 
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lien  est  de  même  pour  une  fonclion  rationnelle  fraction- 
naire, pourvu  que  son  dénominalcur  ne  soit  pas  infiniment 
petit  (30). 

I.  Soit  d'al)ord  /"(«,  c,  if,  .  .  .  )  une  fonclion  entièredcs  variantes 
convergenles  considérées  u,  v,  (\',  .  .  . ,  dont  nous  nous  dispensons 
de  noter  les  indices.  En  attribuant  à  ces  indices  deux  systèmes  de 
valeurs  que  nous  ferons  toutes  croître  indéfiniment  et  indépen- 
damment les  unes  des  autres,  en  nommant  j;énéralemenl  u' ,  r', 
(r',  ....  ?/",  t'",  (v",  .  .  .  les  deux  <;rou|)es  correspondants  de  valeurs 
de  nos  variantes  et  en  posant 


d'où 

ii"=u'-^'x,  v"=v'-{-'^j,  a'"—w'-i-'{,  ..., 

il  viendra,  si  l'on  développe  le  polynôme 

/(  II" ,    v" ,    w",    .  .  .)  —  f(  U'  -^  X,    i^'-r-  fi,    U''  -4-  -'>    .  .  .  ) 

dune  manière  convenable, 

f(  II" ,  v" ,  ip",  ...) — fil'-  i'',  i^"',  -  .    )  =  6, 

(ui  t)  est  un  polynôme  entier  en  «',  i',  iv',  ....  a,  |j,  -'•  .  .  .  dont 
chaque  terme  contient  comme  facteur  lune  au  moins  de  ces  der- 
nières quantités.  Comme  «',  v' ,  (t',  .  .  .  sont  finies  (42)  et  que  a, 
[i,  V,  .  .  .  sont  des  quantités  infiniment  petites,  parce  que  ?/,  i', 
(v,  .  .  .  sont  convergentes,  B  est  nécessairement  une  quantité  infi- 
niment petite  (37)  et,  par  suite,  f{u,  «',  »'',  .  .  .)  est  une  variante 
convergente. 

II.   Si  Pf  q  sont  deux  variantes  convergentes,  la  seconde  non 
infiniment  petite,  leur  rapport  -  est  aussi  une  variante  conver- 

<^ente. 

Si//,  f  et/>",  (f  sont  les  valeurs  de/?,  y  correspondant  à  deux 
systèmes  de  valeurs  des  indices  indéfiniment  croissantes,  on  a 

Pi  _lf  ^  P"(ï  —  P'f 

q"         q'  q'q" 
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\a-  miinéralciir  (le  celle  dcrnlrre  expression,  (iiToii  ixiil  ('•crirr 

ip"  — P' )'/'  —  {'/" -^/')/''- 

est  iiiliniiiieiit  pelil  (37),  p.iree  que,  //,  y  (Haiil  eonvergeiiles,  (riiin; 
pari  //,  (/'  sont  des  quantités  finies  (i!2),  (ratilrc  pari  lo  dillV- 
rences  //  —  /?',  q" —  q'  sont  infiniment  petites. 

Son  dénominateur  est  de  petitesse  limitée,  |)arce  que  y  étant 
convergente,  mais  non  infiniment  petite,  on  linil  par  avoir  nuiné- 
ri(|uement,  en  appelant  /(|uel(|iie  (pianlih-  positive,  7  >  /  (  ^2), 
à'onc/q"->l\ 

L'expression  dont  il  s'agit  est  donc  infinimerit  petite  (37j,  ce 
dont  il  fallait  s'assurer. 

lir.  La  eomhinaison  des  deux  alinéas  précédents  complète  évi- 
demment la  démonstration  de  noire  théorème,  pourxu  que,  dans 
le  second,  /?,  q  désignent  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  la 
fonction  rationnelle  iractionnaire  dont  il  sagil. 

Aï.  Si  f  est  la  caractéristique  ci  une  fonction  entière  ou 
(V une  fonction  rationnelle  fractionnaire  à  dénominateur  non 
infiniment  petit,  et  si  w',  v'.  (v',  .  .  .  ci  une  part,  u",  v",  kv\  . .  . 
d'autre  part,  désignent  mcdntenant  deux  groupes  de  variantes 
convergentes  et  respectivement  équivalentes,  les  variantes 

f{ii',  r',  »■',   .  .  .  ),         f^  II",  v".  II'",   ...). 

que  nous  savons  être  convergentes  (i3)i  sont  de  plus  équiva- 
lentes V une  à  Vautre. 

Les  différences  u" —  «',  v" —  c',  (v" —  w\  .  .  .  étant  toutes  infi- 
niment petites  comme  ci-dessus,  la  démonstration  de  cette  propo- 
sition se  fera  en  répétant  textuellement  celle  du  tliéorème  précé- 
dent. 

4o.  Une  variante  est  divergente,  quand  elle  n'est  j^as  conver- 
gente. On  peut  alors  établir  entre  les  entiers  (i)  des  relations 
telles,  qu'en  croissant  indéfiniment  ensemble  de  cette  manière,  ils 
laissent  la  valeur  numérique  de  la  différence  (2)  supérieure  à 
quelque  quantité  positive  (non  =  o). 

Si  par  exemple  «,  b  sont  des  quantités  inégales,  et  si  v„i  a  pour 
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valeurs,  a  quand  m  est  impair,  b  quand  m  est  pair,  cette  variante 
est  divergente;  car,  en  prenant  m',  ;n"  toujours  de  parités  diffé- 
rentes, la  différence  r„i ^m'  se  l'éduit  sans  cesse  à  ±:{a  —  b)  et 

par  suite  n'est  pas  infiniment  petite. 

i6.  Une  variante  dont  la  valeur  numérique  finit  par  se  main- 
tenir supérieure  à  toute  quantité  positive  donnée  n'est  pas  finir; 
par  suite  (42)  elle  est  divergente.  Les  variantes  divergentes  de 
cette  espèce  doivent  être  particulièrement  remarquées;  on  les 
nomme  des  quantités  injlnies. 

Voici  à  ce  sujet  quelques  remarques  à  peu  près  évidentes  : 

Le  produit  cV  une  variante  de  petitesse  limitée  par  une  quan- 
tité infinie  est  aussi  une  variante  infinie. 

Quand  une  variante  est  infiniment  petite  ou  infinie,  son 
inverse  arithmétique  est  infinie  dans  le  premier  cas,  infini- 
ment petite  dans  le  second. 

La  définition  d'une  quantité  infinie  comme  inverse  aritlimétique 
d'une  variante  infiniment  petite  présenterait  certains  avantages 
dans  la  théorie  générale  des  fonctions;  mais  ils  ne  sont  pas  assez 
sensibles  pour  nous  en  faire  abandonner  la  conception  habituelle. 


Limites  effectives  ou  idéales  des  variantes  convergentes. 

47.  On  dit  que  la  variante  v„,^„__  a  pour  limite  ou  tend  vers 
la  quantité  (invariable)  V,  quand  la  différence 

V  — p„,,„,... 

est  infiniment  petite;  et,  pour  exprimer  ce  fait,  on  écrit 

limt;  „,,„,...  =  V. 

En  particulier,  une  variante  infiniment  petite  tend  vers  zéro. 

48.  Toute  variante  tendant  vers  quelque  limite  est  conver- 
gente (38). 

Car  la  différence  Vm"^n%...  —  ^/«  ,«,.••  poi^^'^i^t  alors  s'écrire 

(V  —  V,„-^n\..  )  —  ( V  —  V,n'\n'\..) 
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est  infiniment  petite,  coin  me  les  deux  termes  de  celle  expression, 
pour  des  valeurs  toutes  infinies  des  indices. 

On  s'assurera  de  la  même  manière  que  deux  varianLcf;  Icndani 
vers  une  nu'mc  litnile  sont  c(/uiv(iU'nles,  cl  que  si  une  varianle 
donnée  tend  vers  une  certaine  limite,  toute  autre  équivalente 
tend  aussi  vers  la  même  limite. 

iO.  Si  les  variantes  ;/,  »',  ir,  .  .  .  tendent  respectivement  vers 
les  limites  U,  V,  W,  ...,  et  si  f[u,  e,  ce,  ...)  désigne  une 
fonction  de  ces  variantes,  soit  entière,  soit  fractionnaire,  niais 
/l'ajant  pas  alo/s  un  dénominateur  lendc/nt  vers  zéro,  on  a 

lim/(»,  v,  .P,  ...)=/(U,  V,  W,   ...). 

Appelons  u  une  variante  dont  loules  les  valeurs  soient  égales 
à  U,  et  de  même  cp,  '\i,  .  .  .  d'autres  variantes  ne  prenant  jamais  que 
les  valeurs  V,  W,  ...  respectivement.  Ces  variantes  i»,  '-5,  '!(,  ... 
('•tant  évidemment  équivalentes  à  ;/,  «',  w.  ...  respectivement, 
/"(•j,  o,  'i>,  . .  .)est  équivalente  '^/{u-,  v,  tv,  .  .  .)  (44);  en  auti-es 
lermes,  la  différence 

/(U,  V,  W,  ...)-/(«,  ^,  «^  •••) 
est  infiniment  petite,  ce  qu'il  fallait  voir. 

50.  Si  les  variantes  douées  de  limites  sont  toutes  conver- 
gentes (48),  inversement  les  variantes  convergentes  n'ont  pas 
toutes  des  limites,  du  moins  tant  qu'on  laisse  au  mot  nombre  ou 
quantité  le  sens  que  nous  lui  avons  attribué  jusqu'ici.  Mais  on 
préfère  uniformiser  et  imager  le  langage  par  un  ensemble  de  con- 
ventions àoni  voici  les  principales  : 

I.  Quand  une  variante  convergente  ne  tend  pas  vers  quelque 
limite,  on  lui  en  assigne  une  idéale  qu'on  nomme  un  nombre  ou 
une  quantité  incommensurable,  et  qu'on  représente  par  le  même 
signe  que  si  elle  existait  réellement.  On  peut  alors  exprimer  la 
convergence  d'une  variante  f[uelconque,  en  disant  qu'e//e  tend 
vers  une  certaine  limite  (effective  ou  idéale  suivant  le  cas). 

II.  Quand  deux  variantes  convergentes  sont  équivalentes,  on 
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dit  que  leurs  limites  {cominensurables  ou  incommensurables) 
sont  égales. 

III.  Aux.  énoncés  des  n°^  43,  44  on  substiUie  celui  du  n"  49, 
ce  qui  définit  dans  tous  les  cas  une  Jonction  de  quantités  com- 
mensurables  ou  incommensurables,  soit  entière,  soit  rationnelle 
fractionnaire  à  dénominateur  non  infiniment  petit,  en  parli- 
culier  la  somme,  la  différence,  le  produit,  les  puissances,  le 
quotient,  etc.  de  pareilles  quanlités. 

IV^  Si  une  seni!)lable  fonction /(</,  t',  a-,  .  .  .)  des  variantes 
convergentes  //,  r,  a-,  ...  se  trouve  être  iofiniment  petite,  on 
dira  |)lus  simplement  (\v\entre  leurs  limites  (cominensurables  ou 
incommensurables)  U,  V,  W,  .  .  .,  il  existe  Inéquation 

/(U,  V,  W,  ...;  =  o. 

\ .  Quand  une  variante  convergente  n'est  pas  infiniment  petite, 
elle  finit  par  conserver  soit  le  signe  -+-,  soit  le  signe  —  (42),  le 
même  évidemment  que  celui  de  sa  limite,  si  celle-ci  existe  effective- 
ment. Si  elle  n'ex.iste  pas,  on  dit  que  la  quantité  incommensurable 
correspondante  esl  positive  dans  le  premier  cas,  négative  dans 
le  second. 

VI.  Une  quantité  incommensurable  est  dite  supérieure  ou 
inférieure  à  une  autre  quantité  soit  conimensurablc,  soit  incom- 
mensurable, selon  que  leur  différence  est  positive  ou   négative. 

Etc. 

ol.  Une  quantité  quelconque  A  étant  donnée  ainsi  qu'une 
autre  positive  o,  si  la  différence  A  —  a  est  numériquement  infé- 
rieure à  ô,  on  dit  que  a  est  une  valeur  approchée  de  Aà  o  près, 
par  défaut  ou  par  excès,  suivant  que  cette  différence  est  posi- 
tive ou  négative. 

Quand  A  est  la  limite  effective  d'une  variante  convergente 
connue  v,n,n,...i  ses  valeurs  approchées  peuvent  être  obtenues  par 
la  simple  considération  de  cette  dernière.  Si,  en  effet,  [j.,  v,  ... 
sont  des  entiers  à  partir  desquels  on  a  numériquement 

Vm,n....  —  f[J.,v,...  <  i  2» 


niiAPiTRr:  ii.  —  suite  du  rnÉcÉDENT.  —  vaiuantks  f.n  oknkhai,,  v.jr..       33 
on  aura  toujours,  mais  al;j;chn(ju<Miicnt, 

«'///,«,...  —  »V,V....  -^   2  ô  >  O,  t',,/, ;,,...  —  fn,v,...  —  2   ''  <  <>, 

d'où  évidcmmenl 

t>,v....  — |o<  A  <  i^i^^v,. 


1  ?. 


Les  membres  extrêmes  de  ces  inégalités  sont  ainsi  des  valeurs 
approchées  de  A  à  o  près,  la  première  par  défaut,  la  seconde  par 
excès. 

Quand  A  est  un  nombre  incommensurable,  ses  valeurs  appro- 
chées se  déduisent,  comme  ci-dessus,  d'une  valeur  convenablement 
choisie  de  la  variante  convergente  dont  il  est  la  limite  fictive. 

52.  La  démonstration  du  théorème  suivant  faite  à  ce  point  de 
vue  nous  sera  utile  et  éclaircira  mieux  ce  que  nous  venons  de 
dire  ('). 

Une  quantité  positive  quelconque  A  a  toujours  une  ra- 
cine ni^^"^^  positive  et  une  seule. 

L  L'expression  u^,  où  u  est  une  quantité  positive  invariable 
et  k  un  entier  infini,  croit  ou  décroît  sans  cesse  et  indéfiniment, 
selon  que  u^i . 

Soit  d'abord  u  ^  i  +  t,  t  étant  >>  o. 

On  a  ;<*+'  =  «*(i  -\-  e)^  u^  -t-  s  m*,  d'où  «*+'  >■  u''.  On  trouve 
facilement  d'autre  part  (i  -|-  e)*  >  i  +  ke  ;  or  celte  dernière  quan- 
tité est  infinie  comme  k. 

Si,  en  second  lieu,  u  est  <^i,  -  est  >>  i ,  et,  par  ce  qui  précède, 

(-)    =  — r  croît   sans   cesse   et  indéfiniment.  Donc    u'' =  i  '  -^ 
décroît  sans  cesse  en  tendant  vers  zéro  (46). 

(»)  Nous  traitons  cette  question  ici  pour  faire  une  application  immédiate  de 
notre  théorie  des  nombres  incommensurables,  et  aussi  parce  que  nous  aurons 
incessamment  à  extraire  des  racines  carrées  pour  former  les  modules  des  quantités 
imaginaires  (59,  in/.).  Mais  il  n'est  pas  sans  intérêt  pour  le  lecteur  de  noter  que 
les  développements  en  séries,  emplojcs  exactement  comme  nous  l'avons  fait  dans 
un  Mémoire  spécial  intitulé  Théorie  des  radicaux,  etc.  {Bévue  bourguignonne 
de  l'Enseignement  supérieur,  t.  I,  1B91),  fourniraient  une  méthode  bien  meil- 
leure en  théorie  pour  établir  même  l'existence  des  radicaux  arithmétiques;  seu- 
lement il  faudrait  la  faire  précéder  par  l'exposition  des  propriétés  des  séries 
entières  à  variables  et  à  coefficients  réels,  faite  séparément. 

M.  —  I.  3 
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IL  II  existe  quelque  variante  positive  dont  la  m^*"'"^  puissance 
tend  vers  A. 

En  supposant  A  >•  i  pour  fixer  les  idées,  soit  u  une  quantité 
positive  >■  1 ,  et  formons  la  suite 

I,     »,     »"-,     .... 

Comme  les  termes  vont  en  croissant  sans  cesse  et  indéfini- 
ment (I),  il  j  en  a  certainement  deux,  consécutifs  «*",  «*■■+'  don- 
nant 

d'où 

A  —  iO<.  1  M^u+i  —  «A»  <  „A-„  (  jf  _  ,  X  A  (  »  —  I ), 

et,  par  suite. 

Uni  M*"«  =  A, 

si  l'on  fait  tendre  u  vers  i . 

Soient  maintenant  qui  /•«  le  quotient  et  le  reste  de  la  division 

de  ku    par   m,  et  posons  ut<^^v.    A  cause  de    ku  =  mq,i-{-  f'u, 

on  aura 

«^ 


A: 
çrn  ^: 


et  de  plus  lim  u'u  =  i  à  cause  de  /■,/  ■<  m,  lim  //=  i . 
On  aura  donc  (^O) 

lima*"" 
lirnp'"  = =  A, 

ce  qu'il  fallait  prouver. 

Même  raisonnement  pour  A<^  i ,  à  cela  près  qu'il  faut  prendre 

III.  Toute  variante  positive  v  dont  la  m^'""^^  puissance  tend 
vers  A  est  convergente. 

Il  existe  évidemment  quelque  quantité  positive  a  dont  la  m"^™^ 
puissance  est  <^  A,  et  v  finit  par  la  surpasser,  car  autrement  p'" 
ne  finirait  pas  par  surpasser  a"*  et,  par  suite,  ne  tendrait  pas 
vers  A  >•  a'". 

Cela  posé,  soient  v' ,  v"  deux  valeurs  de  v  dont  les  indices  crois- 
sent indéfiniment.  En  appelant  s',  z"  deux  certaines  quantités  infi- 
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ninicnl  pclilcs,  on  a,  par  liypolhèsc, 

A  —  f'"'  =  s',        A  —  p""'  =  t", 
d'où 


f  —  i>  = 


et  finalement  en  valeur  numérique 

v"  —  v'  <i 


ce  qui  donne  bien 


ma'"-' 
lim(p" —  v')  =  o. 


I\  .    Deux  variantes  telles  que  v  sont  toujours  équivalentes. 

Pour  s'en  assurer,  il  suffit  de  les  designer  par  ç',  t'",  et  de  recom- 
mencer textuellement  le  raisonnement  ci-dessus. 

V.  Quand  par  hasard  A  est  la  m^"^""^  puissance  de  quelque  quan- 
tité a,  toutes  les  variantes  telles  que  ç  tendent  vers  a  et  les  faits 
ci-dessus  offrent  peu  d'intérêt.  IMais,  quand  il  en  est  autrement,  ces 
variantes  ne  peuvent  tendre  vers  aucun  véritable  nombre.  Les  con- 
ventions du  n"  50  interviennent  alors,  pour  faire  rentrer  dans  notre 
énoncé  l'affirmation  des  faits  dont  il  s'agit. 

Ces  mêmes  conventions  permettent  de  recommencer  le  raison- 
nement qui  précède,  même  dans  le  cas  où  A  serait  un  nombre 
incommensurable  et,  par  suite,  de  préciser  le  sens  de  la  nota- 


7â(< 


tion  y  A  \ou  A'"/  pour  toutes  les  valeurs  de  A,  que  cette  quantité 
soit  commensurable  puissance  /?i"'"'^  ou  non,  ou  bien  qu'elle  soit 
incommensurable. 

53.  En  déterminant  comme  nous  venons  de  le  faire,  la  nature 
spéciale  des  quantités  incommensurables,  en  leur  étendant,  com- 
binées ou  non  avec  des  quantités  commensurables,  les  diverses 
opérations  élémentaires  (toutes  comprises  dans  la  formation  d'une 
fonction  rationnelle),  nous  avons  réalisé  implicitement  la  même 
extension  pour  toutes  les  autres  opérations  de  l'Analyse;  car 
chacune  d'elles  se  réduit  en  définitive  à  quelque  combinaison  plus 
ou  moins  compliquée  des  quatre  règles  vulgaires  du  calcul. 

Nous  n'avons  donc  plus  aucune  raison  pour  maintenir  la  rcs- 
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triction  faite  jusqu'ici  lacitemenl  par  nous  sur  le  sens  du  mol 
quantité;  désormais  nous  l'appliquerons  aussi  bien  aux  limites 
idéales  de  variantes  convergentes  qu'aux  quantités  positives  et 
négatives  ajanl  exclusivement  des  nombres  entiers  ou  fraction- 
naires pour  valeurs  absolues. 

54.  Nous  avons  assigné  des  limites  idéales  à  toutes  les  variantes 
convergentes  qui  n'en  ont  pas  d'effectives  (50,  I).  D'autre  part, 
toute  variante  tendant  vers  une  limite  effective  est  convergente  (48). 
Il  en  résulte  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une 
variante  donnée  i'm,»,...  tende  vers  quelque  limite  commensu- 
rahle  ou  incommensurable  est  qu'elle  soit  convergente,  c'est- 
à-dire  que  la  différence 


tende  vers  zéro,  quand  les  entiers  m',  n' ,  . .  . ,  m",  /?",  .  . .  aug- 
mentent tous  indéfiniment  d'une  manière  quelconque. 


CHAPITRE  III. 

Sl'ITE   DES   DEUX    PRÉCÉDENTS.    —    QUANTITÉS    IMAGINAIRES. 


Exécution  des  opérations  rationnelles  sur  les  quantités 
imaginaires. 

oo.  Les  théories  algébriques  pures,  qui  toutes  impliquent  la 
considération  des  pol}'nômes  entiers,  de  ceux  principalement  qui 
dépendent  d'une  seule  variable,  se  simplifient  et  s'éclaircissent 
dans  une  mesure  considérable,  quand  ces  derniers  sont  complè- 
tement résolubles  en  facteurs  du  premier  degré.  Tant  qu'on 
s'en  tient  aux  quantités  factices  dont  nous  avons  parlé  jusqu'à 
présent,  la  possibilité  d'une  pareille  résolution  demeure  fortuite; 
mais  on  la  rend  certaine  et  on  s'en  assure  les  bénéfices  dans  tous 
les  cas,  par  un  dernier  pas  fait  dans  la  voie  des  fictions  générales. 
Tl  consiste  à  substituer  aux  quantités  positives  et  négatives,  com- 
mensurables  ou  incommensurables,  de  nouveaux  simulacres  d'où 
l'on  redescend  encore  à  volonté  et  sans  effort  aux  réalités  du 
calcul  vulgaire.  D'ailleurs  cette  substitution  n'est  pas  moins  avan- 
tageuse dans  l'Analyse  infinitésimale,  car  tout  son  édifice  a  l'Al- 
gèbre pour  premier  fondement. 

Telle  est  la  cause  de  l'introduction  des  quantités  imaginaires 
dans  les  spéculations  analytiques.  L'emploi  de  cet  artifice,  limité 
pendant  longtemps  aux  questions  de  pure  Algèbre,  a  été  étendu 
pour  ainsi  dire  de  nos  jours  au  reste  de  l'Analyse  et  il  en  a  com- 
plètement renouvelé  la  face.  C'est  avec  son  aide  qu'on  a  pu  décou- 
vrir des  analogies  surprenantes  entre  les  transcendantes  usuelles 
trouvées  comme  au  hasard  les  unes  dans  le  cercle,  les  autres 
dans  le  calcul  des  exposants,  achever  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques  et  aborder  celle  des  transcendantes  plus  élevées,  qu'on 
a  pu  enfin,  dans  l'exposition  des  premiers  principes  eux-mêmes, 
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donner  aux  raisonnemenls,  avec  une  élégance  inespérée,  une 
rigueur  rendant  désormais  inutile  la  foi  spéciale  qu  ils  exigeaient 
autrefois.  Au  point  de  vue  mathématique,  on  ])Ourrait  donc  dire 
avec  justesse  que  nous  sommes  dans  le  siècle  des  quantités  ima- 
ginaires. Il  ne  faudrait  pas  oublier  cependant  que  leur  étude  n'est 
pas  un  but  à  avoir  en  vue  pour  lui-même;  c'est  un  simple  moyen 
dont  on  pourrait  à  la  lùgueur  se  passer  complètement  comme  de 
la  considération  de  toutes  autres  quantités  fictives. 

En  reprenant  les  principes  de  cette  théorie,  nous  procéderons 
synthétiquement  pour  abréger,  sans  nous  arrêter  à  des  considé- 
rations critiques  ou  historiques. 

56.  Nous  considérons  une  quantité  imaginaire  comme  con- 
stituée par  la  simple  association,  dans  un  ordre  déterminé,  de  deux 
quantités  quelconques  a',  a"  (positives  ou  négatives,  commensu- 
rablcs  ou  incommensurables),  que  nous  nommerons  son  premier 
et  son  second  élément,  et  nous  la  représenterons  provisoirement 
par  le  signe  («',  a"). 

I.  Deux  quantités  imaginaires  («',  «"),  (6',  h")  sont  dites  égales^ 
si  l'on  a  simultanément  «'=  b\  a  =^  b"-^  et,  pour  exprimer  ce  fait, 
on  écrit  aussi  (a',  a")  =  {b',  b"). 

II.  La  somme  («',  a")-\~{b\  b")-\-.  .  .  de  plusieurs  quantités 
imaginaires  données  s'obtient  en  formant  le  couple 

(«'-+- 6' -4- a"-r-6"-4-...). 

Elle  est  indépendante  de  l'ordre  dans  lequel  on  considèi-e  ses 
parties.  La  somme  de  m  quantités  toutes  égales  à  (a',  a!')  se  repré- 
sentera par  m(^a'^  a"). 

III.  La  différence  {a',  a")  —  (Z>',  b")  est  la  quantité  imaginaire 
qu'il  faut  ajouter  à  son  second  terme  pour  reproduire  le  premier, 
c'est-à-dire  (a'—  6',  a"—  b"). 

Elle  est  aussi  bien  la  somme  de  (a',  a")  et  de  ( —  b\  —  b"),  quan- 
tité qu'on  dit  quelquefois  opposée,  plus  souvent  égale  et  de  signe 
contraire  à  (6',  ^"),  et  qu'on  représente  par  — (6',  H'). 
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IV.  \.c  produit  de  (rv',  a")  par  (6',  //')  se  forme  en  prenant  In 

quanlilé 

(a'b' — a" b" ,  a' b" -\- a" b' ) ; 

il  est  en  fait  indépendant  de  l'ordre  de  ses  faclei/ /s. 

Comme  en  Arillimétique,  on  multiplie  les  unes  par  les  autres 
plus  de  deux  quantités  imaginaires  en  multipliant  successivement 
par  chacune  d'elles  le  produit  de  celles  considérées  auparavant, 
et  l'on  démontre  que  leur  produit  est  indépendant  de  l'ordre  des 
facteurs. 

Une  puissance  est  de  même  un  produit  de  facteurs  tous  égaux 
entre  eux. 

V.  Le  quotient  de  (A',  A")  divisée  par  (a',  a")  est  la  quantité 
imaginaire  dont  le  produit  par  cette  dernière  est  égal  à  la  pre- 
mière. Ses  éléments  .r',  x"  s'obtiennent  donc  (IV)  par  la  réso- 
lution des  équations  linéaires  simultanées 

(   a' jr'  —  a"ûr"  =  A'. 
I  a"x' -h-  a'  .r"  =  A". 

Il  y  a  trois  cas  à  distinguer  : 

1°  Si  les  éléments  a',  a"  du  diviseur  ne  sont  pas  tous  deux  nuls, 
le  déterminant  a'- -{- a"-  des  coefficients  des  inconnues  ne  peut 
s'évanouir.  Ce  système  d'équations  est  possible  et  déterminé,  le 
quotient  existe  et  a  une  valeur  unique  dont  les  éléments  sont 

,       a'A'-i-a"A"              „       a'A" — «"A' 
^  —  — '-T^, -—  '  ^  =  r, 1—  • 

2'^  Si  les  éléments  du  diviseur  sont  tous  deux  nuls,  sans  qu'il  en 
soit  de  même  pour  ceux  du  dividende,  la  division  est  impossible. 

S''  Si  les  éléments  du  diviseur  s'évanouissent  tous  deux  et  ceux 
aussi  du  dividende,  le  quotient  est  absolument  indéterminé. 

o7.  Ces  principes  renferment  virtuellement  l'extension  aux 
quantités  imaginaires,  de  toutes  les  opérations  rationnelles  :  for- 
mules de  Cramer  pour  la  résolution  des  équations  linéaires,  du 
Binôme  pour  le  développement  des  puissances  des  polynômes,  etc.; 
et,   en  représentant    chaque  quantité  imaginaire    par  une  seule 
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lettre,  toutes  ces  formules  conseillent  exactement  leur  aspect 
extérieur.  Nous  ne  pouvons  entrer  dans  les  détails  fastidieux  de 
celle  vérification,  et  nous  devons  nous  contenter  des  observations 
suivantes  qui  sont  les  principales  : 

i"  Pour  combiner  plusieurs  polynômes  par  iwie  d'addition 
et  de  soustraction,  il  suffit  de  changer  les  signes  des  termes 
des  polynômes  soustractifs,  puis  de  les  ajouter  ensemble  et  avec 
ceux  des  polynômes  additifs;  conséquence  immédiate  de  la 
définition  de  l'addition,  de  la  soustraction  et  des  quantités  oppo- 
sées (06,  IT,  III). 

2*^  Le  résultat  de  la  combinaison,  par  voie  exclusive  de  mul- 
tiplication ou  de  diçision,  de  quantités  imaginaires  en  nombre 
quelconque,  dont  cjuelques-unes  sont  précédées  du  signe  — , 
est  égal  à  ce  qu'il  serait  si  l'on  effaçait  tous  ces  signes,  pourvu 
que,  s'ils  sont  en  nombre  impair,  on  affecte  ce  résultat  du 
signe  — . 

Cette  extension  de  la  règle  des  signes  a  pour  cause  ce  fait, 
que  les  éléments  d'un  produit  étant  des  fonctions  linéaires  et 
homogènes  de  ceux  de  cliacun  de  ses  facteurs  considéré  isolé- 
ment (06,  IV)  changent  tous  deux  de  signes,  quand  ceux  d'un  seul 
facteur  subissent  celle  modification;  la  substitution  à  un  seul  fac- 
teur, de  sa  quantité  opposée,  transforme  donc  aussi  le  produit  en 
sa  quantité  opposée. 

3°  On  peut  effectuer  le  produit  de  n  polynômes  donnés,  en 
associant  de  toutes  les  manières  possibles  un  terme  du  premier 
avec  un  terme  du  second,  etc.,  et  un  terme  du  n^''"^^,  faisant  le 
produit  de  ces  n  termes,  puis  la  somme  de  tous  les  semblables 
produits  partiels. 

Soit  d'abord  à  multiplier  la  quantité 

(1)  (A',  A") 
par  la  somme 

(2)  {b\.,  b'[)^(b',,  h"^  +  ...  +  {b',,h",). 
En  posant 

i  b'[-\-bl^...-^bl=E", 
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B',  B"  seront  les  cléments  de  la  somme,  et  l'on  aura  (5G,  IV)  pour 

le  produit  cherché 

(A'B'- A"B",  A'B"+A"B'). 

Mais,  comme  les  éléments  de  ce  produit  sont  tous  deux  des  fonc- 
tions linéaires  et  homogènes  de  B',  B",  éléments  de  l'un  de  ses  fac- 
teurs, en  y  remplaçant  B',  B"par  les  premiers  membres  des  éga- 
lités (3),  une  décomposition  évidente  mettra  ce  produit  sous  la 
forme 

(A'^*;  —  A"6';,  X'b]-^  X"b\)^...-i-(A'b'k—  \"bl,  A'bl^  A"b'^). 

En  d'autres  termes,  si  l'on  désigne  simplement  par  A,  6(, 
b-2,  .  .  .,  0/s  les  (juanlités  (i),  (2),  on  aura  bien 

(4)  \{bi+b.2-^...^  b,,)  =  A6i-^  Xb.~. .  .h-  A6/,. 

Si  maintenant  A  est  une  somme  telle  que 

«1  -4-  «2  +•  •  --i-  Clin 

on  aura  par  ce  qui  précède 

/  A  6 1  ^  a i  b i  -T-  a.2  b i  -i- .  .  .  -h  a /t  b i, 

]  Xbo  =  ciibn-i-  aobi^. .  .-h  a/ibi, 
\-^  )  j 

[  A  b/-  =  «1  b/^.  +  «2  6/t  4- .  .  .  H-  rt/t  b/,. 

et,  en  combinant  les  égalités  (4),  (5),  on  mettra  immédiatement 
le  produit 

(ui-h  a^-^. .  .-T-  a/i){bi-i-  b-i-h-.  .  .-h  b/,-) 

sous  la  forme  indiquée  par  notre  énoncé. 

Du  cas  où  il  s'agit  ainsi  d'un  produit  de  deux  polynômes, 
on  passera  de  même  à  ceux  où  il  j  a  à  en  considérer  3,  4,  •  •  •  '  'h 
en  supposant  successivement  que  A  représente  le  produit  de 
2,3,  ...  (/2  —  i)  polynômes. 

08.  Toutes  les  généralités  des  n°^  27  et  suiv.  sur  les  variables 
indépendantes,  les  fonctions  rationnelles,  irrationnelles  ou 
transcendantes,  les  équations,  etc.,  s'appliquent  textuellement 
aussi  aux  quantités  imaginaires,  et  nous  nccro\ons  pas  utile  de  le 
signaler  autrement. 
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39.  Nous  avons  bien  donné  à  deux  quantités  imaginaires  oppo- 
sées la  qualification  (n'égales  et  de  signes  contraires  (56,  III), 
mais  cela  dans  un  sens  essentiellement  relatif  el  figuré.  Quant  à 
la  notion  de  signe  absolu,  elle  n'est  pas  applicable  aux  quantités 
de  cette  espèce,  celle  non  plus  de  grandeur  ou  de  petitesse  relative 
qui  naît  de  la  constatation  des  signes  de  leurs  différences.  Néan- 
moins, on  a  très  souvent  à  faire  entre  elles,  à  ce  point  de  vue,  vine 
sorte  de  comparaison  vague  résultant  de  la  considération  d'un  troi- 
sième élément  très  important  dont  nous  allons  maintenant  parler. 

On  nomme  module  de  la  quantité  imaginaire  a  =  (a',  a")  et  l'on 
représente  souvent  par  la  notation  mod<7,  la  racine  carrée  arithmé- 
tique (positive)  (32) 

de  la  somme  des  carrés  de  ses  deux  éléments.  Nous  avons  déjà  vu 
le  carré  du  module  du  diviseur  jouer  un  rôle  important  dans  la 
discussion  du  problème  de  la  division  (oG,  V). 

Le  module  est  ainsi  supérieur,  égal  au  moins,  à  la  plus 
grande  des  valeurs  absolues  des  deux  éléments. 

La  nullité  simultanée  des  deux  éléments  entraîne  celle  du 
module,  c'est  évident.  Réciproquement,  cette  dernière  nullité  en- 
traîne les  deux  premières.  Car  si  moda  est  nul,  son  carré  a'-  -f-  a!'^ 
l'est  aussi,  a-  et  a!'-  également,  qui  sont  des  quantités  essentielle- 
ment positives,  et,  par  suite,  a' ,  a" . 

Deux  quantités  opposées  ont  des  modules  égaux.  Car  leurs 
éléments  étant  respectivement  égaux  et  de  signes  contraires,  les 
sommes  de  leurs  carrés  sont  égales  ainsi  que  leurs  racines  carrées 
positives. 

60.  Entre  les  modules  des  résultats  des  opérations  élémentaires, 
et  les  résultats  d'opérations  homonymes  exécutées  sur  les  modules 
des  quantités  imaginaires  intéressées  dans  ces  opérations,  il  existe 
des  relations  importantes  à  noter. 

En  appelant  a,  h  deux  quantités  imaginaires  quelconques, 

a,  p  leurs  modules  et  a  —  ^  la  valeur  absolue  de  la  diffé- 
rence a  —  ^,  on  a  la  double  inégalité 


(6)  a  — [ilmod(«-f-6)^a-f-p. 
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Si  a',  «",  0' ,  0"  sont  les  élctncnls  de  *'/,  A,  le  carre  de  inod(c/  -]-  /y) 
est 

(a'-t-  b'y--i-  («"-{-  ^")'-  =  a'2-(-a"2-|-  b''^ ->r  b"^-\-  2(a'6'-f-  a"^") 
=  a2  -t-  [32  ±  2  v/a2[i2— («'6"— a"6')^ 

à  cause  de  l'égalilé  évidcnle 

((7'^»'-!-  rt"<Ç»")2  +  (a7/'—  rt"6')2  =  (a'2  4-  a"2)(7/2  -+-  ^;"2)  =  a'- ,32, 

et  en  plaçant  bien  entendu  devant  le  radical  celui  des  deux  signes 
qui  rend  le  dernier  terme  égal  à  i[a' b' -\-  a!' b"). 

Comme  [a  b" —  a" b')-  est  une  quantité  essentiellement  nulle  ou 
positive,  la  quantité  placée  sous  le  radical  ne  peut  surpasser  a-|îi-, 
et,  par  suite,  la  valeur  absolue  du  dernier  terme  ne  peut  su  r- 
passer  2a,3. 

Le  carré  de  mod(rt  -t-  b)  ne  peut  donc  être  inférieur  à 


ni  supérieur  à 

a2 -4- 324-22^  =(a-f-P)2, 

ce  qui  revient  à  ce  que  nous  voulions  prouver. 

61.   Pour  avoir  précisément 
(7)  mod(a -I- 6)  =  a -4- 3, 

il  faut  évidemment  et  il  suffit  que  l'on  ait  l'égalité 

a  b"  —  a"  6'  =  o 

et  l'inégalité 

a' b' -{-  a" b" ^o. 

Ces  conditions  sont  satisfaites,  quand  l'une  des  quantités  a,  b 
a  ses  deux  éléments  nuls,  ou  bien,  quand  soit  leurs  premiers,  soit 
leurs  seconds  éléments  s'évanouissent  en  même  temps,  et  que  les 
autres  sont  des  quantités  de  même  signe. 

Quand  aucun  de  leurs  éléments  ne  se  réduit  à  zéro,  la  multi- 
plication de  l'égalité  par  b' b"  donne 

a'  b'  .b"'  —  a"  b"  .b'^  =  o, 
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en  vertu  de  quoi  les  produits  a'  b' ^  a!'  b"  ont  un  même  signe  qui 
est  -\-  à  cause  de  l'inégalité.  Les  éléments  cV un  même  nom,  sont 
donc  d^ un  même  signe  et  de  plus  proportionnels  à  ceux  de 
Vautre  nom,  car  la  même  égalité  donne  encore 

a         b' 

a"        b" 

62.  Pour  la  somme  de  quantités  imaginaires  a^  b^  c^  .  . . ,  / 
en  nombre  quelconque,  on  a  plus  généralement 

(8)  inod(a  -A- b  -{-  c  -\- .  .  . -\-  l)  "1.  moda  -t-  xnodb  -h  modc-f-.  .  .-^  iiiod/. 

Car  la  dernière  des  inégalités  (G)  donne  successivement  les 
suivantes 

!mod(a  -j-  6)1  moda  -l-  moi\b, 
mod  f  (a  -t-  6)  -i-  c]  ^  mod(rt  -i-  6)  -1-  mode, 

\   niod  [((Z-f-6-î-c-l-...j-i-/]^  niod(a  +  è  -h  c  -4-. .  .) -f-  mod/, 

dont  l'addition  membre  à  membre  conduit  à  celle  qu'il  fallait 
établir. 

Pour  que  la  relation  (8)  ait  lieu  avec  le  signe  =,  il  est  néces- 
saire et  suffisant  qu'il  en  soit  ainsi  pour  chacune  des  relations  (9) 
d'où  nous  l'avons  déduite.  En  ayant  égard  à  ce  que  nous  avons 
dit  ci-dessus  (61),  on  obtient  facilement  la  condition  suivante  : 
E n  faisant  abstraction  de  celles  des  quantités  proposées  qui  ont 
des  éléments  tous  deux  nuls,  les  autres  doivent  avoir  soit  leurs 
éléments  d' un  même  nom  tous  nuls  et  ceux  de  l'autre  nom  de 
même  signe,  soit  leurs  éléments  de  chaque  nom  tous  de  même 
signe  et  proportionnels  à  ceux  de  V autre  nom. 

63.  En  conservant  les  notations  du  n"  60,  on  a  aussi 


a  — p<mod(a— ^»)£a-h  p. 

On  déduit  immédiatement   cette    relation  de  celle  qui    a    été 
démontrée  au  numéro  cité,  en  remarquant  que  l'on  a 

a  —  b  =  a^{—b) 
et 

mod( —  b  )  =  modb  =  p. 
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L'égalité 


inod(a  —  b)  =  a.  —  ^ 

exige  la  condition  trouvée  au  n"  61  pour  Tégalité  (7),  à  cela  près 
que  les  éléments  auxquels  elle  imposait  un  même  signe  doivent 
avoir  ici  des  si  "■nés  contrai/es. 

Gi.  Le  /nodule  d'un  produit  est  égal  au  produit  de  ceux  de 
ses  facteurs. 

Pour  deux  facteurs  seulement  (a',  a"),  (b',  //),  le  point  en 
question  résulte  de  l'identité  évidente 

(a  b'  —  a" ù"y^  -\-  {a' ù" -i-  a"  f}' )^  =  (a'^  -h  a"^)( b'^  -h  b"^), 

qui  donne  par  l'extraction  des  racines  carrées  positives 

mo(;I[(a',  a"){b\  b" )]  =  mod(a',  a" )mo(]{b',  b"). 

Après  quoi,  on  passe  sans  difficulté  au  cas  du  produit  de  fac- 
teurs en  nombre  quelconque. 

60.  Le  module  du  quotient  d'une  division  (possible)  est  égal 
au  quotient  de  celui  du  dividende  divisé  par  celui  du  diviseur. 
C'est  une  conséquence  évidente  de  ce  qui  précède. 

66.  On  notera  cette  observation  générale  évidente  :  Quand  une 
expression  est  entière,  c'est-à-dire  quand  son  calcul  comporte 
exclusivement  des  additions,  soustractions  et  multiplications, 
son  module  ne  peut  surpasser  le  résultat  obtenu  en  y  substi- 
tuant partout  le  signe  +  au  signe  — ,  et  les  modules  des  quan- 
tités sur  lesquelles  on  doit  opérer  à  ces  quantités  elles-mêmes. 

67.  Quelquefois,  quoique  assez  rarement,  on  a  à  considérer 
deux  quantités  imaginaires  telles  que  (a',  rt"),  (c/',  — a")  ayant 
leurs  éléments,  les  premiers  égaux,  les  seconds  égaux  numérique- 
ment, mais  de  signes  contraires;  on  les  dit  conjuguées.  Leurs 
modules  sont  évidemment  égaux. 

Une  quantité  imaginaire  se  confond  avec  sa  conjuguée,  quand 
son  second  élément  s'évanouit;  sinon  elle  ne  peut  lui  être  égale. 


46  PREMIÈRE   PARTIE.   —   PRINCIPES   GÉNÉRAUX. 

Si,  dans  une  expression  rationnelle  quelconque,  on  remplace 
chaque  quantité  imaginaire  y  figurant  par  sa.  conjuguée,  sa 
valeur  se  transforme  simultanément  en  sa  conjuguée. 

L'exactitude  de  cet  énoncé  se  vérifie  directement  pour  le  résultat 
de  chacune  des  opérations  élémentaires  définies  au  n"  56.  Elle  est 
donc  générale,  puisque  tout  calcul  rationnel  est  décomposable  en 
opérations  élémentaires. 


Mécanisme  de  la  substitution  de  quantités  imaginaires 
aux  quantités  positives  et  négatives. 

68.  Le  résultat  de  calculs  arithmétiques  quelconques  exé- 
cutés sur  des  nombres  absolus  est  précisément  la  valeur  numé- 
rique du  résultat  des  calculs  factices  homonymes  exécutés  sur  les 
quantités  positives  qui  ont  ces  nombres  absolus  pour  valeurs 
numériques  (25).  D'où  l'assimilation  constante  faite  entre  ces 
objets  de  natures  pourtant  si  dissemblables,  pour  bénéficier  des 
avantages  rappelés  au  numéro  cité. 

Même  chose  se  passe  pour  les  quantités  positives  et  négatives 
relativement  aux  quantités  imaginaires,  en  vertu  de  l'observation 
suivante  dont  l'exactitude  est  générale,  parce  qu'elle  se  vérifie 
immédiatement  pour  les  diverses  opérations  fondamentales  défi- 
nies dans  le  paragraphe  précédent  : 

En  exécutant  un  calcul  quelconque  sur  des  quantités  imagi- 
naires dont  les  seconds  éléments  sont  tous  nuls,  on  obtient  un 
résultat  dont  le  second  élément  est  nul  aussi,  et  dont  le  premier 
est  le  résultat  du  calcul  algébrique  ordinaire  de  même  nature 
exécuté  sur  les  premiers  éléments  des  quantités  imaginaires 
considérées. 

Il  en  résulte  immédiatement  que,  pour  obtenir  le  résultat  d' un 
calcul  algébrique  ordinaire  à  exécuter  sur  des  quantités  posi- 
tives ou  négatives  données  a' ,  b'.,  c',  .  ...  on  peut  aussi  bien,  si 
Von  y  trouve  intérêt,  instituer  le  même  calcul  {imaginaire)  sur 
les  quantités  imaginaires  [a' ,  o),  (6',  o),  (c',  o),  . .  , ,  substituées 
à  a',  6',  c',  ... , puis  prendre  le  premier  élément  de  son  résultat. 

C'est  précisément  ce  que  l'on  fait  en  raisonnant  exclusivement 
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sur  des  quantités  imaginaires  dont  le  calcul  renferme  ainsi  comme 
cas  particulier  tout  celui  des  quantités  positives  et  négatives;  et, 
en  procédant  de  cette  manière,  on  obtient  le  résultat  poursuivi,  de 
ne  jamais  être  arrêté  dans  une  transformation  analytique  par 
l'impossibilité  de  décomposer  les  polynômes  entiers  à  une  seule 
variable  en  facteurs  linéaires  (oo),  parce  que  tout  polynôme  de 
cette  espèce,  qiiaixd  il  ne  dépend  que  de  quantités  iniaginciires, 
est  toujours  susceptible  d^ une  semblable  décomposition.  Nous 
le  ferons  voir  dans  la  deuxième  Partie  de  cet  Ouvrage,  en  prouvant 
l'existence  constante  de  quelque  racine  pour  toute  équation  dont 
le  premier  membre  se  réduit  à  un  semblable  polynôme. 

Mais  ce  ne  sont  pas  les  polynômes  ordinaires  qu'on  résout  en 
facteurs  linéaires  ordinaires;  cette  opération  n'est  pas  toujours 
possible,  ou  en  facteurs  imaginaires  :  ces  mots  n'auraient  pas  de 
sens,  CE  so:vT  les  polynômes  imaginaires  qui  leur  sont  ainsi 
TACITEMENT  SUBSTITUÉS.  En  u'iusistaut  pas  promptement  sur  cette 
distinction,  la  plupart  des  auteurs  rendent  la  théorie  des  quantités 
imaginaires  presque  inintelligible. 

69.  On  donne  le  nom  de  réelles  aux  quantités  imaginaires  dont 
les  seconds  éléments  sont  nuls  et  qui  sont  ainsi  assimilables  aux 
quantités  positives  et  négatives.  Ces  dernières  sont  dites  aussi 
réelles  pour  opposer  leur  nature  spéciale  à  celle  des  quantités 
imaginaires;  il  en  résulte  ainsi,  pour  le  sens  de  ce  mot,  une  ambi- 
guïté contre  laquelle  il  faut  se  tenir  en  garde,  sous  peine  de  ne  pas 
bien  comprendre  ce  que  l'on  fait,  mais  qui  cesse  bientôt  d'avoir  des 
inconvénients.  Dans  la  notation  et  dans  le  langage,  on  confond 
sans  cesse  une  quantité  réelle,  simple  variété  de  quantité  imagi- 
naire, avec  son  premier  élément,  quantité  essentiellement  algé- 
brique, c'est-à-dire  positive  ou  négative;  ceci  fixe  le  sens  à  atta- 
cher aux  expressions  impliquant  à  la  fois  des  quantités  imaginaires, 
des  quantités  positives  ou  négatives,  et  fournit  en  même  temps  les 
moyens  d'en  opérer  le  calcul.  Les  nombres  absolus  y  jouent  natu- 
rellement le  rôle  de  quantités  positives. 

Le  module  d\ine  cjuantité  réelle  se  réduit  à  sa  valeur  numé- 
rique. 

Pour  ajouter  à  une  quantité  imaginaire  ou  pour  en  retran- 
cher une  quantité  réelle,  il  suffit  d'ajouter  à  son  premier  élé- 
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ment  ou  d^en  retrancher  la  quantité  réelle  considérée  (c'est- 
à-dire  la  quantité  positive  ou  négative  dont  elle  tient  la  place). 

Pour  multiplier  ou  diviser  une  quantité  imaginaire  par  une 
quantité  réelle,  il  sujfit  d'en  multiplier  ou  d'en  diviser  par 
file  les  deux  éléments  à  la  fois. 

Le  résultat  a  pour  module  le  produit  ou  le  quotient  de  celui 
de  la  quantité  imaginaire  par  la  valeur  numérique  de  la 
quantité  réelle. 

70.  L'assimilation  d'une  quantité  réelle  à  la  quantité  positive 
ou  négative  qui  lui  sert  de  premier  élément  entraîne  l'assimilation 
au  zéro  algébrique  de  la  quantité  imaginaire  dont  les  deux  élé- 
ments sont  nuls. 

Ainsi  donc  une  quantité  imaginaire  est  nulle,  quand  ses  élé- 
ments le  sont  tous  les  deux. 

Quand  une  quantité  imaginaire  est  nulle,  son  module  l'est 
aussi  et  réciproquement  (o9). 

71.  Pour  qu  un  produit  soit  nul,  il  est  nécessaire  et  suffisant 
que  l'un  de  ses  facteurs  au  moins  le  soit. 

Si  le  produit  est  nul,  son  module  l'est  en  même  temps  (70)  et 
par  suite  aussi  le  produit  des  modules  des  facteurs  qui  lui  est 
égal  (64).  Donc  l'un  de  ces  modules  au  moins  est  nul,  ce  qui 
entraîne  la  nullité  de  la  quantité  correspondante. 

Si  l'un  des  facteurs  du  produit  considéré  est  nul,  son  module 
l'est  aussi,  ce  qui  entraîne  la  nullité  du  produit  des  modules  des 
facteurs,  puis  celle  du  module  du  produit,  puis  enfin  celle  du 
produit  lui-même. 

72.  Si  a  désigne  le  module  d'une  quantité  imaginaire  a  non 
nulle,  le  quotient  -  a  i  pour  module,  et,  comme  on  a  inversement 
'/  =  a  -,  toute  quantité  imaginaire  peut  être  considérée  comme 

étant  le  produit  de  son  module  par  quelque  quantité  de  mo- 
dule I . 

Cette  dernière -j  dont  la  considération  n'est  pas  sans  utilité,  est 
ce  que  Gauchy  a  nommé  la  clej  de  a. 
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Le  procluil,  le  cjiiolienl  de  deux  clefs  est  encore  une  clef;  et  de 
même,  plus  généralement,  pour  un  monôme  rationnel,  mais  de 
coefficient  i,  par  rapj)ort  à  plusieurs  clefs. 

73.  Le  pioduit  de  deux  quanlilés  imaginaires  conjuguées 
se  réduit  au  carré  de  leur  module  commun  (G7). 

U  vient  immédiatement  en  effet 

{a,  a")  (a',  — a")  =  («'- -f- «''-,  o). 
Or  nous  sommes  convenu  de  regarder  comme  indistincts 

(a'- -t- «"-,  o)     et     «'--!-«''-. 

Réciproquement,  deux  quantités  imaginaires  sont  nécessaire- 
ment conjuguées,  cjuand  elles  ont  un  même  module  dont  le 
carré  est  égal  à  leur  produit.  Car,  si  l'on  a 

(a',  a")(b',  b")=  a--\-  a"-  =  («',  a")(a',  — a"), 

avec  («',  d')  non  =  o,  il  vient,  en  divisant  tout  par  («',  a") 

{b',  b")=  (a,  —a"). 

Si  (a',  a")  =  o,  {b\  b")  est  nulle  aussi  à  cause  de  l'égalité  des 
modules,  et  ces  deux  quantités  sont  encore  conjuguées. 

74.  Si  dans  un  calcul  quelconque  exécuté  sur  des  quantités 
réelles  et  sur  des  quantités  imaginaires,  on  remplace  ces  der- 
nières par  leurs  conjuguées,  le  résultat  primitif  se  charnue 
aussi  en  son  conjugué. 

Car  une  quantité  réelle  se  confondant  avec  sa  conjuguée  (67), 
(69),  les  choses  se  passent  comme  si  l'on  substituait  leurs  conju- 
guées à  toutes  les  quantités  impliquées  dans  le  calcul  en  question, 
sans  distinction  entre  celles  qui  sont  réelles  et  celles  qui  ne  le 
sont  pas  (67). 

7o.   Habituellement  et  quand  il  y  a  lieu,  on  met  en  évidence 
d'une   manière   spéciale  les  éléments  d'une  quantité    imaginaire 
donnée  a  =  («',  a").  D'après  ce  que  nous  avons  dit  sur  la  combi- 
M.  -  I.  4 
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nalson  des  quanlités  réelles  et  des  quanlilés  imaginaires  (69),  on 
a  immédiatement 

(a',  a")  =  («',  o)H-  (o,  a")  =  «'+  a"{o,\)—  «'—  ia'\ 

en  convenant  une  fois  pour  toutes  de  désigner  par  i  la  clef  ima- 
ginaire (o,i)  ("2).  En  conséquence,  on  nomme,  dans  la  quan- 
tité imaginaire  «,  partie  réelle  et  coefficient  de  i  les  quanlilés 
réelles  a' ,  a"  que  nous  avons  appelées  jusqu'ici  son  premier  et  son 
second  élément. 

11  est  clair  inversement,  toujours  en  restant  fidèle  à  l'ensemble  de 
nos  conventions,  que,  «',  a"  désignant  deux  quantités  réelles  quel- 
conques, rt'-H  ia!'  se  confond  avec  {a' ,  a"). 

76.  Celte  considération  conduit  à  de  nouveaux  mécanismes 
pour  obtenir  les  éléments  du  résultat  d'un  calcul  rationnel  à  opé- 
rer sur  des  quanlilés  imaginaires  a,  b,  r,  .... 

Ce  même  calcul  exécuté  sur  les  binùmes  équivalents  c/'+  ia", 
h' -i-  ib",  c'  -H  ic",  .  .  .  conduira,  s'il  ne  comporte  aucune  division, 
à  un  certain  polynôme  entier  en  i 

(i)  ho  -f-  Al  i  -r-  /ui^  -^  .  .  .  -r-  A/,  l'' 

dont  tous  les  coefficients  ho,  h,,  .  .  .,  h/t  sont  des  quantités  posi- 
tives ou  négatives. 

Cela  posé,  on  trouvera  facilement 

puisqu'on  identifie  ( —  i  ,o)  à  —  i,  puis 


plus  généralement 

(3)  i"  =  i,        oui,        ou  —  1,         ou  —  i, 

selon  que  l'exposant  n  divisé  par  4  donne  pour  reste  o,  ou  i,  ou 
2,  ou  3.  Si  donc  on  fait  les  substitutions  (3)  dans  le  polynôme  (i), 
sa  réduction  lui  donnera  la  forme 

H'-i-  ili". 
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OÙ  H',  H"  sont  des  quanlilés  positives  ou  négatives  évidcinmenl 
égales  aux  éléments  du  résultat  cherché. 

On  peut  obtenir  d'une  manière  analogue  les  éléments  du  quo- 
tient d'une  division,  en  faisant  intervenir  la  quantité  conjuguée  du 
diviseur.  On  a  elTeclivemcnt 

A'-^/A"  _  (iV-^ik")(a'—la")  _  a' k' -\-  a" h."        .  a' iV  —  a" K' 
a'^ia"         {a  -h  ia" ){a' — ia")  a'^-+-a"'^  a'^-t-a"^ 

C'est  en  procédant  ainsi,  et  d'une  manière  empirique,  que  les 
anciens  géomètres  se  sont  élevés  presque  inconsciemment  à  la 
conception  générale  des  quantités  imaginaires  dont  ils  prenaient 
pour  type  «'+ r/'y  — i. 

Mais  on  a  fait  longtemps  de  vains  efforts  pour  pénétrer  le  sens 
du  signe  \J —  i  qui  effectivement  n'en  a  aucun,  parce  qu'une  quan- 
tité négative  n'a  point  de  racine  carrée.  Notre  signe  i  représente 
bien,  en  vertu  de  la  relation  (2),  une  racine  carrée  de  —  i,  mais 
de  —  I  écrit  par  convention  expresse  à  la  place  de  la  quantité 
imaginaire  ( —  ',0),  ce  qui  est  tout  différent. 

Ajoutons  que  —  i  (considéré  comme  quantité  imaginaire)  a 
deux  racines  carrées,  savoir  (o,  i)  et  (o,  —  i),  que  le  signe  \j —  i 
ne  saurait  représenter  sans  ambiguïté.  La  lettre  i  désigne  la  pre- 
mière, celle  dont  le  second  élément  est  positif. 


Variantes  imaginaires. 

77.  Une  variante  imaginaire  p,,,,»,...  aux  indices  w,  /i,  .  .., 
est  la  quantité  qui  a  pour  éléments  deux  variantes  ordinaires 
^TO  «    5  ^"m  II      dépendant  des  mêmes  indices  (3i). 

On  la  ^\\.  finie,  àe  petitesse  limitée  on  infiniment  petite,  selon 
que  ses  deux  éléments  à  la  fois  jouissent  de  l'une  ou  l'autre  de 
ces  propriétés  (3o),  (36). 

D'après  cela,  il  est  évident  que  le  module  d'une  variante  est, 
en  même  temps  cpielle,  fini,  de  petitesse  limitée  ou  infiniment 
petit. 

78.  On  dit  que  la  variante  ^'m,n,...  =  {^''m,n,...i  Ki,n,..)  ^^tid  vers 
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la  limite  V^(V',  V")  quand  on  a  simultanéineul 

lim  f  ;„,„,...  =  V,         lim  v",n,n,...  —  ^\ 
ou  bien,  ce  qui  revient  au  même,  quand  la  différence 

»  *"/«,«....  =  ('  ^'m,n,...i    '  ^iii,n,...) 

est  injiniment  petite  {1^)- 

Toute  quantité  infiniment  petite  tend  ainsi  vers  zéro. 

La  condition  pour  que  ^',,,.,1,...  tende  vers  quelque  limite  est  donc 
que  les  différences 

soient  l'une  et  l'autre  infiniment  petites  pour  des  valeurs  toutes 
infinies  des  indices  m^,  /?i,  ...,  /«o,  /?o,  ...  (o4),  c'est-à-dire, 
comme  s'il  s'agissait  d'une  variante  réelle,  que  la  différence 


soit  infiniment  petite  dans  les  mêmes  circonstances. 
79.  Si  ion  a 


on  a  aussi 


limp  =  V, 


lim(modp)  =  modA'. 


Car  la  différence  modV  — niodr,  ne  surpassant  pas  numérique- 
ment mod(V — t)  (63),  est  infiniment  petite  comme  ce  dernier 
module  qui  est  supposé  l'être. 

80.  Les  remarques  énoncées  au  n'^  37  sont  textuellement 
applicables  aux  variantes  imaginaires  : 

i-'  Parce  que  le  module  d'une  fonction  entière  de  plusieurs 
quantités  imaginaires  est  inférieur  à  la  valeur  qu'acquiert  cette 
fonction  quand  on  y  remplace  tous  ses  signes  —  par  des  signes  -h , 
et  les  quantités  dont  elle  dépend,  par  des  quantités  positives, 
égales  ou  supérieures  à  leurs  modules  (66);  parce  que  le  module 
d'un  quotient  est  inférieur  au  quotient  de  deux  quantités  positives, 
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la  première  supérieure  au  module  du  dividende,  la  seconde  infé- 
rieure à  celui  du  diviseur  (65). 
2"  Pour  les  mêmes  raisons. 

81.  En  utilisaiil  ces  remarques  et  en  raisonnanl  suivant  les 
indications  du  n"  i9,  on  étendra  sans  peine  aux  quantités  imagi- 
naires le  théorème  dont  l'énoncé  s'j'  trouve  et  que  nous  croyons 
devoir  reproduire  à  cause  de  son  importance  capitale. 

Si  les  variantes  u,  c,  (r,  .  .  .  tendent  vers  les  limites  U,  V, 
W,  .  .  .  respectivement,  et  sif{u,  r,  cp,  .  .  .)  désigne  une  fonc- 
tion de  ces  variantes  soit  entière,  soit  //-actionnaire,  mais 
n^  ayant  pas  un  dénominateur  tendant  vers  zéro,  on  a 

ïiin/{u,  V,  a-,  ...)  =  /(U,  V,  W,  ...). 

82.  Une  variante  imaginaire  dont  le  module  est  infini  (46),  ce 
qui  a  lieu  par  exemple  quand  quelqu'un  de  ses  éléments  est  infini, 
se  nomme  aussi  une  quantité  infinie. 

Pour  des  raisons  analogues  à  celles  qui  ont  été  Invoquées  au 
n"  80,  les  observations  finales  du  n"  46  sont  littéralement  appli- 
cables aux  quantités  imaginaires  infinies. 


Notation  graphique  des  quantités  imaginaires. 

83.  La  conception  simultanée  des  deux  éléments  a' ,  a"  et  du 
module  d'une  quantité  imaginaire  a  présente  quelques  difficultés, 
surtout  quand  elle  varie  ;  on  les  a  supprimées  de  la  manière  la  plus 
heureuse  par  la  considération  du  point  qui  a  pour  abscisse  a'  et 
pour  ordonnée  a"  relativement  à  deux  axes  de  coordonnées  rec- 
tilignes  rectangulaires  OX',  OX"  tracés  dans  un  même  plan.  La 
position  de  ce  point  donne  non  seulement  par  ses  coordonnées 
les  éléments  de  a,  mais  encore  par  sa  distance  à  l'origine  le  mo- 
dule de  celte  quantité;  aussi  on  l'identifie  en  quelque  sorte  avec 
elle  en  lui  donnant  le  même  nom  et  en  le  désignant  par  la  même 
lettre. 

Les  quantités  réelles  positives  ou  négatives  sont  représentées 
par  des  points  situés  sur  les  parties  de  mêmes  noms  respective- 
ment de  OX',  axe  des  premiers  éléments,  et  le  zéro  imaginaire  par 
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l'origine  O.  Les  points  situés  sur  l'axe  OX"  o?<?5  seconds  éléments 
correspondent  aux  quantités  dont  le  premier  élément  est  nul. 

Deux  quantités  (c'est-à-dire  les  points  correspondants)  sont 
symétriques  :  par  rapport  à  l'origine  quand  elles  sont  opposées 
(56,  III),  par  rapport  à  l'axe  des  premiers  éléments  quand  elles 
sont  conjuguées  (67). 

84.  D'après  la  définition  de  l'addition  et  de  la  soustraction  (56), 
le  point  correspondant  à  la  somme  a  -{-  h  ^  .  .  .-\-  l  est  l'extrémité 
d'une  ligne  brisée  commençant  à  l'origine  et  ayant  des  côtés  égaux 
et  directement  parallèles  aux  rayons  vecteurs  Oa,  Ob,  .  .  .,  0/ 
placés  dans  un  ordre  quelconque. 

Celui  qui  correspond  à  la  diflerence  a  —  ^,  est  l'extrémité  d'une 
semblable  ligne  brisée  formée  par  deux  côtés  toujours  parallèles 
aux  segments  reclilignes  Oa,  Ob,  mais  le  premier  directement, 
le  second  inversement. 

Ces  représentations  géométriques  de  l'addition  et  de  la  sous- 
traction, combinées  avec  les  proj)riétés  des  polygones  plans,  font 
retrouver  immédiatement  les  propriélés  du  module  d'une  somme 
ou  d'une  différence  (60  et  siiiv.). 

85.  Le  point  a  représente  évidemment  la  différence  a  —  b,  si, 
par  simple  translation,  on  amène  le  système  des  axes  coordonnés 
à  avoir  son  origine  en  b,  c'est-à-dire  si  l'on  rapporte  a  à  ces  nou- 
veaux axes. 

En  particulier,  mod(rt  —  b)  est  représenté  graphiquement  par 
la  longueur  du  segment  rectiligne  allant  de  6  à  a.  Nous  aurons 
bien  souvent  à  utiliser  ces  deux  observations. 

86.  La  clef  de  a  (72)  est  représentée  géométriquement  par  la 
trace  du  rayon  vecteur  Oa  indéfiniment  prolongé,  sur  la  circon- 
férence de  rayon  i  qui  a  l'origine  pour  centre. 

Le  produit  de  la  quantité  quelconque  a  =^  a' -i- ia"  par  une 
clef  9  =  0'  M-  i¥  a  pour  éléments  ^'a'—  ^' ci'  et  hUi!' -\-  h" a' ,  c'est- 
à-dire,  en  vertu  des  formules  pour  la  transformation  des  coordon- 
nées rectangulaires,  les  coordonnées  par  rapport  aux  axes  OX', 
OX",  du  point  ayant  «',  a!' pour  coordonnées  relativement  à  ce 
qiCils  deviennent  après  une  rotation  autour  de  V origine  ame- 
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nant  OX'  à  coïncider  avec  le  rayon  vecteur  OO  en  position  et 
en  direction. 

Ainsi  donc,  la  multiplication  de  a  par  la  clef^  a  pour  effet 
grapliiquc  une  simple  rotation  de  a  autour  de  l'origine,  de 
mêmes  sens  et  amplitude  cjue  celle  à  imprimer  à  l'axe  OX' 
pour  l'amener  à  passer  par  le  point  0. 

D'autre  part,  on  multipliera  évidemment  a  par  une  quantité 
positive  -z  en  multipliant  simplement  son  module  par  t  sans 
changer  la  direction  de  son  rayon  vecteur.  En  considérant  donc 
nn  mulliplicaleur  quelconque  /  comme  le  produit  de  son  mo- 
dule T  par  sa  clef  0,  la  combinaison  de  ces  observations  fournira 
facilcmenl  le  point  correspondant  au  produit  at. 

Il  en  résulte  inversement  pour  la  division  une  représentation 
graphique  assez  évidente  pour  qu'il  nous  soit  inutile  de  la  déve- 
lopper. 

87.  Quand  une  quantité  imaginaire  a  varie,  le  point  corres- 
pondant se  déplace.  En  particulier,  si  un  seul  des  éléments  de  a 
change  de  valeur,  ce  point  se  meut  sur  une  droite  située  parallè- 
lement à  l'axe  de  même  nom  et  à  une  distance  égaie  à  la  valeur 
constante  de  l'autre  élément.  Si,  en  variant,  les  éléments  de  a 
restent  proportionnels  à  deux  constantes,  le  même  point  se  meut 
sur  quelque  droite  passant  par  l'origine.  Si  modrt  conserve  une 
valeur  constante  /',  ce  mouvement  s'effectue  sur  une  circonférence 
décrite  de  l'origine  comme  centre  avec  /•  pour  rajon,  etc. 

88.  Quand  une  variante  v  est  finie  ou  de  petitesse  limitée,  son 
module  reste  inférieur  dans  le  premier  cas,  supérieur  dans  le 
second,  à  quelque  quantité  positive  R.  Par  suite,  le  point  corres- 
pondant se  meut  dans  le  premier  cas  à  V  intérieur,  dans  le  second 
à  \ extérieur  d'un  cercle  de  rajon  R,  ayant  l'origine  pour  centre. 

Quand  elle  tend  vers  une  limite  V,  la  distance  des  points  ç^,  V 
mesurée  par  nlod(^'  —  c)  (85)  est  alors  infiniment  petite;  dans 
son  mouvement,  le  point  v  se  rapproche  donc  indéfiniment  du 
point  fixe  \  ,  en  particulier  de  l'origine  si  v  est  infiniment  petite. 

Si  V  est  infinie,  modp'  l'est  par  définition,  et  le  mouvement  du 
point  (^  est  de  nature  telle,  qu'il  s'éloigne  indéfiniment  de  l'origine 
et  même  de  tout  autre  point  fixe. 
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89.  Les  limites  entre  lesquelles  doivent  se  maintenir  les  élé- 
ments d'une  variable  indépendante  x  pour  que  telle  ou  telle  cir- 
constance se  réalise  sont  précisées  habituellement  par  l'indication 
d'une  aire  à  l'intérieur  ou  à  l'extérieur  de  laquelle  doit  rester  le 
point  correspondant  x.  Souvent  cette  aire  n'est  pas  dépourvue  de 
toute  solution  de  continuité  comme  celles  des  triangles,  rec- 
tangles, cercles,  ellipses,  etc.,  mais  elle  est  perforée  en  une  ou 
plusieurs  de  ses  régions,  de  manière  à  offrir  par  exemple  l'appa- 
rence d'une  couronne  limitée  par  deux  circonférences  concen- 
triques de  rayons  inégaux,  ou  bien  de  l'espace  à  la  fois  intérieur 
à  un  cercle  mais  extérieur  à  d'autres  cercles  plus  petits  qui  sont 
à  la  fois  intérieurs  au  premier  et  extérieurs  les  uns  aux  autres,  etc. 

Quoi  qu"il  en  soit,  nous  dirons  qu'une  aire  de  celte  espèce  esl 
limitée  quand  la  distance  de  deux  quelconques  de  ses  points  v 
demeure  finie,  illimitée  quand  celte  distance  j  peut  croître  au 
delà  de  toute  limite. 

Nous  appellerons  quelquefois  dimension  d'une  aire  limitée,  la 
valeur  maximum  qu'y  peut  atteindre  la  distance  de  deux  de  ses 
points,  ou,  ce  qui  revient  au  même  (80),  le  module  maximum  de 
la  différence  de  deux  valeurs  de  x  tombant  Tune  et  l'autre  dans 
son  intérieur. 

90.  Dans  chaque  question  comportant  la  considération  de  plu- 
sieurs variables  indépendantes  x,  y,  z,  ...,  il  faut,  en  général, 
noter  graphiquement  leurs  valeurs  par  des  points  x,  j',  ;,  .  .  . 
rapportés  à  autant  de  systèmes  d'axes  coordonnés  rectangulaires 
d'origines  Oj-,  Oy,  O^,  .  .  .,  tracés  dans  des  plans  différents. 

91.  Nous  aurons  occasion  d'utiliser  la  remarque  suivante  : 

Quand  les  valeurs  de  plusieurs  variantes  u,  c,  .  . .,  (v  asso- 
ciées en  système  tombent  sans  cesse  dans  des  aires  limitées  S^, 
S^,  . . . ,  S^^,  respectivement,  on  peut  extraire  de  la  suite  indé- 
finie des  systèmes  de  leurs  valeurs,  une  autre  suite  indéfinie  de 
systèmes  composés  exclusivement  de  variantes  cjui  toutes  sont 
pourvues  de  limites. 

Supposons  d'abord  que  le  système  soit  composé  d'une  seule 
variante  v  tombant  sans  cesse  dans  l'aire  limitée  S,  et  soient 
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la  siiilc  des  valeurs  d'iinc  variante  positive  infiniment  petite.  On 
|ieut  évidemment  partaj^er  Taire  S  en  un  nonil)re  limitr  de  frag- 
ments de  dimensions  iiiIVricurcs  à  s, .  et,  dans  l'un  au  moins  de  ces 
frai;inents  Sj,  tomberont  une  suite  illimitée  de  valeurs  de  c,  sans 
quoi  le  nombre  total  de  ces  valeurs  serait  limité. 

.En  raisonnant  sur  cette  suite  partielle  illimitée,  sur  S|  et  So? 
comme  nous  venons  de  le  faire  sur  la  suite  générale  des  valeurs 
de  i',  sur  S  et  £|,  puis  toujours  de  la  même  manière,  on  formera 
une  suite  indéfinie  d'aires  partielles 

(i)  S|.     S.,.     ....     S/„,     

jouissant  de  cette  double  propriété,  que  cliacune  d'elles  est  un 
simple  fragment  de  la  précédente,  et  par  suite  de  l'une  quelconque 
de  celles  venant  avant  celle-ci,  qu'elle  contient  un  nombre  illimité 
de  valeurs  de  r  et  que  celle  d'indice  m  est  de  dimension  inférieure 
a  C//J . 

Cela  posé,  appelons 


des  valeurs  de  c  choisies  dans  Tordre  de  leur  succession,  de  ma- 
nière à  tomber  toutes  dans  les  aires  emboîtées  (i)  respectivement . 
Le  terme  général  de  cette  suite  tend  nécessairement  vers  une  cer- 
taine limite,  car,  en  appelant  m' le  plus  petit  des  entiers  infinis  m!  , 
m",  les  points  ('„,',  v„,-  tombent  tous  deux  dans  l'aire  S,m-,  d'où, 
par  suite, 

mod(c„j «',„•)<  ï„,s         lim(c,„ (■,«/)  =o  (78). 

Si  le  système  considéré  est  composé  de  deux  variantes  m,  v,  le 
raisonnement  ci-dessus  permet  d'extraire  de  la  suite  de  ses  états 
successifs  une  suite  partielle  où  les  valeurs  de  u  ont  une  limite, 
puis  de  celle-ci  une  autre  suite  partielle  où  v  aura  aussi  une  limite. 
Et  de  même  dans  tout  autre  cas. 

92.  Cauchy  appelait  affixe  d'un  point  la  quantité  imaginaire 
dont  il  constitue  la  notation  graphique,  origine  et  plan  des 
ajjixes  Torigine  et  le  plan  des  axes  auxquels  le  point  en  question 
doit  être  rapporté.  Ces  dénominations  sont  peu  usitées. 

On  s'est  appliqué  à  faciliter  et  à  justifier  la  conception  des  quan- 
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lilés  imaginaires  par  des  considéralions  géométriques,  cL  Caucliy 
en  a  basé  une  théorie  complète  sur  la  Géométrie  plane.  Si  quelques 
tracés  géométriques  fournissent  pour  ces  quantités  des  notations 
très  commodes  (dont  au  surplus  on  pourrait  à  la  rigueur  se  passer), 
il  n'en  résulte  pas,  tant  s'en  faut  selon  nous,  qu'il  y  ait  plus  de 
rapports  entre  ces  deux  sortes  de  choses  qu'entre  un  phénomène 
((uelconque,  statistique  ou  autre,  et  la  courbe  qui  en  fournil  une 
image  optique. 

92  bi.s.  Sur  le  j)a))ier  où  on  les  trace,  la  disposition  relative 
d'axes  tels  que  OX',  OX"  (  83)  est  indifférente.  Mais,  pour  pouvoir 
bien  préciser  certains  détails,  nous  supposerons  toujours  quhin 
observateur  regardant  V origine,  d^un  point  de  la  partie  po- 
sitive de  OX',  voit  celle  de  OX"  à  sa  droite.  Par  exemple,  la 
partie  positive  de  OX'  sera  comme  d'usage  dirigée  de  gauche  à 
droite,  et  celle  de  OX"  dirigée  de  bas  en  haut. 


CHAPITRE  lY. 


SERIES    EN    G  E  m;  H  AL. 


Définitions  et  premières  propriétés. 

93.  Les  séries  oflrciH  pour  nous  un  inlérêl  majeur,  parce  que 
nous  aurons  prochainement  à  parler  d'une  manière  à  peu  près 
continuelle  des  séries  entières  (Cliap.  V,  inf.)  qui  en  forment  une 
classe  extrêmement  vaste,  et  il  faut  nous  livrer  à  une  étude  soi- 
gneuse de  leurs  propriétés  générales. 

Une  série  est  un  ensemble  illimité  de  quantités  se  formant  suc- 
cessivement suivant  quelque  loi  donnée,  qu'on  nomme  ses  termes 
et  qu'on  somme  en  nombre  indéfiniment  croissant  pour  former 
une  variante  d'une  nature  spéciale. 

Le  terme  général  d'une  série  est  lui-même  une  variante  à  un 
ou  plusieurs  indices  pouvant  quelquefois  prendre  des  valeurs 
négati\es;  mais  le  cas  d'un  indice  unique  à  valeurs  positives  est 
le  plus  simple;  tous  les  autres  s'y  ramènent  pour  ainsi  diix  immé- 
diatement, et  nous  nous  y  placerons  pour  faire  nos  premiers  rai- 
sonnements. 

94.  Une  pareille  série  avant  pour  termes 

est  dite  coiwergente,  quand  la  variante  S,/  obtenue  en  prenant  la 
somme 

Ux-\-  Ui-^.  . .--  U,i 

de  ses  n  premiers  termes  l'est  elle-même  (38),  ou  bien,  pour  parler 
le  langage  ordinaire,  quand  S«  tend  vers  quelque  limite  pour  n 
infini.  Cette  limite  S  se  représente  par  la  notation 

(0  «l-f-  î<2 -!-•••+««-+-..  . 
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et  se  nomme  la  somme  de  la  série.  Mais,  malgré  l'idenlité  des 
mots,  c'est  en  réalité  la  limite  cV une  somme  de  quantités  en 
nombre  croissant,  chose  bien  différente  d'une  somme  proprement 
dite;  on  s'exposerait  donc  à  de  graves  erreurs  en  croyant  que, 
relativement  à  ses  termes,  la  somme  d'une  série  jouit  toujours  des 
mêmes  propi'iétés  que  s'il  s'agissait  d'un  polynôme  vérilal)le. 

La  différence  S  —  S„,  qui  tend  alors  vers  zéro  pour/?  infini,  est 
évidemment  la  somme  de  cette  autre  série  également  convergente 

î'/i-hl  ~i~  "«-(-2  ~f~  •  •  • 

que  laisse  la  suppression  des  n  premiers  termes  de  la  proposée; 
on  la  nomme  le  reste  de  celle-ci  arrêtée  à  son  terme  de  rang  n. 

Une  série  est  divergente  quand  elle  n'est  pas  convergente;  elle 
n'a  alors  ni  somme  ni  reste. 

On  dit  quelquefois  qu'une  série  divergente  a  une  somme  infinie 
(|uand  pour  elle  la  variante  8,^  est  infinie  (8'2). 

9o.  En  appelant  ii\^^  u],  les  éléments  de  Un-,  et  posant 

S/'i  =  u\  -!-  î<2  +  .  .  .  -1-  U'n ,  S",  =  H  '[ -\-  II", -h  .  .  . -V-  u"n , 

on  a  évidemment 

S«  =  (S/j,  o„  ); 

il  en  résulte  (78)  f\\\''iine  série  est  convergente  ou  divergente 
selon  que  celles  formées  par  les  éléments  de  ses  termes  sont  ou 
non  toutes  deux  convergentes,  et  aussi  que  dans  le  premier  cas 
la  somme  de  la  série  a  pour  éléments  les  sommes  de  ces  deux 
dernières. 

Cette  remarque  ramène  ainsi  l'étude  et  la  sommation  d'une 
série  quelconque  à  celles  de  deux  séries  à  termes  réels;  mais  elle 
est  bien  rarement  appliquée. 

1)6.  Comme  nous  l'avons  dit  en  parlant  d'une  variante  quel- 
conque (78),  il  faut,  pour  savoir  si  la  série  (i)  est  convergente  ou 
divergente,  étudier  pour  n  infini  la  différence  ^n+p —  ^m  ^l'ii  ^st 
représentée  ici  par 
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soniiiie  tics  />  Icrmrs  f|iii  suivent  le  //"""'.  Il  y  a  eonverf;ciier,  (jii;iiitl 
celle  somme  est  iiiliniiuenl  pelile  iiKlf-pcndainmenl  de  loiiLe  rela- 
tion entre  p  et  n;  il  y  a  divergence,  quand  une  relation  de  cette 
espèce  [leut  laisser  son  module  sujîérieur  à  quelque  fjuantilé  |)osi- 
tive  invariable. 

La  discussion  <liiectc  de  celle  somme  olIVirail  en  g('ii('ral  de 
sérieuses  diflicullés,  et  on  rétudic  habitucllcnient  en  la  comparanl 
avec  ce  qu'elle  esl  pour  quelque  série  de  nature  connue.  Si,  pai' 
exemple,  on  liiiil  jcir  avoir,  (Hicls  (pu;  soient  n  et/). 


10(1  S„_y,  <    IllOll  S', 


",/' 


et  si  la  série  à  hujuclle  S^^  appartient  est  convergente,  la  pro- 
posée ne  peut  manquer  de  l'être  aussi.  Elle  serait  au  contraire 
divergente,  si  l'autre  l'était  et  qu'on  eût  finalement 

modS„,/,  >  inodS/,,^j. 

C'est  en  procédant  ainsi  de  proche  en  proche  à  partii-  dun 
très  petit  nombre  de  séries  étudiées  directement,  qu'ont  été  obte- 
nues la  plupart  des  règles  de  convergence  et  de  divergence. 

Il  est  clair  que  dans  la  discussion  d'une  série  on  peut  faire 
abstraction  d'un  nombre  quelconque  de  ses  premiers  termes. 

97.  Voici  quelques  applications  de  ces  principes,  limitées  aux 
faits  qu'il  nous  sera  utile  de  connaître. 

Pour  qiL  une  série  soit  coiu-er génie,  il  est  nécessaire  que  son 
ternie  générai  soit  infiniment  petit. 

Eircctivement,  ««+i  =  S,,^,,  valeur  de  S,,,/,  pour/;  =  i  (juel  que 
soit  /?,  doit  tendre  vers  zéro  pour  n  infini  (9()  ). 

98.  Mais  cette  condition  n'est  pas  suffisante;  par  exemple, 
l'inverse  du  terme  général  a  4-  hn  d'une  progression  arithmé- 
tique dont  la  raison  b  n'est  pas  nulle  est  une  quantité  infiniment 
petite;  cependant  la  série 
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qui  a  cet  inverse  pour  terme  général  est  divergente  et  a  une 
somme  infinie  (94-). 

I.  En  supposanl  d'abord  b  =^  \  et  a  réel,  les  termes  de  celle 
série  finissent  par  être  positifs  et  sans  cesse  décroissants.  On  finit 
donc  par  avoir 

a  -4-  n  -r-  p 

parce  que  chacun  des  p  termes  du  groupe  8//^^  est  positif  et  au 

moins  éffal  au  dernier  d'entre  eux On  a,  par  suite,  en 

^  a  -\-  Il  -T-  p  1 

prenant  />  r=  /?, 

à  partir  du  moment  où  la  valeur  numéricpie  de  la  rpiantitc  infini- 
ment petite  -  tombe  au-dessous  de  la  constante  positive  s  choisie 

arbitrairement.  Pour  celte  relation  p  z=  n  établie  entre  ces  deux 
nombres,  la  variante  S/,,^  ne  tend  donc  pas  vers  zéro. 

D'autre  part,  S„  croît  sans  limite  puisque,  à  partir  d'une  cer- 
taine valeur  de  «,  il  suffit  ainsi  de  doubler  ce  nombre  pour  faire 
subir  à  celte  somme  un  accroissement  supérieur  à  la  quantité 

invariable 

£-i-  2 

II.  En  supposant  toujours  b  =  \,  mais  en  attribuant  à  a  une 
valeur  imaginaire  quelconque  a'+  ia",  les  premiers  éléments  des 
termes  de  notre  série  forment  la  série 


(3) 


dont  les  termes  surpassent  respectivement  ceux  de 

Y-^ 

Jmd  a  -\-l-T-  Il 

à  partir  du  moment  où  a'  -r-  n  reste  positif  et  où  la  quantité  infi- 

niment  petite  -^^ —  reste  intérieure  a  la  quantité  positive  £  choisie 

arbitrairement. 

Cette  dernière  série  ajant  une  somme  infinie  (I),  il  en  est  de 
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même  pour  la  précédente  (3).  En  craiitrcs  tei'mcs,  U;  premier  élé- 
menl  de  S„  pour  la  série  <(ue  nous  considérons  (:i  )  et  cette  somm(! 
ellc-mcme  par  conséquent  (8;2)  sont  des  (pianlités  infinies. 

III.    Comme  en  posant  j  =  r/,,  on  a 


a  -+■  bn        b  «i  -i-  /i 

la  somme  des  n  premiers  termes  de  notre  série  (2)  est  égale  au 

produit  par  y  de  la  même  somme  i)our   7 Cette  dernière 

étant  infinie  (H),  la  [)remière  ne  peut  mancnier  de  l'être  aussi. 

99.   Si  u,t  est   une  variante  positive  infiniment  petite  qui 
décroît  toujours  quand  1^  augmente,  et  si  dans  la  série 

0,^0,  — ... -4-0,,-.... 

la  somme  ^)n,p  des p  termes  (fui  suivent  le  /?'<i''«^  conserve,  quels 
que  soient  n  et  p,  un  module  non  supérieur  à  quelque  quan- 
tité positive  invariable  H,  cette  autre  série 

(4)  «lOi  +  u,J]i-+-..  .-^  M„0„-^. . . 

est  certainement  convergente,  et  son  reste  K«  est  limité  par 
l'inégalité 

(5)  modR„lH»„+i. 

(')  En  appelant  S„,;,  la  somme  des />  termes   venant  après  le 
^jicme  (Jans  la  série  (4),  l'égalité  évidente 

donne  immédiatement 

^    moA^n,p  =  ^[{ll'n^-l—  l^n+'>)-^■^• 


(•)  Celte  démonstration  m'a  été  communiquée  par  M.  Riquicr. 
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parce  que  chaque  terme  de  celle  somme  esL  le  ]:»roduit  de  deux 
fadeurs  donl  le  second  est  positif",  dont  le  premier  a  un  module 
non  supérieur  à  H.  Celle  somme  S^^^est  donc,  comme  U/i+t,  infi- 
niment petite  pour  n  infini,  indépendamment  de  toute  relation 
entre  n  el  p,  ce  qui  jirouve  la  convergence  de  la  série  (f)  (96). 
Si  maintenant  on  suppose  p  infini  dans  la  relation  (6),  elle 
donne  l'inégalité  (5). 

100.   En  appelant  0  une  quantité  non  =  i,  mais  de  module  ^  i, 
et  en  prenant  b„  =  0",  il  vient  aussitôt 

0/'—  I 

e„  p  =  0"+i  H-  0"+2  -4- ...  -4-  0"+/'  =  o«-t-i , 

d'où,  quels  que  soient  n,  /y, 

niocl  e,,,,,  ^ V-'. • 

iiU)d((J  —  [) 

Il  en  résulte,  par  ce  qui  précède,  que  l(i  série 

ui^  -^  u-i^'-i-. .  .-\-  «„0«  +  . . . 

est  cojwergente  avec  un  reste  limité  par  V inégalité 

^      ■>.  "„+i 
moil  \\„ 


iiioJ(0  —  1) 


101.  En  prenant  enfin  6  =  —  i ,  on  trouve  comme  cas  particulier 
que  la  série 

—  Ui--  U,—  ?(3 -4-... -i- (—!)«;<„  H-..  . 

est  convergente  et  qu'on  a  numériquement  Il„  ^  «/<+i  •  En  outre, 
sa  somme  —  «,  +  R,  est  toujours  négative  parce  que,  numéri- 
quement, R,  ne  peut  surpasser  u-^  qui  est  <!  '/|- 
Il  est  évident,  d'après  cela,  que  la  série 

est  aussi  convergente,  mais  avec  une  somme  toujours  positive. 

102.  Les  séries  dont  les  termes  finissent  par  être  réels  et  d'un 
même  signe  donnent  lieu  à  quelques  observations  générales. 
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I.  Quand  une  semblable  série  est  diverf^cnlr,  sa  somnte  rsl 
nécessairement  in  finie,  l'^n'cctiveinenl,  la  valeur  minu-rique  de  S„ 
finit  par  croître  sans  cesse  avec  n\  S„  serait  donc  une  variante 
convergente  contrairement  à  lMiv|)Ollu:sc,  si  cette  valeui-  numé- 
rique ne  croissait  pas  indéfiniment  (38). 

On  peut  vérifier  l'exactitude  de  cette  observation  dans  le  cas 
particulier  considéré  ci-dessus  (98,  I);  mais  elle  ne  s'applique  pas 
à  toutes  les  séries  divergentes.  Par  exemple 

a  —  a  ~  a  —  a  ~t-  .  . . 

est  une  série  divergente  quand  a  n'est  pas  nulle,  parce  que  son 
terme  général  n'est  pas  infiniment  petit  (97);  cependant  sa  somme 
n'est  pas  infinie,  parce  que  S„  ne  prend  jamais  que  les  valeurs  a 
ou  o,  suivant  que  n  est  impair  ou  pair. 


IL 

Soient 

(7) 

iti- 

^lU-^.. 

. .  -1-  U. 

(8) 

u\- 

—  «2  -i-.  . 

.  .-^  U'i 

deux  séries  de  cette  espèce  et  |fO,|,  |«,'J  les  valeurs  numériques 
de  leurs  termes  de  même  rang  n.  Si  Von  finit  par  avoir 


et  si  la  seconde  est  convergente,  la  première  V est  aussi,  et  son 
reste  ne  peut  surpasser  le  reste  correspondant  de  cette  der- 
nière. 

Le  premier  point  résulte  de  l'inégalité  finale  évidente 

I  ^n,p  1  =  1  '^/ij/M 

combinée  avec  la  propriété  de  S),  de  tendre  vers  zéro  pour  n  infini 
à  cause  de  la  convergence  de  la  seconde  série.  Le  second  point  est 
ce  que  donne  la  même  inégalité  poury^  infini. 

IIL   On  prouvera  de  même  que  la  série  {-)  est  divergente  si 
la  série  (8)  l'est,  et  si  Von  a  finalement  au  contraire 


M. 
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IV.  La  série  (7)  est  convergente  si  la  série  (8)  l'est,  et  si  ii 
partir  de  n^^  on  a  toujours 


Un.    ""    a'„ 


En  multipliant  membre  à  membre  les  inégalités  provenant  de 
celle-ci  par  l'attribution  des  valeurs  v,  v  +  i ,  .  .  . ,  N  —  1  à  /?,  on 
trouve  quel  que  soit  N 

I         I  .'  I  "v       ,1 


On  en  conclut,  quels  que  soient  /?,  p  à  partir  de  n  =  v, 
d'où  pour  /i  infini 


IS       i'     —  S' 
1  "v 


lim  I  Sn,p  U    -7-  lim  S^^,,  |  =  o, 
I  "v  I 

à  cause  de  la  convergence  supposée  de  la  série  (8). 
J^e  là,  on  conclut  encore 


u' 


<9)  |R«I^ 

en  appelant  ï\„,  R)^  les  restes  correspondants  des  deux  séries. 

V.   On  prouve  de  la  même  manière  que  la  série  (7)  est  diver- 
gente si  la  série  (8)  l'est,  et  si  l'on  a  finalement  au  contraire 


VI.   Par  exemple,  nous  verrons  bientôt  (113,  inf.)  que  la  pro- 
gression géométrique,  à  raison  positive  p, 


est  convergente  ou  divergente  selon  que  p  est  ou  non  inférieur  à  i . 
En  réduisant  donc  la  série  (8)  à  cette  progression,  les  alinéas  IV, 
V  conduisent  à  ces  deux  règles  particulières  : 

Une  série  telle  que  (~)  est  convergente,  quand  le  /apport 
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(l'un  irrnic  an  précédent  finit  par  rester  inférieur  à  une 
ijuantilé  invariable,  elle-même  inférieure  à  \,  en  particulier 
((uand  il  tend  vers  une  quantité  de  cette  espèce. 

Elle  est  divergente,  quand  ce  rapport  finit  par  rester  supé- 
rieur à  I,  en  particulier  quand  il  a  pour  limite  une  quan- 
tité >»  I . 

103.  Pour  que  la  série  (i),  à  termes  quelconques  réels  ou 
imaginaires,  soit  convergente,  il  suffit  que  la  série 

(10)  U1-J-U2  — .  ..--u„-i-.  .  . 

formée  par  les  modules  de  ses  termes  le  soit  ell e-ménie . 

Comme  S«  p  est  la  somme  de  (|uanlilés  dont  les  modules  'J^^,, 
^«+2i  •  •  •  ?  ^n-irP  onit  pour  somme  S«  ^,  expression  analogue  pour  la 
série  (10),  on  a  toujours  (62) 

d'oi'i  limS/^^^^o  si  cette  série  (10)  est  convergente,  car  alors  on 
a  nécessairement  limS„^^  =  o. 

La  somme  et  le  reste  de  la  série  (i)  ont  alors  des  modules 
inférieurs,  égaux  au  plus,  à  la  somme  et  au  reste  semblable 
de  la  série  (10),  ce  dont  on  s'assure  par  le  même  raisonnement. 

La  convei'gence  de  la  série  (10)  n'est  pas  nécessaire  à  celle  de 
la  série  (1).  Par  exemple,  la  série 

(11)  h-— ...-^(—ij«+i  - -;-... 

12  3  11 

est  convergente  (101),  tandis  que  celle  des  modules  de  ses  termes 

12        3  n 

est  divergente  (98).  Mais  les  séries  dont  la  convergence  a  pour 
cause  celle  des  séries  formées  par  les  modules  de  leurs  termes, 
c'est-à-dire  qui  restent  encore  convergentes  quand  les  termes  y 
sont  remplacés  par  leurs  modules,  jouissent  de  propriétés  spéciales 
de  la  plus  haute  importance  qui  les  rapprochent  tout  à  fait  des 
polynômes   véritables:    on   les   dit  souvent  absolument  ennver- 
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gentes.  C'est  principalement  pour  les  autres  séries  qu'il  faut  se 
garder  de  l'assimilation  contre  laquelle  nous  prévenions  le  lecteur 
au  n°  94.  Nous  en  aurons  la  preuve  dans  un  instant. 

Groupement,  déplacement  et  décomposition  des  termes  d'une  série. 

104.  Dans  une  série  convergente  quelconque 

(l)  «l-f- «2-1-- ••-(-««-!-•■ -1 

on  peut  toujours,  à  condition  de  ne  déplacer  aucun  de  ses 
termes,  les  grouper  arbitrairement  sans  détruire  sa  conver- 
gence ni  altérer  sa  somme. 

Soient  U',  U",  .  •  . ,  U'"^',  ...  des  sommes  de  groupes  de  termes 
consécutifs  formés  d'une  manière  quelconque  à  la  suite  les  uns 
des  autres;  nous  voulons  dire  que  la  nouvelle  série 

{'i)  U'+U"  +  ...-HUi>'t+... 

est  convergente  et  a  une  somme  égale  à  celle  de  la  proposée.  Si 
l'on  nomme,  en  effet,  n  l'indice  du  terme  de  la  série  (i)  qui  est  le 
dernier  de  ceux  dont  U'"^*  est  la  somme,  il  est  évident  que  la  somme 
des  N  premiers  termes  de  (2)  est  toujours  égale  à  celle  des  n  pre- 
miers de  (i),  par  suite  qu'elle  a  même  limite  pour  N  infini,  car 
alors  /7^N  ne  peut  manquer  de  croître  indéfiniment  aussi. 

105.  Si  les  modules  des  termes  de  {i)  forment  aussi  une  série 
convergente 

(  3 )  Ol  -r-  Uo  -^  •••  +  'J«  -+-•-•  1 

toute  série  partielle 

(4)  u'^u"-^... 

formée,  mais  sans  répétition,  avec  des  termes  pris  au  hasard 
dans  lasérie  (i)  est  aussi  convergente. 
La  série 

(5)  i'i-l-  f2-f-.  .  .-4-f„2+.  . . 
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ayant  pour  trimes  les  sommes  de  semblables  séries  partielles, 
est  ai/ssi  convers'enfe  si  ces  séries  ont  été  formées  successivement 
au  hasard,  mais  sans  répétition,  c^est-à-dire  si  aucune  d^dlrs 
ne  contient  un  terme  de  [\)  figurant  déjà  dans  (juelqn  une  des 
prck'édentes. 

.Si,  en  outre,  ces  séries  partielles  ont  été  formées  sans  omis- 
sion, c'est-à-dire  si  m  peut  être  pris  assez  grand  pou/-  que 
les  m  premières  contiennent  tels  termes  de  la  proposée  qu\>n 
voudra,  la  série  (5)  a  même  somme  cjue  cette  dernière. 

Considérons  la  somme  de  termes  consécutifs  de  rangs  quel- 
conques dans  la  série  partielle  (4),  dont  nous  appellerons  /i+  i, 
n -{- p  le  plus  petit  et  le  plus  grand  des  rangs  qu'ils  occupaient 
dans  (i).  Le  module  w  de  cette  somme,  qui  est  au  plus  égal  à  la 
somme  des  modules  des  termes  en  question  (62),  peut  encore 
moins  surpasser  S„^^,  somme  des  p  termes  suivant  le  /z''"'" 
dans  (3),  qui  contient  tous  ces  modules  et  d'autres  avec  eux  peut- 
être  encore.  D'ailleurs,  et  cela  parce  qu'il  n'y  a  pas  eu  répétition 
dans  la  constrviction  de  la  série  partielle  (4),  n  augmente  indéfi- 
niment avec  les  rangs  qu'occupent  dans  cette  série  partielle  les 
termes  du  groupe  considéré.  Donc  '^n,p  tend  vers  zéro  parce 
que  (3)  est  supposée  convergente;  to  aussi  à  plus  forte  raison,  ce 
qui  entraîne  la  convergence  de  (4)- 

Considérons  en  second  lieu  la  somme 

des  q  termes  suivant  le  nt"^'^  dans  la  série  (5),  et  soit  /^  4- 1  le 
moins  élevé  des  rangs  occupés  dans  (i)  par  les  termes  de  cette 
dernière  série  qui  ont  été  sommés  partiellement  pour  former  les 
diverses  parties  de  T,„^y.  Les  modules  de  ces  derniers  termes  figu- 
rent tous,  mais  avec  ceux  d'autres,  dans  R/^,  reste  de  la  série  (3) 
arrêtée  à  son  terme  de  rang  n;  d'où,  comme  tout  à  l'heure, 

modT,,,,^  <  R,j. 

En  outre,  et  parce  qu'il  n'y  a  pas  eu  répétition  dans  la  formation 
successive  des  termes  de  (5),  n  augmente  indéfiniment  avec  m. 
On  a  donc  lim  [1,^  =  0,  ce  qui  entraîne  limT,„^^  =  o  indépendani- 
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ment  de  toute  variation  simultanée  de  q  et,  par  suite,  la  conver- 
gence de  la  série  (5). 

Appelons  enfin  !',„  la  somme  des  m  premiers  termes  de  (5), 
Unj^K  le  premier  des  termes  de  (i)  qui  n'ont  pas  été  employés  à 
leur  formation,  et  S,i  la  somme  des  n  premiers  termes  de  cette 
même  série  qui  ainsi  figurent  tous  dans  T„,.  11  est  clair  que  la 
différence 

ne  se  compose  encore  que  de  termes  de  (i)  dont  les  modules  figu- 
rent dans  R„,  d'où 

mocl(T,„  —  S„)  <  R;,. 

Mais,   comme  la  série  (5)  a   été  construite   sans  omission,  la 

croissance  illimitée  de  m  entraîne  celle  de  /?.  ;  R«  tend  donc  vers 

zéro,  le  premier  membre  de  cette  inégalité  à  plus  forte  raison,  et 

l'on  a  bien 

liin  T„,  =  lim  S„. 

106.  Comme  les  suites  partielles  analogues  à  (4)  peuvent  fort 
bien  être  limitées  et,  par  exemple,  ne  contenir  chacune  qu'un 
terme,  un  déplacement  arbitraire  des  termes  d'une  série  ne 
détruit  pas  sa  convergence  et  ne  change  pas  sa  somme,  pourvu 
qu'elle  reste  convergente  quand  on  y  réduit  cliaque  terme  à 
son  module. 

Ceux,  qui  commencent  l'étude  des  séries  les  assimilent  trop 
facilement  à  des  sommes  de  quantités  en  nombre  limité,  et  ils  ont 
habituellement  quelque  peine  à  concevoir  la  nécessité  de  cette 
condition.  Il  faut  donc  la  leur  faire  toucher  du  doigt  par  un 
exemple  numérique. 

Formons  la  série 

((^\  I        I        I        I        I 

(o)  I  4- 7— 


en   écrivant   indéfiniment  dans   leur    ordre    de    succession    deux 
termes  positifs  et  un  terme  négatif  de  la  série 


(7) 
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déjà  considérce  au  n"  103,   série  que  nous  savons  convcrgenlc 
tandis  que  celle  des  modules  de  ses  termes  est  divergente. 

En  appelant  S^  la  somme  des  l\k   premiers    termes   de  ('-), 
T;,/i-  celle  des  3/,-  premiers  de  (()),  et  en  posant,  j)our  abréger, 


I 


A:  -f- 1        k-^-i       "  '      k  -T-  k 

on  a  évidemment 

T3A  — Su=  -  Vk. 

En  faisant  successivement  /i  =  2^  .  .  . ,  A  dans  l'égalité  évidente 
I  II  I  I 

2  A  —  1  2  A-  fc  2  A"  —  I  2  A 

ajoutant  membre  à  membre  celles  qu'on  obtient  ainsi,  entre  elles 
et  avec 


il  rest( 


1  I 

t'i  =  -  =  I , 

2  2 


_         I        I        1  I  I 

2        3        4  2  X:  —  I        2/1 


d'où  limi'/;.  =  S,  somme  de  la  série  (-)  qui  est  une  quantité  posi- 
tive (  101),  puis 

3 

limT3;t=  -  S. 
2 

La  série  (6)  est  donc  convergente,  mais  sa  somme  surpasse 
de  ^S  celle  de  la  série  (7),  bien  que  l'une  et  l'autre  ne  difTcrenl 
que  par  l'ordre  de  succession  des  termes. 

Les  termes  positifs  de  la  série  (7)  forment  une  série  dont  la 
somme  est  infinie,  parce  que  leurs  dénominateurs  sont  en  progres- 
sion arithmétique  (98);  de  même  pour  les  termes  négatifs.  On 
peut  donc,  indéfiniment  et  alternativement,  écrire  les  unes  à  la 
suite  des  autres,  sans  omission  ni  répétition,  une  somme  de  termes 
positifs  et  une  autre  de  termes  négatifs,  surpassant  toutes  en  valeur 
absolue  une  môme  quantité  positive  a  prise  à  volonté.  En  opérani 
ainsi,  on  obtient  une  série  composée  qui  est  divergente  parce  que, 
si  loin  qu'on  s'y  transporte,  on  n'y  rencontre  jamais  que  des 
termes  dont  les  valeurs  numériques  surpassent  a. 
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Ajoutons  enfin  qu'à  eux  seuls,  les  termes  positifs  ou  les  termes 
négatifs  de  la  même  série  formeraient  une  série  partielle  diver- 
gente. 

107.   Inversement,  soit  ^ 

(8)  t.'i+ ('2  +  .  ..-^r,„-t-.. . 

une  série  convergente   dont  les  termes  sont    eux-mêmes  des 
sommes  de  séries  convergentes 

iu\  -^  u'[  -1-  . . .  -T-  m'/"  — . . . , 
a',  -+-  "';  -h...—  iiS,"'-^.  ... 
(9) 

u',„-^  u",„~.  ..+  11 


In) 

nt    ■     '^'■in 


Si  les  séries 

©2    =  u!,  H-  'j!^   -1- ...  m-  u',"'  -(-  .  . 
(lO) 

m'     -^  •>"    _4_  _|_  11!") 


."    _1_         _J_  1."" 


'1)1  —  ^in  ">     "^  ni 


formées  par  les  modules  des  termes  des  précédentes  sont  aussi 
convergentes,  et  celle  aussi 

(il)  'f,-1-  (5,  -i-.  ..-^Ç,„ -+-..., 

qui  a  leurs  diverses  sommes  pour  termes,  une  série 

(l2)  Ui-{-  Ui-\- . .  .^- us-^- •  •• 

formée  d'une  manière  quelconque  mais  sans  répétition  ni 
omission  avec  les  termes  élémentaires  des  séries  partielles  (9), 
est  convergente  et  a  même  somme  que  la  proposée  (8). 

Etablissons  d'abord  la  convergence  de  la  série 

(  1  3  )  VJl  ^-  ^2  -t-  •  •  •  -i-  'J.N  -i-  •  •  •  , 

formée  par  les  modules  des  termes  de  (12),  et  pour  cela  consi- 
dérons la  somme 

(\f,\  O  —   *       -1-  o(«l_^  0(1)  _!_  _:_  n'") 
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des  restes  tant  de  la  série  (i  i)  que  des  m  premières  du  groupe  (lo), 
arrêtées  l'une  à  son  terme  de  rang  /?i,  les  autres  à  leurs  termes  de 
rang  commun  n. 

Si  dans  le  tableau  (lo)  on  trace  un  angle  droit  comprenant  entre 
ses  côtés  tous  les  termes  ayant  des  indices  "^m  et  des  accents  ^/?, 
l'expression  (i4)  résulte  évidemment  d'une  sommation  de  tous  les 
termes  extérieurs  à  cet  angle;  par  suite  elle  diminue  toujours 
quand  m,  n  augmentent  séparément  ou  ensemble,  car  alors  les 
côtés  de  cet  angle  se  déplacent  de  manière  à  faire  passer  des  termes 
de  son  extérieur  à  son  intérieur. 

D'autre  part,  cette  même  somme  peut  être  rendue  plus  petite 
qu'une  quantité  positive  8  de  petitesse  arbitraire;  car  il  suffit  pour 
cela,  ce  que  nos  hypothèses  rendent  possible,  de  prendre  m  puis  n 
assez  grands  pour  que  les  termes  de  Q//i,«  soient  inférieurs,  le  pre- 
mier à  -  et  chacun  des   m  autres  à Cette  somme  constitue 

donc  une  variante  aux  indices  m,  n  qui  est  infiniment  petite. 

Maintenant,  la  somme  l\p  des  P  termes  suivant  le  N"^'"*^  dans  la 
série  (i3)  est  certainement  inférieure  à  O^,»?  et  cela  quel  que 
soit  P,  si,  comme  il  est  permis  de  le  supposer,  N  a  été  pris  assez 
grand  pour  que  les  N  premiers  termes  de  (i3)  comprennent  les  n 
premiers  de  chacune  des  m  premières  séries  (lo);  car  alors  les 
termes  de  V^p constituent  au  plus  une  partie  de  ceux  dont  la  som- 
mation donne  fim,»-  Comme  ^m,n  est  une  quantité  infiniment 
petite,  1\ j,  l'est  aussi  pour  N  infini,  ce  qui  entraîne  bien  la  con- 
vergence de  ce  que  devient  la  série  (12)  quand  chaque  terme  > 
est  remplacé  par  son  module. 

Cela  posé,  l'application  du  théorème  du  n"  lOo  à  la  série  (8). 
résultant  simplement  du  déplacement  et  du  groupement  des 
termes  de  cette  dernière  sans  omission  ni  répétition,  montre  im- 
médiatement qu'elle  a  même  somme. 

Quand  les  conditions  posées  ne  sont  pas  remplies,  les  consé- 
quences déduites  de  leur  existence  peuvent  cesser  de  subsister. 

Par  exemple,  la  série 

(,_!)  +  (, __!)  +  ..., 

c'est-à-dire 

o -H o-^. . . , 
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est  convergente;  mais  la  série 

2  -f-  2  H-.  .  ., 

formée  par  les  sommes  des  modules  des  diverses  parties  de  ses 
termes,  ne  l'est  pas.  Aussi  la  série 

I  —  I    r-  1  —  I  -4- ... , 

qui  a  pour  termes  ces  parties  elles-mêmes,  n'est  pas  même  con- 
vergente (07). 


Addition,  soustraction  et  multiplication  des  sommes 
de  plusieurs  séries. 

108.   Si  des  séries  convergenLes  ont 

Ufi ,       Uni       •  •  •  1       U,i 

pour  termes  de  rang  n  respectivemenl  et 

S',     S".     ....     S(/') 
pour  sommes  ;  si  en  outre 
(l)  a' ,     a",      .  .  .,     a"'' 

sont  des  coefficients  donnés  en  même  nombre,  la  série  dont 

lin  =  «' w«  -H  a"  u'n  -^  •  ■  •  --  «'^''  «//'* 

est  Le  terme  de  rang  n  est  aussi  convergente,  et  sa  somme  S  se 
calcule  au  moyen  de  la  même  relation  linéaire  et  homogène 

S  =  a' S'  -^  a"  S" -^ ...  -I-  a'*)  S''''' . 

Entre  les  sommes  des  n  premiers  termes  de  toutes  les  séries 
considérées,  on  a  évidemment  la  même  relation 

S„  =  a'S/'j-h  a"S;',  -f- .  . .  —  a''<-i  S}/'', 

d'où   l'on   déduit  immédiatement  la  précédente  en  passant  aux 
limites  (81). 
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109.  En  1  reluisant  soit  le  nombre  /{  à  i,  soit  les  coellicicnLs  (i) 
à  =b  I ,  on  trouve  ces  corollaires  très  souvent  appliqués. 

On  mu lltplic  ou  Ion  divise  pur  une  (juiuuilr  invaiidhlc 
donnée  la  somme  d'u/te  série  convergente,  en  exéculunt  la 
même  opération  sur  tous  ses  termes. 

On  combine  par  voie  d'addition  ou  de  soustraction  les 
sommes  de  plusieurs  séries  convergentes,  en  combinant  de  la 
înéme  manière  leurs  termes  de  rangs  égaux  dans  foutes. 

HO.    Quand  plusieurs  séries 

(2)  '^U,n,       Zl'„,       ^W,,.       ... 

sont  convergentes,  elles  et  les  séries 

formées  par  les  modules  de  leurs  termes,  les  produits  partiels 
de  termes  pris  respectivement  dans  chacune  déciles  de  toutes 
les  manières  possibles  forment  une  série  qui  est  convergente, 
même  quand  on  réduit  ses  termes  à  leurs  modules,  et  dont  la 
somme  est  égale  au  produit  de  celles  des  proposées. 
Plus  brièvement,  la  série 

1  (  U,n  4',;  l^>  .  .  .  ) 

et  celle  des  modules  de  ses  termes  sont  convergentes,  et  Von  a, 
comme  s'il  s'agissait  de  simples  polynômes, 

-  (  Um  Vn  "',,.  ••)  =  (-  U,„){I.l>n){^iV,j) 

I.  Traitons  d'abord  le  cas  où  il  s'agirait  des  deux  premières 
séries  seulement;  écrivons  les  termes  de  la  série 

dans  un  ordre  tel  que  la  somme  des  indices  de  leurs  facteurs  n'aille 
jamais  en  diminuant,  et  considérons  dans  cette  série  un  groupi- 
quelconque  de  termes  consécutifs  que  nous  désignerons  par  (/?,  q). 
en  appelant  q  la  plus  grande  somme  que  dans  chacun  d'eux  les 
indices  de  ses  deux  facteurs  puissent  donner,  et  p  le  plus  grand 
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entier  dont  le  double  soit  inférieur  à  la  plus  petite  somme  des 
mêmes  indices. 

Tous  les  termes  de  (p,  q)  figurent  évidemment  dans  le  dévelop- 
pement du  produit 

(Uo-f-'Jl-l-.  ..-hU/,-f-'Jj„  +  i-+-.  .  .-)-Uf/)(<po-f-Ç))-1-.  ..-4-Ç);,-!-0/;+i-l-.  .  .-H  cp,), 

mais  aucun  d'eux  dans  celui  du  produit 

Par  suite,  ils  sont  tous  contenus  dans  la  somme  de  quantités 
positives  obtenue  en  retranchant  le  second  développement  du 
premier  et  en  edacant  les  termes  qui  se  détruisent;  d'où 

(      —  ('J/^+l-i-.    ..-^•Jg){Oi,  +  X-^..    .-4-Cp^). 

Quand  le  rang  occupé  dans  la  série  (4)  par  le  premier  terme 
du  groupe  (/>,  q)  augmente  indéfiniment,  les  entiers  p  <iq  crois- 
sent aussi  sans  limite.  Il  en  résulte,  à  cause  de  la  convergence  des 
deux  premières  séries  (3),  que  dans  le  second  membre  de  l'inéga- 
lité précédente,  les  deux  facteurs  de  la  première  partie  ont  pour 
limites  le  premier  Su,„  le  second  o,  ceux  de  la  seconde  o,  Scp„, 
ceux  de  la  dernière  o,  o.  On  a  donc  lim(/?,  q)  =  o,  et  la  série  (4  ) 
qui  a  précisément  pour  ternies  les  modules  de  ceux  de 

(5)  UqVq-+-  UiVq^  U0V1-+-  U^Vq-t-  UyVi^  UqV<i-^.  .  . 

est  convergente. 

Cette  dernière  l'est  donc  aussi  (103),  et  on  peut  lui  faire  subir 
les  opérations  spécifiées  dans  l'énoncé  du  théorème  du  n"  105.  On 
trouve  ainsi  que  sa  somme  est  égale  à  celle  de  la  série  qui  a  pour 
termes  les  sommes  des  séries  partielles 


U„ii>o^  U,nVi^  U,nV-2 
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c'est-à-dire  (100)  à 

»0  -  t'«  -f-  M 1  ^  t'„  -f-  .  .  .  4-  U,n  S  f  „  -+-  .  .  .  =  (  «0  -+-  "1  +  •  •  .  )  -  t'/J  —  <'  -  "m  )  (  -  t'/J  )• 

On  a  donc  Lien 

II.  Les  modules  des  termes  de  (5)  formant  ainsi  une  série  con- 
vergente, on  peut  appliquer  ce  qui  précède  à  cette  nouvelle  série 
et  à  la  troisième  des  proposées  (2).  On  trouve  ainsi 

-  (  Um  V,i  W,,  )  =  ^  [  (  Um  Va  )  '^'/^  ]  =  [  -  (  "/«  <'«  )  ]  (  -  ^'^ l>  ) 

et  de  même  successivement  pour  toutes  ces  séries  (2)  quel  qu'en 
soit  le  nombre,  parce  que  l'on  ne  rencontre  jamais,  comme  pro- 
duits transitoires,  que  des  séries  dont  les  termes  ont  des  modules 
en  séries  convergentes. 

Ceci  achève  la  démonstration  de  cette  importante  proposition, 
qui  évidemment  s'applique  à  la  formation  non  seulement  du  pro- 
duit des  séries  (2),  mais  encore  de  leui'S  puissances  entières  et 
cV  un  produit  quelconque  de  semblables  puissances. 

in.  La  combinaison  des  deux  théorèmes  précédents  montre 
plus  généralement  que,  si  des  séries  données  restent  convergentes 
quand  leurs  termes  se  réduisent  à  leurs  modules,  toute  expres- 
sion entière  par  rapport  à  leurs  sommes  se  développe  exacte- 
ment comme  si  ces  séries  se  réduisaient  à  de  simples  polynômes, 
en  une  autre  dont  les  modules  des  termes  sont  aussi  en  série 
convergente. 
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Convergence. 

H2.  Une  série  dépendant  de  plusieurs  variables  indépen- 
dantes X,  y^  z,  ...  est  dite  entière,  quand  ses  divers  termes  sont 
des  monômes  dissemblables  en  x,  y,  z,  ....  Par  exemple, 

a;^-i- cixx  ~- a^x- -  . .    ~a,nX'n~-... 

est  une  série  entière  en  x^  et 

a,n,nx'"y'^,         a„i^,,^pX'ny"zP 

sont  les  tjpes  des  termes  généraux  de  semblables  séries  à  2  et 
3  variables,  les  coefficients  ciq,  .  .  .,  «m,  •  •  •;  «/«,«,  am,n,p  étant, 
bien  entendu,  des  constantes.  Nous  ne  parlons  pas  de  l'ordre  de 
succession  des  termes  parce  qu'il  est  indifférent  dans  les  circon- 
stances générales  oii  l'on  a  à  considérer  des  séries  entières  (H6,  III, 
in/.). 

Les  séries  de  cette  espèce  jouent  un  rôle  immense,  aussi  bien 
dans  les  Mathématiques  pures  que  dans  les  Sciences  physiques. 
Nous  les  considérons  même  comme  formant  exclusivement  la 
matière  de  toutes  les  théories  qui  se  rattachent  naturellement  à 
l'Analyse  infinitésimale. 

Elles  comprennent,  comme  cas  particuliers,  les  polynômes  en- 
tiers, dans  lesquels  elles  dégénèrent  évidemment  quand  tous  leurs 
coefficients  se  réduisent  à  zéi'O  au  delà  d'un  certain  rang.  D'une 
manière  générale,  on  peut  dire  qu'elles  jouissent  de  toutes  les 
propriétés  des  fonctions  entières  qui  n'impliquent  pas  la  notion  de 
degré;  et  les  démonstrations   s'en  font  exactement  de  même,  à 
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pari  le  surcroît  de  complicallon  provenanl,  pour  les  séries,  de  la 
nécessité  de  se  préoccuper  de  leur  convergence. 

Dans  une  série  oiilirrc,  comme  dans  un  polvnùine  (29),  il  \  ;i 
quelquefois  à  distinguer  les  termes  cjjectifs,  c'est-à-dire  pourvus 
de  coefficients  non  =o,  de  ceux  dont  les  coefficients  s'évanouis- 
sent. 

113.  La  plus  simple  des  séries  entières  est  celle  dont  tous  les 
coefficients  se  réduisent  à  i 

(i)  'Z{x'"y"zP . . .  )=  I  -^x-^y-^z-^...-^x--^y^-^z^^yz-^...~-x^~... 

et  qui  est  en  quelque  sorte  une  progression  géométrique  à  plu- 
sieurs raisons.  Sa  théorie,  qui  doit  précéder  celle  des  autres,  se 
résume  dans  l'énoncé  suivant. 

La  série(i)  est  convergente,  ainsique  celle  des  modules  deses 
termes,  quand  les  modules  ^,t, ,  s?  •  •  •  (l<^'>  valeurs  des  variables 
sont  tous  inférieurs  à  i;  sa  somme  est  alors 


{\  —  x){i—y)(\  —  z)... 
Elle  est  divergente  dans  tous  les  autres  cas. 

Le  dernier  point  est  évident,  car  si  ;,  par  exemple,  est  ^  i ,  le 
ternie  x"^  a  aussi  un  module  ^"*  toujours  ^i,  et  le  terme  général 
ne  tend  pas  vers  zéro  (97). 

Quand,  au  contraire,  on  a 

;<i,     ^-<i,     ?<i'     •••, 

la  variante  ;"*  =  modx"*  tend  vers  zéro  pour  ///  infini  (o2,  I).  Le 
premier  membre  de  l'identité 

1~~  X  —■  X-  -^.  .  .-T-  X'"  —  '■ =  ■ ■ 

\   —  X  I  X  I  —  X 

a  donc  pour  liniile  la   première  partie   de  son  second  membre, 
puisque  la  dernière   partie  de   celui-ci   a   un  module   infiniment 
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petit,  d'où 


(2)  ■    puis  de  même 


Sj«  =  ■ ,  ZzP=  ,  ..., 

i—y  i—z 

et  chacune  de  ces  séries  reste  convergente  quand  on  réduit  ses 
termes  à  leurs  modules;  car  S^'",  par  exemple,  n'est  pas  autre  chose 
que  ce  que  devient  S.27™  par  l'attribution  à  a:  de  la  valeur  ç  con- 
stituant une  quantité  dont  le  module  est  <;  i . 

Le  théorème  du  n"  110  est  donc  applicable  aux  séries  (2),  et  il 
conduit  immédiatement  à  celui  dont  nous  nous  occupons,  en  par- 
ticulier à  la  relation 

I.(x">y"zP. . .)  = 


{i  —  x){i—y){i  —  z). 


i  14.  Si,  pour  certaines  valeurs  des  variables 

(3)  cr-X,        j  =  Y,         z  =  Z, 

le  terme  général  de  la  série  entière  quelconque 

(4)  ^{a,„,n.,,,...x'"y'^zP...) 

est  fini,  à  plus  forte  raison  si  celte  série  est  convergente  (07), 
elle  Vest  aussi,  elle  et  celle  des  modules  de  ses  termes,  pour 

(5)  moda?  <  inodX,     modj'<modY,     mod2<modZ,      .... 

Si  au  contraire  elle  est  divergente  pour  les  valeurs  (3),  elle 
Vest  aussi  pour 

(6)  mod.r>modX,     modj'>modY,     mod^>modZ,     .... 
I.   Si  la  série 


est  convergente  et  celle  aussi  des  modules  de  ses  termes 

(7)  'Ji-f- 02-r-. .  .-T- u„-;-.  .., 


(a  se  ru 


(«) 
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obtenue  en  multipliant  son  terme  général  par  une  variante 
finie  v,n,  jouit  des  mêmes  propriétés. 

Par  liypolhèse,  '-p«  module  de  v„  salisfail  quel  que  soil  n  à  l'iné- 
f;alité  '-p„  <  <I>,  où  <I>  désigne  quelque  quantllé  positive  invariable. 
On  a  done  pour  la  somme  des/)  termes  suivant  le  /i'"""®  dans  la  série 
des  modules  des  termes  de  (8) 


'^n+l  ^«-hl 


-p  <  (  "J/i+l  -+-  '->/j-(-2 


■ '->«+/))*. 


Cette  somme  tend  donc  vers  zéro,  parce  que  celle  entre  paren- 
thèses dans  le  second  membre  est  infiniment  petite  à  cause  de  la 
convergence  de  (7).  Les  modules  des  termes  de  (8)  forment  donc 
une  série  convergente,  ce  qu'il  suffisait  de  constater. 


II.  D'après  les  hypothèses  de  la  première  partie  de  notre  énoncé, 
la  variante 


(9)  «„,,„,p,...X'"Y"Z/\ 

est  finie,  et  la  série 

2[(l)"'(0" 


Z\P 


entière  en 


X       y       z 

X'     Y'     Z'     ■•' 


est  convergente  avec  celle  des  modules  de  ses  termes  (113),  parce 
que  les  modules  de  ces  rapports  sont  tous  <;  i  à  cause  des  inéga- 
lités (5).  Donc  (I)  la  série  proposée  (4),  celle  aussi  des  modules 
de  ses  termes,  sont  toutes  deux  convergentes,  parce  que  son  terme 
général  est  précisément  le  produit  de  celui  de  la  série  (lo)  par  Ja 
variante  (9). 

III.    La   dernière    partie    est   maintenant   évidente;   car,   si    la 
série  (4)  était  convergente  quand  les  inégalités  (6)  ont  lieu,  elle 
M.  —  I.  6 
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le  serait  en  vertu  de  la  première  partie,  cela  contrairement  à  l'hy- 
pothèse, pour  les  valeurs  X,  Y,  Z,  .  .  .  des  variables. 

Ho.  La  notation  graphique  des  quantités  imaginaires  (83  et 
suiv.)  permet  d'énoncer  ce  théorème  dans  des  termes  faisant 
mieux  image  qu'il  est  bon  de  retenir. 

Dans  les  plans  servant  à  la  représentation  graphique  des 
valeurs  de  x,  y,  z,  ...,  traçons  des  cercles  ayant  les  ori- 
gines Ox,  Oy,  Oj,  . . .  pour  centres. 

Si,  quand  X,  y ^  z,  . .  .  tombent  quelque  part  sur  les  circon- 
férences de  ces  cercles,  la  série  (4)  est  convergente,  ou  même 
seulement  si  son  terme  général  est  fini,  elle  est  convergente, 
celle  aussi  des  modules  de  ses  termes,  quand  x^  y,  5,  .  .  .  tom- 
bent toutes  à  rintérieur  de  ces  cercles.  Car  alors  les  modules 
des  variables  sont  tous  inférieurs  respectivement  à  ceux  de  valeurs 
pour  lesquelles  le  module  du  terme  général  est  fini. 

Si,  au  contraire,  notre  série  est  divergente  quelque  part  sur 
les  circonférences,  elle  l'est  certainement  à  l'extérieur  des 
cercles. 

Ces  formes  circulaires  et  centrées  aux  origines,  des  lignes  limi- 
tant ainsi  les  régions  des  plans  où  une  série  entière  tantôt  diverge, 
tantôt  converge,  tient  à  ce  que  le  module  de  chaque  terme  dépend 
exclusivement  de  ceux  des  valeurs  des  variables,  en  variant 
toujours  dans  le  même  sens  que  chacun  d'eux  variant  isolé- 
ment. 

116.  Nous  appellerons  rayons  de  convergence  de  la  série 
entièi'e  (4)  tout  groupe  de  quantités  positives 

(II)  R:r,     Ry,     R.,      ••• 

telles  qu'il  j  ait  convergence  quand  les  modules  des  variables  leur 
sont  respectivement  tous  inférieurs,  et  aussi  cercles  de  conver- 
gence, tout  système  de  cercles  ayant  les  origines  pour  centres  et 
de  pareilles  quantités  pour  rayons.  D'après  cela,  cette  série  con- 
verge toujours  à  rintérieur  de  cercles  de  convergence,  nous 
voulons  dire  quand  les  points  x^y.,  z,  —  servant  à  la  notation 
graphique  des  variables  tombent  tous  dans  ces  cercles. 
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Par  exemple,  pour  la  série  (i),  des  quanlités  positives  quel- 
conques toutes  ^- 1  constituent  un  système  de  rayons  de  conver- 
gence. 

La  t'onnaissance  d'un  système  de  cercles  de  converf^cnce  n'ap- 
prend absolument  rien  sur  les  propriétés  de  la  série  (4)  pour  des 
valeurs  des  variables  non  toutes  intérieures  à  ces  cercles,  en  parti- 
culier pour  celles  tombant  soi  I  à  leur  extérieur,  soit  même  sur  leurs 
oirconférences.  Mais  il  en  est  tout  autrement  si  ces  valeurs  sont 
toutes  intérieures,  ce  qui  est  toujours  sous-entendu  dès  qu'il 
s'agit  d'une  série  entière.  Voici  les  premières  remarques  à  Taire 
quand  cette  condition  est  remplie. 

].  La  série  (4)  étant  convergente  définit  par  sa  somme  une 
certaine  fonction  de  x,  y,  z,  . .  .  (oS)  pour  toutes  les  valeurs 
de  ces  variables  dont  il  s'agit.  C'est  évident. 

II.  Les  modules  de  ses  termes  sont  toujours  en  série  conver- 
gente. Comme  on  a  efTectivement 

1110(1  a^  <  Rj;,         moày  <  R, ,         niocl:;  <  Rz,  .... 

on  peut  toujours  satisfaire  aux  inégalités 

mod  X  <  Wy.  <  Rx,         modjK  <  Rj  <  Ry, 

par  l'attribution  de  certaines  valeurs  positives  à  R^.,  R'.,  RI,  .... 
Cela  posé,  le  point  en  question  résulte  immédiatement  du  théo- 
rème du  n"  114,  puisque  par  hypothèse  la  série  est  convergente 

pour 

iiioda^  =  R^,         moày  =  R^ ,         .... 

III.  L ordre  dans  lequel  on  peut  écrire,  grouper  aussi,  les 
lerines  de  la  série  est  indifférent  (II),  (105),  (106). 

IV.  Des  termes,  pris  à  volonté  dans  la  série  (  |"),  forment 
une  série  entière  partielle  qui  a  mêmes  cercles  de  convergence 

(II),  (105). 

V.  Si  dans  la  série  {/{)  tous  les  termes  efj'ectifs  (112)  sont 
divisibles  par  le  même  monôme  entier  x^y  z^ . .  .,  les  quotients 
de  ces  divisions  j'orment  une  nouvelle  série  entière  (pii  a  mémos 


84  PREMIÈRE    PARTIE.   —   PRIN'CIPES   GÉNÉRAUX. 

cercles  de  convergence  que  la  proposée  et  dont  la  somme  est  le 
cjuotient  de  celle  de  cette  dernière  par  x^y'^  z^ .  . .  (109). 

YI.  On  peut  donc  ordonner  la  série  (4)  exactement  comme 
un  polynôme  entier,  par  rapport  à  tel  groupe  partiel  de  ses 
variables  qu'on  voudra;  les  coefficients  des  puissances  et  pro- 
duits de  puissances  des  variables  dont  il  s'agit  sont  alors  des 
séries  entières  par  rapport  aux  autres  variables,  ayant  toutes 
pour  cercles  de  convergence  ceux  de  la  proposée  qui  limitent 
les  valeurs  de  ces  dernières. 

Vil.  Pour  toutes  valeurs  des  variables,  intérieures  à  des 
cercles  de  convergence  communs  à  plusieurs  séries  entières,  on 
peut,  comme  si  elles  étaient  de  simples  polynômes  entiers, 
développer  en  une  nouvelle  série  entière  admettant  les  mêmes 
cercles  de  convergence,  toute  expression  entière  formée  avec 
leurs  sommes.  Car  les  modules  des  termes  de  chacune  étant  alors 
en  série  convergente  (H),  l'observation  générale  du  n"  111  est 
applicable. 

117.  Pour  toutes  valeurs  de  x,  y,  s,  ...  non  extérieures  à 
des  circonférences  décrites  des  origines  Ox,  Oy,  Os,  .  .  .  comme 
centres  avec  des  rayons 

r;,    r;,,    ri,    ... 

respectivement  inférieurs  aux  rayons  de  convergence  (ii),  on 
peut  assigner  une  limite  supérieure  My;  indépendante  de  x,y, 
z,  .  . .  et  tendant  vers  zéro  pour  k  infini,  à  la  somme  de  la  série 
formée  par  les  modules  des  termes  de  'fk{^,  y-,  •  •  •)'  ''^-s^e  de  la 
série  (4)  arrêtée  à  son  k^^"^^  term.e,  et,  à  plus  forte  raison,  à 
moàok{x,y,  .  ..). 

En  posant  pour  abréger 

niocla,„,„,...=  a,„,„^...,         modj- =  ç,         modj  = -/;,  ..., 

et  appelant  R^,  RL  ...  de  nouvelles  quantités  positives  choisies 
arbitrairement  sous  les  conditions 

Ri<R:,<R^,      r;.<r;'<r^, 
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la  varianle  a^^„  ...R^"'R""  .  .  .  est  infiniment  petite  pour  m,  n,  ... 
tous  infinis  et  à  plus  forte  raison  finie,  parce  que,  à  l'intrrieur  des 
cercles  de  convergence  de  la  série  (4),  les  modules  de  ses  ternies 
sont  toujours  en  série  convergente  (1 IG,  II).  Il  existe  ainsi  quelque 
quantité  positive  A  donnant,  quels  (juc  soient  /??,  /?,  .  .  . , 

donnant  par  suite,  pour 

^^Rx,  V^-^Ry,  •••• 

1  inégalité 

=<= «ï"''?'--)(i|)"'(é)"--<Ké)'"(>|)"<- 

et,  à  plus  forte  raison, 

mod(a,„,„,...a7'«7«. . .)  <^(-^)"[-^y<---- 

Gomme  les  fractions  entre  parenthèses  sont  toutes  -<  i ,  la  série 
ayant  pour  terme  général  le  second  membre  de  cette  inégalité  est 
convergente  (H3)  et  a  pour  somme 


--[(-IK-^) 


On  obtiendra  donc  évidemment  la  limite  supérieure  cherchée, 
en  prenant  le  reste  M;;-  de  cette  série  auxiliaire  arrêtée  à  son 
k''"'"  terme. 

L'inégalité 

modcp/,.(a7,  jK,  •••j<Ci^U- 

a  pour  cas  particulier 

mod/(r,  y,  ...)<Mo, 

y(^,  y,  . .  .)  désignant  la  somme  même  de  la  série  (4). 

Dans  le  cas  d'une  seule  varial)le  .r,  le  reste  M^  se  somme  immé- 
diatement, et  Ton  a  simplement 


,odo.(.)<A(|/:(,-|) 
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formule   très  utile    dans    l'évaliialion    numérique   approchée  des 
sommes  des  séries  entières. 


118.  Sur  les  circonférences  mêmes  des  cercles  de  convergence, 
les  propriétés  d'une  série  entière  sont  entièrement  subordonnées 
au  hasard  des  circonstances. 

La  série 

X  X"'  X'" 

1  -        '2^  ni- 

est  convergente  pour  mod:r  ■<  i,  parce  que,  pour  mod:r  =  i,  -^ 

module  de  son  terme  général  est  infiniment  polit,  à  plus  forte 
raison  fini  (114);  elle  est  divergente  pour  mod.r  >>  i,  parce  que 

( ]  modx,  rapport  du  module  d'un  terme  à  celui  du  pré- 
cédent, ayant  modo:  pour  limite,  finit  alors  par  rester  >>  i ,  el 
qu'ainsi  le  module  du  terme  général  finit  par  croître  sans  cesse 
au  lieu  de  tendre  vers  zéro.  Elle  a  donc  i  pour  rayon  de  conver- 
gence maximum.  Sur  la  circonférence  du  cercle  doué  de  ce 
rayon  elle  est  toujours  convergente,  même  aussi  celle  des  modules 
de  ses  termes 

ce  qui  résulte  de  la  règle  de  Gauss  que  nous  démontrerons  dans 
notre  deuxième  Partie. 

On  trouve  de  même  que  le  plus  grand  cercle  de  convergence 
de  la  série 

XX-  .    ^"*    , 

I         -j.    '  •  *  ■       /^ 

a  I  pour  rayon.  Sur  la  circonférence  de  ce  cercle,  le  module  du 
terme  général  est  toujours  infiniment  petit.  La  série  elle-même 
y  diverge  pour  œ  =  i  (98),  mais  elle  y  converge  toujours  pour  a: 
non  =  i  (100). 
La  série 

l  -h  X  -T-  X^  -^  .  .  . 

diverge  toujours  sur  la  circonférence  du  cercle  de  rayon  i  qui 
est  encore  son  plus  grand  cercle  de  convergence  (  1 13  ) .  Le  module 
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de  son  lernic  général  y  reste  =  i,  parlant  fini,  luiiis  non  inlini- 
ment  petit. 

En  construisant  la  série  (i)  avec  deux  variables  ayant  la  inènK' 
valeur  .r,  on  obtient  celle-ci 

qui,  par  suite,  est  convergente  pour  mod^-<i,  divergente  pour 
mod^-^i.  Sur  la  circonférence  du  cercle  de  rayon  i  qui  est  un 
cercle  de  convergence,  le  module  m  +  i  de  son  terme  général 
est  toujours  infini.  Etc. 

119.  Il  ny  a  pas  moins  de  variété  dans  la  grandeur  même  des 
rayons  de  convergence.  D'abord,  quand  il  en  existe  un  système  où 
ils  sont  tous  >>  o,  on  en  trouve  une  infinité  d'autres  en  diminuant 
arbitrairement  tous  ces  rayons.  Il  est  évident  en  outre  c\v\  une 
série  entière  admet  pour  rayons  de  convergence  des  quantités 
positives  données,  si  elle  admet  à  ce  titre  toutes  celles  qui  leur 
sont  inférieures. 

Quelquefois,  c'est  le  cas  de  la  série  (i),  les  rayons  maximums 
sont  déterminés  individuellement.  Plus  souvent  ils  ne  le  sont  pas 
et,  par  exemple,  on  peut  en  augmenter  quelques-uns  à  condition 
de  diminuer  les  autres  (120,  276,  inf-)- 

Certaines  séries  entières,  ce  sont  même  les  plus  remarquables, 
admettent  des  rayons  de  convergence  infinis,  c'est-à-dire  qu'elles 
convergent,  elles  et  celles  des  modules  de  leurs  termes,  pour  un  sys- 
tème quelconque  de  valeurs  des  variables.  Telle  est,  par  exemple, 
le  développement  de  la  fonction  exponentielle  dont  nous  aurons  à 
pai'ler  longuement  dans  la  deuxième  Partie  de  cet  Ouvrage. 

D'autres  enfin  sont  toujours  divergentes,  les  valeurs 

X  =  y  =  z  ^= . .  .  —  o 

naturellement  exceptées  :  telle  est,  par  exemple,  la  série 

i  -{- 1^ X  ->n  i"^ X-  -^ . .  .-^  m'" x"^  -f- . . . 

Le  rapport  des  modules  des  termes  de  rangs  jn -\- \ ,  /?«,  y  est 

égal  à  l"^'^^\"\m  -)-  i)moda;,  quantité  qui  finit  par  surpasser  i , 

quelque  petite  valeur  (sauf  o)  qui  ait  été  donnée   à  modx;    le 
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lerme   général  n'est  donc  jamais  infiniment  petit,   puisque   son 
module  finit  toujours  par  croître. 


Substitution  à  chaque  variable  indépendante,  d'une  somme 
de  quelques  autres. 

120.    -5"^'  dans  la  srrie  entière 

(i)  fi^^y,  ■■■)=^{an,,n....x"'y"...) 

admettant 

il)  Rx.    R.v,     ... 

pour  rayons  de  convergence,  on  substitue  ci  x^  r,  ...  ies 
sommes 

( 3 )  x' -^ x"^. . .,  y -^y'-h , 

où  x\  x" ^  .  .  . ,  ^',  y",  .  .  , ,  ...  désignent  de  nouvelles  variables 
en  nombres  déterminés  quelconques,  et  sites  quantités  positives 
quelconques,  mais  en  nombres  respectivement  égaux, 

(4)  r;,  r;^,   ...;   h;-,  r;,   ...;   ... 

satisfont  aux  conditions 

(5)  Rx+r:;---  .^R^t-,  r;  +  r;+...^r,.,   ..., 

l'expression 

(6)  /[(^' -1-0;"  +  ...),  (/-/'  +  ...),  ...] 

peut  être  transformée  en  une  série  entière  par  rapport  à  toutes 
ces  nouvelles  variables  sans  distinction,  qui  admet  les  quan- 
tités (4)  pour  rayons  de  convergence. 

I.  La  somme  des  modules  des  termes  du  développement  d'une 
expression  entière  est  précisément  égale  à  ce  que  devient  la 
même  expression,  quand  on  y  remplace  par  des  signes  -|-  les 
signes  —  pouvant  s'y  trouver,  et  quand  on  y  substitue  leurs 
modules  aux  diverses  quantités  qui  s'y  trouvent  engagées. 
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Par  exein[)le,  les  quantités  <7,  ^,  c,  d^  e  ajanl  a,  [ii,  y,  o,  s  pour 
modules,  la  somme  des  modules  des  termes  du  développement  do 


est  égale  à 


{a^b±ic)s{d±ey^ 


Les  premières  règles  du  calcul  des  quantités  imaginaires 
(Chap.  III,  passim)  donnent  à  ce  fait  une  évidence  suffisante. 

La  même  obsen^ation  s'applique  évidemment  à  la  somme 
(l'une  série  formée  par  les  modules  des  termes  du  développe- 
ment d'une  expression  entière  par  rapport  à  des  sommes  de 
séries  qui  sont  toutes  convergentes,  elles  et  celles  des  modules 
de  leurs  termes  (Hl). 

II.   Quand  les  modules 

$',     ^",      ...,     r/,     y/',      ...,      ... 

des  diverses  parties  des  sommes  (i-^)  sont  respectivement  infé- 
rieurs aux  quantités  (4),  les  conditions  (5)  montrent  que  leurs 
sommes 

(7)  (r-r--.-),     (r/^r/'-H...),      ... 

et  les  modules  des  sommes  (3)  à  plus  forte  raison,  sont  inférieurs 
aux  rayons  de  convergence  (2).  Donc  on  peut  donner  l\.x,y,  ... 
des  valeurs  égales  à  ces  dernières  sommes  (116,  I);  en  d'autres 
termes,  si  Ton  nomme 

(7^'*)  "/«,«,...,      V,n,n,...i       ■■■,      (^m,n,..., 

les  monômes  entiers  dissemblables  en 

(8)  x',   x",    ...,  y,  y,    ..., 

résultant  du  développement  de  l'expression 

(9)  a,«,«,...(^'H- ^"-^•••)'"(/^7''-^-- •)"•••• 
la  série  ayant  pour  terme  général  le  polynôme 

(10)  (",«,«,... -^^'/,i,«,...-^  •••-*-  t^/«,/i...) 
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est  convergente,  et  c'est  précisément  sa  somme  qu'il  nous  est  ainsi 
permis  de  désigner  par  la  notation  (6). 
Mais  il  y  a  plus  :  comme,  en  posant 

inoila„,,„,...  :^  a,,,,,,,..., 

la  somme  des  modules  des  termes  de  l'expression  (lo)  est  égale  à 

a,„,n,...(r-  r^-  •  .)'"(r/-i-  r{'-^..  .)".  .  .     (I), 

c'est-à-dire  à  la  valeur  qu'acquiert  le  module  du  terme  général 
de  la  série  proposée  (i)  pour  des  valeurs  des  variables  dont  les 
modules  (7)  sont  inférieurs  à  ses  rayons  de  convergence  (2),  cette 
somme  de  modules  et  toutes  les  autres  analogues  forment  une 
série  convergente.  On  peut  donc  appliquer  le  théorème  du  n"  107 
à  la  série  qui  a  pour  terme  général  le  polynôme  (10),  et  la  remplacer 
par  une  autre  ayant  pour  termes,  non  plus  les  valeurs  mêmes  de 
ces  polynômes,  mais  les  monômes  analogues  à  (-  bis)  écrits  isolé- 
ment dans  un  ordre  quelconque,  qui  constituent  leurs  termes  élé- 
mentaires. L'expression  (6)  est  donc  égale  à  la  somme  de  cette 
dernière  série  qui,  après  réduction  des  termes  semblables,  est  bien 
entière  par  rapport  aux  diverses  variables  (8)  avec  les  rayons  de 
convergence  (4). 

121.  Il  nous  reste  à  exprimer  les  coefficients  du  développement 
de  l'expression  (6)  au  moyen  de  ceux  de  la  série  donnée  (1).  A 
cet  effet,  nous  rappellerons  d'abord  la  formule  du  binôme,  en  en 
établissant  une  autre  plus  générale  dont  la  démonstration  n'est 
pas  plus  longue. 

Ilh  appelant  m  quelque  entier  non  négatif,  puis  x^  li  deux 
quantités  quelconques,  et  posant  pour  abréger 

x{x  —  h^{x  —  iJi).  .  .\x  —  (m  —  1) AI 

\x,  m'  = — i 

i  ."2.  .  .m 

avec  la  convention  de  réduire  le  second  membre  à  i  quand 
m  =  0,  on  a  la  relation 

(m)       \{xi^  Xi-^ . .  .-\-  Xk),  m\  =  'L\Xi,  mi\\x.2,  m^_\. .  .\Xk,  nik\, 

la  sommation  s^ étendant  à  tous  les  systèmes  distincts  de  sa- 
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luttons  en  entiers  positifs  ou  nuls  rie  V ('•(jualimi  indrlciiuiiu'e 
aux  k  inconnues  ni,^  ni-^,   .  •  . ,  ////; 

(  i'2)  m,  -(-  /??2  -f- . .  .  -t-  m>t  ==  m. 

Cette  formule  étant  évidente  pour  m  =  i,  il  suffit  de  constater 
que,  si  elle  est  vraie  pour  la  valeur  ni  de  ce  nombre,  elle  l'est  aussi 
pour  sa  valeur  M  =  m  -}~  i . 

Eu  multipliant  son  premier  meudire  par 

(ar, -f- 3^2 --.  .  .-r- a:yt) — mit, 
et  le  terme  général  du  second  par  la  somme 

{xi  —  myh)-r{x^  —  rn2  h) -V- .  .  . -^  {x  i;  —  m/Ji), 

qui  est  toujours  égale  à  cette  quantité  à  cause  de  l'équation  (12), 
il  vient,  après  réduction  des  termes  similaires  dans  le  second 
membre, 

(i3)  )  U\{x,-^X2-^...-^Xk),  M! 

I       =  EAM„M;....,Mi.{a7i,  Mil  j;r2,  Mal-.  .(.TA-,  M/,;, 

OÙ  M|,  M2,  . .  . ,  Ma  sont  tous  les  systèmes  distincts  de  solutions 
entières  non  négatives  de  l'équation 

Ml  —  :\I2  — . . .  -+-  M/t  =  m  —  I  =  M, 

et  où  Aji  jij,  est  un  coefficient  à  déterminer.  Or  on  ne  peut  trouver 
de  termes  en 

(i4)  \xx,  Mi;ja72,  'SU\...\Xk,  M>i.;, 

qu'en  multipliant  respectivement  par 

x^  —  (Ml  —  i)A,     x-i  —  (Mo  —  i)A.     ....     Xk  —  (^I/t  —  \)h 

ceux  des  termes  du  second  membre  de  la  relation  (i  i),  où  les  en- 
tiers m,,  //îo,  ■  •  -i  f^^k  ont  les  divers  systèmes  de  valeurs 

M,-i,           M,,     ...,  M^., 

Ml,     Mo-i Ma, 

ï 

Ml,  M., M/.-t, 
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ce  qui  donne  dans  le  second  membre  de  la  relation  (i3)  les  pro- 
duits de  l'expression  (i4)  par 

Ml,     Mo,     ...,     M/,. 

La  réduction  de  ces  produits  conduit  à 

Am„m, M;  =  Mi4-  M2-h...-^M/,=  M, 

et  la  division  par  M  des  deux  membres  de  la  relation  (i3)  la 
ramène  ainsi  à  la  forme  (i  i)  dont  il  s'agissait  de  prouver  la  géné- 
ralité. 

122.   En  prenant  h  =  o  dans  la  formule  (i  i),  elle  donne  immé- 
diatement celle  du  binôme 


(  rr,  -i-  372  -H  .  .  .  -i-  Tk)>'^  =  ^^  


l  .1.  .  .f7l 


, /«i .  1 .  .  ./n^.  ..1.2..  .»«/, 


la  sommation  s'étendant  toujours  aux  systèmes  de  valeurs  de  m,, 
mo,  .  .  . ,  m/(  définis  j)ar  l'équation  indéterminée  (i  ^). 

123.  Dans  le  développement 

(       =  ^(^/«  ■,«",...,«',«",..., ...a7''«'.r"'«"... /«>"«"...) 

de  l'expression  (6)  en  série  procédant  ainsi  suivait  les  puis- 
sances entières  des  nouvelles  variables  (8),  le  coefficient  du 
terme  général  est  donné  par  la  formule 

i^  m',m",...,n\ii", ....... 
_  im'^m"^...)\   {n'^n"-^...)\ 

Les  divers  termes  du  développement  (i5),  oii  x',  x",  . .  .  sont 
affectés  d'exposants  donnés  m',  m",  .  .  . ,  ne  peuvent  évidemment 
provenir  que  des  développements  des  termes  de  (i)  où  /na  la  valeur 


Celui  que  nous  y  avons  mis  en  évidence  sous  le  signe  D  ne  peut 
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donc  se  Irouvcr  que  clans  le  développement  de  Texpression  (9) 

pour 

m  —  ni'  -r-  m"  -i- . .  . ,         /i  =  «'-+-  /i"  -+-... ,  .... 

Celte  obsei'vation  combinée  avec  la  formule  du  hinùuie  (122)  con- 
duit immédiatement  à  la  formule  (16). 

Nous  alliions  dès  à  présent  toute  l'attention  du  Iccleur  sur  le 
théorème  du  n"  120,  (|ui  [)eut  être  considéré  comme  l'extension  aux 
séries  entières  de  la  propriété  qui  appartient  à  un  simple  monôme 
en  vertu  du  théorème  de  New  Ion  rappelé  ci-dessus  (122).  Il  sert 
effectivement  de  base  à  la  plupart  des  propriétés  des  fonctions  et 
notamment  à  l'existence  de  leurs  dérivées  (lo5,  in/.). 


Continuité. 
124.   Quand  les  variables  d'une  série  entière 

(")  f{^, y,   ...)  =  ^{a,n,n...^V"'y"...) 

tendent  simultanément  vers  les  valeurs  particulières  x' ,  y',  . .  . 
tombant  toutes  à  l'intérieur  de  cercles  de  convemence,  on  a 

liin /(\r,jr,   ...)=/(  a?',  7',   ...). 

I.  Supposons  d'abord  que  l'on  ait  it;'  =  j/-'=.  .  ,  =  o,  par  suite 
/(^',  j',  ...)=:/(o,  o,  . .  .)i=  c/j,  0....  Comme  les  modules  \. 
Tj,  ...  des  variables  sont  infiniment  petits,  ils  finissent  par  de- 
meurer respectivement  inférieurs  à  des  (pianlités  positives  R'^., 
R'j,  .  .  .  prises  plus  petites  que  les  rayons  de  convergence;  les  mo- 
dules des  termes  de  la  série  (i)  finiront  donc  par  former  sans  cesse 
une  série  convergente  (116,  II),  et  l'on  j)Ourra  déplacer  ces  termes, 
les  sommer  partiellement  d'une  manière  arbitraire  (110,  III).  Sauf 
le  premier  «0,0,. .0  tous  sont  divisibles  par  l'une  au  moins  des 
variables  et  peuvent  ainsi  être  groupés  en  séries  partielles  dans 
lesquelles  on  pourra  mettre  respectivement  .r,  i',  .  .  .  en  facteurs. 
On  aura  de  cette  manière 

A^,  7.  •  •  •  )  =  «0,0,...  ^  Xar  -r-  Yj  +  .  . . , 
X,  \' ,  ...  désignant  les  sommes  de  nouvelles  séries  entières  ajaiit 


x'  =  h, 

y—y  =  k. 

x'  -—  A, 

y=y'^k, 
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toutes  mêmes  cercles  de  convergence  que  la  proposée  (116,  V), 
sommes  aux.  modules  desquelles  on  pourra  en  conséquence  assigner 
certaines  limites  supérieures  H,  H,  ...  indépendantes  de  a:, y,  ..., 
aussitôt  que  ^,  tj,  .  .  .  resteront  inférieurs  à  R^,  R'     .  .  .  (117). 
D'après  cela,  la  relation  précédente  donne 

moà\f{x,  y,   ...)—  «0,0,...]  <  S^  -4-  Ht,  -)-...; 

la  dilTérence  f{x,  y,    .  .  .)  —  «0,0....  est  donc   infîiiiinent  petite, 
comme  il  fallait  le  prouver. 

IL   Supposons  maintenant  quea;',j>^',  ...  soient  placées  arbi- 
trairement à  l'intérieur  des  cercles  de  convergence,  et  posons 


d'oiî 


Comme  les  différences  h,  k,  .  .  .  sont  toutes  inlînimenl  petites 
et  que  les  modules  de  x' ^  r\  .  .  .  sont  inférieurs  aux  rayons  de 
convergence,  les  sommes 

moAx' -k- moà II,     modj''+ mod/i,      ... 

finissent  par  demeurer  inférieures  aux  mêmes  rayons.  A  partir  de 
ce  moment,  on  pourra  donc  (120)  transformer 

f{x,y,  ...)=f[{x'^h),{y+k),  ...] 

en  une  série  entière  par  rapport  à  x\  r',  ...,//./•,  ....  La  for- 
mule (16)  du  n"  123  montre  immédiatement  que,  dans  cette  nou- 
velle série,  la  sommation  des  termes  indépendants  de  A,  A,  ... 
reproduit  précisément /(^r',  y\  ...).  En  l'ordonnant  donc  par 
rapport  à  ces  variables  (116,  VI),  on  trouve  une  série  entière 
en  /<,  A",  ...  ayant  f{x'^  y',  .  .  .)  pour  premier  tei-me.  Donc  (I), 
])Our  /i,  k,  ...  infiniment  petits,  c'est-à-dire  pour  lima:=.r', 
Wmy  =y' ^  ...,  la  somme  /{x,  y,  •  •  •)  de  cette  série  tend 
vers/(x'^  y',  .  .  .),  ce  qui  achève  notre  démonstration. 

12o.  Une  fonction  est  dite  continue  :  i"  en  x  ^  a,  y  =  b,  .... 
quand/(.r,  y,  ...)  tend  vers/(a,  6,  ...),  lorsque  .ic,  j',  ...  ten- 
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(lent  simullanément  vers  a,  ^,  ...  ;  2"  dans  des  aires  données, 
(|uan(l  elle  est  continue  en  tout  système  de  valeurs  parliculières 
(les  variables  prises  dans  ces  aires. 

D'après  celle  définilion  et  le  lliéorènie  précédent,  la  somme 
(Pline  série  entière  est  une  fonction  continue  de  ses  variables 
à  l'intérieur  de  ses  cercles  de  convergence. 

12c.  De  l'intérieur  des  cercles  de  convergence,  la  continuité 
d'une  série  entière  peut  s'étendre  jusqu'à  certains  points  de  leurs 
circonférences;  c'est  ce  (pii  a  lieu  en  particulier  dans  le  cas  sui- 
vant. 

Soient 

{  a)  f{x)  =  ao-r-  «lar  -^.  .  .-f-  a„,  j;'"  +. .  . 

une  série  entière  à  une  seule  variable  x,  dont  les  ternies  sont 
rangés  dans  Vordre  croissant  de  leurs  exposants,  et  x'  une 
valeur  particulière  de  ^,  dont  le  module  ç'  est  précisément  le 
rayon  de  convergence  de  la  série. 

Si  cette  série  est  encore  convergente  pour  x  =  x',  on  aura 

\\mf(x)  =  f{x') 

pour  limx  =  x',  ci  condition  toutefois  qiCen  tendant  vers  x' 
X  reste  à  r intérieur  du  cercle  de  convergence,  et  qu'en  appe- 
lant ç  son  module,  0  quelque  quantité  positive  invariable,  on 
ait  toujours 

modfr' — .r) 

I.    Supposons  d'abord  x'=  1 ,  d'où 

(  4  )  f{x')  =/(l)  =  rto  —  «1  -^  •  •  •  ^  «/«  -^ .  •  •  , 

série  convergente  par  liypothèse.  On  a  évidemment 


<">) 


/(0-/(^)  =  (X  -  ^)  t«i  +  «2(r  --  ^) 


a,„(i-T-a--i-...-4-J7"'-') 


et  la  somme  de  la  série  entre  crochets  est  égale  à  celle  de 
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li,„  désignant  le  reste  de  la  série  (4)  arrêtée  à  son  terme  d'indice  m. 
lillectivement,  l'excès  de  la  somme  des  m  premiers  termes  de  cette 
dernière  série  sur  la  même  somme  pour  la  série  entre  crochets  se 
réduit  à 

1  —  r'" 

R,„  -H  K,nx  +  ...-T-  R,„a7'«-i  =  R,„  , 

I  —  X- 

quantité  infiniment  petite  pour  m  infini  à  cause  de  limR„i=o 
et  de  ç  <<  I ,  d'où  lim^"*  =  o  (52,  I). 
La  relation  (5)  devient  ainsi 

et  donne  facilement 

mod[/-(.)-/(:r)] 

<  mod(i  — a7)mod(Ro  — . .  .^- R,„_iX"'->) 

-f-mod(i— a;)p„,(î'«-f-^'«+i4-. .  .) 

<  mod(i  —  ar)mod(Ro-l-. .  .-f-  \K,„-iX"i-'^)-^  o,ni,"'<d, 

p„i  désignant  le  plus  grand  des  modules  de  R,„,  ll,„4.(,  FJm+27  •  •  •• 
Si  donc  on  fait  tendre  x  vers  i  en  laissant  m  invariable,  cette 
inégalité  montre  que  mod[/(i) — f{x'j\  finit  par  rester  inférieur 
à  une  quantité  positive  différant  aussi  peu  qu'on  le  veut  de  p/w0. 
Ce  module  tend  donc  nécessairement  vers  zéro,  puisque  0  est 
invariable  et  que  la  petitesse  de  p„i  est  arbitraire. 

II.   Quand  x'  n'est  pas  :^  i ,  on  pose 

ç 
d'où 

/(^)  =  ^(r)  =  ^0 -H  ^'17 -t-. . . , 

série  entière  admettant  i  pour  rayon  de  convergence.  Maintenant, y 
tend  vers  i  en  restant  à  l'intérieur  du  cercle  de  convergence  de 
cette  nouvelle  série,  et  l'on  a  constamment 

niod(i  —  t)        moàix'  —  x) 


1 

On  a  donc  (I) 


Vimfix)  =  lim^(jK)  =  ^(i)  =f{x'). 
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La  condilion  (3)  est  loujours  remplie  en  particulier,  cpiatid  le 
point  .r  se  meut  sur  le  rayon  vecteur  allant  de  l'origine  au  point  .r', 
car  alors  son  premier  membre  se  réduit  constamment  à  i. 

["11 .  Les  commençants,  aux(|uels  la  continuité  des  expressions 
anal  vtiques  est  trop  souvent  prc'sentée  comme  une  sorte  de  dogme, 
pourront  avoir  quelque  peine  à  sentir  la  nécessité  des  démon- 
strations précédentes.  D'ailleurs  on  a  cru  longtemps  que  la  con- 
tinuité des  termes  d'une  série  entraînait  forcément  celle  de  sa 
somme.  Il  n'est  donc  pas  inutile  de  montrer  par  (piehjues  exemples 
que  les  choses  ne  se  passent  pas  toujours  ainsi. 

i"  \p{)elons  y(.z')  la  somme  de  la  série 

.r        .r-         x^ 

(  ())  h 

I  i  ) 

qui  admet  i  pour  rayon  de  convergence  (118)  et  cpii  est  encore 
convergente  pour  j;  ^  i  (103).  Celte  série  remplit  les  conditions 
de  l'énoncé  précédent  (li26),  et  l'on  a 

lim  f(x)  =  f(^\)  =  \ \-  -  —.  .  ., 

(|uand  j-  tend  vers   i  en  restant  par  exemple  positif  et   <;  i,  cai- 
alors  mod  j:  z=  x,  mod(i  —  a:)=  i  —  x  et  le  premier  membre  de 
l'inégalité  (3)  se  réduit  constamment  à  i. 
La  série 


„  T  X'^  X-  X" 


4 


est  convergente  aussi  pour  niod  x  <;  i ,  car  elle  résulte  d'une  simple 
j)ermutation  des  termes  de  la  précédente  (6),  opération  qui  est 
permise,  puisque  nous  raisonnons  à  l'intérieur  de  son  cercle  de 
convergence  (116,  III).  De  plus,  on  a  pour  la  même  raison 

F(.r)=/(^'j         d'où         limF(a7)  =  lim/(a:)  =  /(!)• 

On  n"a  donc  pas  limF(^)  =  F(i),  puisqueF(i)=  -/(i)(106), 
et  qu'évidemment /(i)  n'est  pas  =  o. 
:>."  La  série 

x{\  —  x)-\-  x^{\  —  .r2j-!-...-r-^"(i  — .(")  +  ••  • 
M.  —  I.  7 
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est  convergente  pour  x  réelle  jjositive  et  <C  '  ;  car  la  somme  de 
ses  n  premiers  termes  peut  s'écrire 

{x  -'t-  ir2-i-.  ..-4- j7«)  — (a;-  -+- J?*  -1- . .  .  +  a72«)=  — ^ -' — , 

I  —  oc  \  —  X- 

qiiantité  qui.  pour  n  infini,  a  pour  limite 


Elle  l'est  encore  poura:  =  i,  parce  que  tous  ses  termes  s'éva- 
nouissent. 

En  appelant  donc  '-p(^)  sa  somme,  on  a 

o(i)  =  o 
et 

X 

o(x)=  — '- ,     poui  .r  réelle  positive        i. 

I  —  x-  ' 

Si  donc  dans  cette  dernière  hypothèse,  on  fait  tendre  x  vers  i, 
'-^{x)  est  infinie,  ctj  par  suite,  n'a  pas  '-2(1)  pour  limite. 

Tout  à  l'heure  (i")  la  série  considérée  était  entière,  et  l'ano- 
malie provenait  de  ce  que  les  termes  n'étaient  rangés  par  degrés 
croissants,  de  ce  qu'il  s'agissait  d'une  valeur  de  la  variable  tombant 
sur  la  circonférence  du  cercle  de  convergence.  Ici  (2°)  c'est  la 
série  qui  n'est  plus  entière,  parce  que  les  termes  sont  des  binômes 
au  lieu  d'être  des  monômes  dissemblables. 

128.    -5/  la  série  entière 

f(x)  =  Uq  ~  ciix  -f-  a^x-  -\- . . . , 

ayant  des  coefficients  réels  positifs ^  a\>ec  Kpou/'  rayon  de  con- 
vergence maximum,  est  divergente  pour  j?  =  R,  sa  somme 
augmente  indéfiniment  pour  des  valeurs  positives  de  x  ten- 
dant vers  R. 

Car,  si  X  varie  en  croissant,  /,„( x),  somme  des  m  +  i  premiers 
termes,  tend  en  croissant  toujours  aussi  versy,„(R),  quantité  posi- 
tive qui  elle-même  croît  indéfiniment  avec  m  (102,  I);  /(x)  qui 
croit  évidemment  avec  x  et  qui  est  sans  cesse  '>fm{x)^  devient 
donc  et  reste  ensuite  supérieure  à  toute  quantité  positive  donnée. 
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Valeur  remarquable  accessible  au  module  de  la  somme 
d'une  série  entière. 

l!29.  rSous  passons  à  une  propriété  des  séries  entières  peu  inlr- 
ressanle  en  ellc-nlénie,  mais  néanmoins  d'une  imporlancc  consi- 
dérable, parce  qu'elle  sert  de  point  dappui  à  la  plupart  des 
théories  générales  que  nous  aurons  bientôt  à  exposer.  Étalilissons 
tout  d'abord  un  lemme  qui  va  nous  être  indispensable. 

y/  existe  quelque  quantité  0  de  module  j,  dont  aucune  des 
puissances  marquées  par  les  exposants  positifs  ou  négatifs 
quelconques,  mais  non  nuls,  lit,  n,  .  . .,  5,  ne  se  réduit  à  i. 

Comme  aucun  des  polynômes  entiers  en  x 

37='" I  ,       x-'"- I  ,        .  .  .  ,       37-5 I 

n'est  identiquement  nul,  le  nombre  des  valeurs  inégales  de.r,  qui 
les  annulent,  ne  peut  surpasser  dr  lit  pour  le  premier,  =  U  pour 
le  second,  .  .  .  rîr  5  pour  le  dernier  (412,  inf.)  ;  dès  lors,  le  nombre 
de  celles  qui  annulent  l'un  ou  l'autre  indistinctement,  ne  peut 
s'élever  au-dessus  de  ±  lit  liz  U  zb  .  .  .  ±  6.  Tout  groupe  de 

±m=ndr...±s-;-i 

quantités  inégales  de  modules  =  i ,  en  contiendra  donc  une  au 
moins  B  qui  n'annulera  aucun  de  ces  polynômes,  qui  donnera  ninsi 

(i)  O"'non  =  i,         Onnoii  =  i,  ...,         Osnon  =  i. 

130.   \  oici  maintenant  l'énoncé  du  théorème  en  question. 

Représentons  par 
(2.1  ./(^.  r.  ...)  =  S(a,„,„,...37"'^«  ...  I 

la  somme  d' une  série  entière  admettant 

Rx,     Rj,     ... 
pour  rayons  de  com'ergence,  par  r^,  r^,   .  .  .   d'autres  quan- 


100  niEMlÈRE    PARTIE.    —    TRINCIPES    GÉNÉRAUX. 

cités  positives  satisfaisant  aux  conditions 

/•x<  Rx)        ''y'^  ^y>        •  •  •  ' 

et  par  a,„^„^...  le  module  du  coefficient  du  ter/ne  général. 

Parmi  les  valeurs  de  x,  y,  ...  ayant  z-^-,  ry,  . .  .  pour  mo- 
dules, et  pour  toutes  lesquelles  le  module  de  cip  q^^xPyt . . . ., 
terme  choisi  à  volonté  dans  la  série  (2),  conserve  la  valeur 
invariable  a^^^^... /'^/J.. .  . ,  se  trouve  au  moins  un  système  X, 
Y,  ...  rendant 

mod/(X,  Y.   ...)^  «/,,./,... /•.';/■;'.... 

Nous  avons  prouvé  ailleurs  que  eelle  relation  peut  toujours  être 
réalisée  avec  le  signe  exclusif  >>,  sauf  le  cas  où  la  série  proposée 
dégénère  en  un  monôme  ;  mais,  en  nous  contentant  de  l'alternative 
(|ui  nous  est  suffisante,  nous  simplifierons  considérablemcnl  la 
démonstration. 

I.  Nous  supposerons  en  premier  lieu  que  la  série  (2)  se  réduit 
à  un  polynôme  entier  à  une  seule  variable  x 

(  j)  f  {x)  ^  a^,-^  ciiX  -{-...---  a i,xi'  -\-.  .  .-T-  ai,.x'', 

et  qu'il  s'agit  de  prouver  Texistence  d'une  quantité  X  de  module  r 
rendant 

(4)  moAf{\)^y.,,rP. 

Si  a^  =  o  la  chose  est  évidente;  sinon  nous  raisonnerons  comme 
il  suit  : 

i**  Si,  conservant  les  notations  ci-dessus  (129),  on  pose 

cp(ar)  =11-1-  a,na7'"-i-  iX^x'^^ -\- . .  .-*-  a^x^, 

où  rt,  dm,  • . .,  Û5  sont  des  constantes  quelconques,  puis 

<l^„,{x)=  z.{x)-{-  '^{(ix)  —  o{^'-x)~..  .-i-  o(0'«-i:pj, 
on  a,  pour  m  infini, 

(5)  Iim =  11. 

^    ^  m  ' 

quelle  que  soit  la  valeur p)articulière  attribuée  à  x. 


ciiAPixnE  V.  —  siiniKs  kntikhes.  101 

Los  illégalités  (i)  pcrmeUcnt  d'écrire 


'l',«  ( 


r  I 0"""  I  —  0'""  I  —  0"'3  "I 

^ '  =  '"" -^  [-TZT^  "'"^'"-^  73^  ""'^""*"-  ■  '"^  737;^  "=^'  I 


où  rexjircssion  entre  eroclicts  esl  finie,  parée  fjue  les  modules 
(le  0'""',  .  .  .  conservent  la  valeur  i  quel  que  soit  m,  et  qu'ainsi 
ceux  des  numérateurs  i  —  0'"'",  ...  ne  peuvent  jannais  surpasser  a. 
On  obtient  donc  la  relation  (5),  en  divisant  par  m  les  deux  mem- 
hres  de  la  dernière  et  y  supposant  ensuite  cet  entier  infini. 

■>."  En  attribuant  enfin  à  .r  une  valeur  particulière  quelconque  .r„ 
de  module  /',  on  tirera  de  la  relation  (3) 

moyennant  quoi,  si  l'on  choisit  une  quantité  0  de  module  i  dont 
les  puissances  d'exposants  non  nuls 

—  P>    — /'  +  !>     •••!    — >'    -^i'     •••'    A-—/) 
soient  toutes  non  =  i  (129),  les  quantités 

auront  toutes  /■  pour  module  et  donneront  (i") 

où  e„i  est  une  quantité  infiniment  petite  pour  m  infini. 

Les  modules  des   termes  de  l'expression  entre   crochets  sont 
précisément  ceux  de 

parce  que  modQ~'>  =  (modO)  '>==  >  ;  en  représentant  donc  par 
/(a:;;i)unc  de  ces  quantités  dont  le  module  n'est  inférieur  à  aucun 
de  ceux  des  autres,  par  î,„  le  module  infiniment  petit  de  <?,„  et  en 
])rcnant  les  modules  des  deux  membres  de  la  relation  (G),  il  vient 

(7)  1^-^  =  mod/(x„,)^  ce,, rP  —  t,n, 

dès  que  l'on  commence  à  avoir  sans  cesse  t„,  ■<  y-p/'f. 
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Les  quantités 

tombant  toutes  sur  la  circonférence  décrite  de  l'origine  pour 
centre  avec  /■  pour  rajon,  c'est-à-dire  à  l'intérieur  de  quelque 
aire  limitée,  on  peut  (91)  extraire  de  leur  suite  une  autre  suite 
partielle 

dont  le  terme  général  a:,„^  tend  vers  une  certaine  limite  X,  et  l'on 
a  modX  =  /■,  parce  qu'on  a  constamment  modj^'„,^=:  /•  et  que  la 
relation  limx,„^^  =  X  entraîne  lim(modjr,„^  )  =  modX  (79). 
On  a  de  plus"  (81) 

/(X)=lim/(;r,„,.) 
et  par  suite  (79) 

mociy(  X  )  =  I  im  [ mody'(  r/„„  )  j . 

La  relation  (4)  a  donc  lieu;  car  l'inégalité  indéfinie  (7)  a  pour 
conséquence  particulière 

mod/(  .r„,„  )  2  a^  /•/'  —  £,„„ 
avec 

lim£„,„  =  o, 
ce  qui  donne 

liin[mod/(.r,„„)]  ];  st/, /■/'. 

IL  Supposons  en  second  lieu  qu'il  s'agisse  d'une  véritable  série 

illimitée 

f(x)  =  aQ-\-  aiX  -h. . .-{-  UpXP  -i-. . . 

dépendant  d'une  seule  variable  x  à  laquelle  on  attribue  exclusi- 
vement des  valeurs  d'un  module  constant  /*  inférieur  à  quelque 
rayon  de  convergence  R,  et  représentons  par/p^,„(^),  ep^„i(.x) 
la  somme  de  ses  p-^in-\-i  premiers  termes  et  le  reste  corres- 
pondant. 

Comme y^^„,(.r)  estun  polynôme  entier  en  .r  qui  contient,  quel 
que  soit  m,  le  terme  cipXP,  on  peut  (I)  construire  une  suite  illi- 
mitée de  valeurs  de  x,  toutes  de  modules  =  r, 

(8)  Xo,     xi,      ...,     x„i,     ... 
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qui  donncnl  saus  cesse 

en  outre,  on  aura  eertaincmcnl  pour  ni  inlhù 

UO)  lim  <';,+,„( jr,„ )  =  o, 

parce  que  les  quantllés  (8)  sont  évidemment  toutes  intérieures  à 
quelque  cercle  de  rajon  <<  R  (117). 

Pour  cette  même  raison,  on  peut  encore  (91)  exlraire  de  cette 
suite  une  suite  partielle  dont  le  terme  général  >r,„^^  de  module 
constant  /•  tend  vers  quelque  limite  X  de  module  /•  aussi. 

D'autre  part,  les  relations  (9),  (10)  donnent  en  particulier 

quel  que  soit  n,  avec 

pour  II  infini. 

(jCs  conclusions  combinées  avec  l'identité  constante 

entraînent  la  relation  finale 

i  (Xp  rP  —  mod e^-n»,,, ( x,„„ ) , 

puis,  comme  tout  à  l'heure  (I,  2"), 

inod/(X)ïa/,/-/', 

à  cause  de  la  continuité  à  l'intérieur  du  cercle  de  convergence, 
tant  de  la  somme  de  la  série /(^)  (1^25),  que  de  mod/(j;)  (79). 

III.  Si  enfin,  appelant  fi  le  nombre  des  variables  de  la  série 
proposée  (2),  on  suppose  notre  proposition  établie  pour  toutes 
celles  dépendant  de  i ,  2,  .  .  . ,  (A  —  1)  variables,  ordonnons  cette 
série  par  rapport  à  x  de  manière  à  avoir 

f{x,  y,  ...)=  \o-\-  Aicc-^. .  .-i-  XpXf  -^. .  .—  A„jcr'«  — .  . ., 
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OÙ  Ao,  A|,  ...  sont  des  séries  entières  en  y,  ...  seulement, 
admettant  Rj,  .  . .  pour  rayons  de  convergence. 

Comme  la  série  A.p{y.  .  . .)  contient  le  terme  cip^q^__yt .  ...  on 
peut  par  Inpollièse  trouver  pour  y,  ...  des  valeurs  Y,  .  .  .  de 
modules  r, ,  .  .  .   donnant 

modAp(V,   .  .  .)^a/,,,,.../-J 

puis  (I  1)  trouver  pour  x  une  valeur  X  de  module  />  donnant 

nio.l/(X,  Y,  ...)^motlA/,(Y,  ...)'•£• 

Or  la    combinaison  de  ces  deux  inégalités  donne,  a  fortiori. 

mocl/(X,  Y,   ...):- a,,../.... /-^ /•;',,      ..., 

ce  qui  étend  à  noire  série  de  h  variables  le  théorème  en  cpiestion 
supposé  établi  pour  h  —  i  seulement.  Il  est  donc  général,  |)uisfjiril 
est  vrai  pour  Ji  =  i  (II). 

131.  Jtn  appelant  M  une  quantité  posilii'e  supérieure  au 
module  de  la  somme  de  la  série  {2)  pour  toutes  les  combinai- 
sons des  valeurs  de  x,  y,  ...  qui  ont  /"j.-,  /j,  .  .  •  pour  mo- 
dules (IIV),  on  a,  quels  que  soient  les  indices  m,  n.  .... 

,     ,  M 


Car,  en  appelant  X,„, „....,  Y„j^„^...,  ...  les  systèmes  des  valeurs 
de  x,y,  ....  de  modules  /j,  l'y,  .  .  .,  qui  donnent  (130) 

mod/(X„,,„,...,  Y,„,„,...,  ...)i:0!„,,„,. ../•;'/-;' 

on  a  toujours,  par  suite  de  l'hypothèse, 

M  >mocl/(X„,, „,...,  Y,„,„,...,  ...), 
d'où 


132.  La  proposition  précédente  permet  d'assigner  à  la  somme 
de  la  série  formée  par  les  modules  des  termes  d'une  série  entière 
une  limite  supérieure  d'une  forme  spéciale  dont  nous  aurons  à 
faire  usasre. 
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Soient 

(.2)  Hr,        K-        ■      ■ 

des  quantités  positn-cs  respectivement  inférieures  aux  rayons 
(le  convergence  de  la  série  (:>,),  et  M  la  limite  supérieure  (ju'on 
peut  assigner  à  n\odf(x,  j',  .  .  .)  sur  les  circonférences  de 
cercles  de  rayons  R^,  R^,  .  .  .  avant  les  origines  pour  cen- 
tres{\.Vl).  Pour  tous  modules  ;,  ■/],...  des  variables,  inférieurs 
auj'  ijuantilés  (is);  on  a 

(i3)  X(a„,,„,.J"'7/'...) 


L'inégalité  (ii),  employée  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  donne 
immédiatement 


dOù  l'on  tire 


R';"  ay' 


^mm¥-] 


puis  la  formule  (i3)  en  sommant  cette  progression  géométrique 
aux  raisons  -rfr^  rè-)  •  •  •  toutes  ■<  i  (113). 

133.  Si  la  série  (2)  contient  quelque  terme  effectif  de 
degré  ^  o,  et  si  ses  rayons  de  convergence  sont  illimités,  c  est- 
à-dire  si  elle  converge  pour  tout  système  de  valeurs  attribuées 
aux  variables,  on  peut  faire  varier  ces  dernières  de  manière 
à  rendre  infini  le  module  de  sa  somme. 

Soit  ap,(i^__,xPyi .  .  .  un  terme  de  cette  espèce,  où  l'iui  des 
exposants  />,  cj.,  .  .  .  est  au  moins  égal  à  i,  et  où  «7/,^^,... non  =0. 
Parmi  les  valeurs  des  variables  qui  ont  des  modules  donnés  />, 
/■y,  .  .  .,  il  en  existe  quelque  système  rendant 

mo(l/(:r,  7,   ...)^a/,,^.. ../•/; /•?....     (130). 

On  peut  donc  faire  croître  le  premier  membre  de  cetle  inégalité 
au  delà  de  toute  quantité  donnée,  puisque,  d'une  part,  rien  par 
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hypothèse  ne  limite  la  grandeur  de  /-j;,  /j,  ....  et  que,  d'autre 
part,  le  second  membre  est  infini  quand  ces  modules  le  sont  tous 
eux-mêmes. 


Conditions  pour  que  la  somme  d'une  série  entière 

soit  nulle  identiquement,  pour  que  celles  de  deux  semblables  séries 

soient  égales  identiquement. 

134.   Si  la  série  entière 

(')  f{^,  y-   ■••)==  2:  «,„,„,... ar'V'  •  •  • 

admet  des  rayons  de  convergence  Kj-,  Rj,  .  . .,  tous  différents 
de  zéro,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  cjue  sa  somme 
soit  nulle  identiquement,  c'est-à-dire  pour  tout  système  des 
valeurs  de  x,  y^  ...  intérieures  aux  cercles  de  convergence, 
est  cjue  ses  coefficients  am.,,....  se  réduisent  tous  à  zéro. 

Cette  condition,  évidemment  suffisante,  n'est  |)as  moins  néces- 
saire; car,  si  le  coefficient  ap^q^__,  par  exemple,  n'était  pas  nul, 
en  appelant  />,  /j,  .  .  .  des  quantités  positives  inférieures  à  R^r, 
Ry,  ...  respectivement,  a^,y,.../'^/'y •  •  •  module  du  terme  cor- 
respondant ne  serait  pas  nul,  et  il  existerait  (130)  des  quantités 
X,  \' ,  ...  de  modules  /'j;,  /•,-,  .  .  .  qui  donneraient 

et  par  suite 

y(X,  Y.   ...  I  non  =  o. 

13o.  Nous  donnerons  de  ce  dernier  point  une  démonstration 
toute  différente  reposant  sur  la  proposition  suivante  qui  nous  sera 
utile  ailleurs. 

Soient  R^.,  R'  ...  des  quantités  positives  (juelconques  res- 
pectivement inférieures  à  R^r,  R»  •  •  •  ^  et 

I  .r,.    x-i,     —    Xp,     

(■^)  \y^^  ji r?.    ••• 


des  suites  illimitées,  dans  chacune  desquelles  les  termes  sont 
tous  numé/iquement  inégaux,  avec  des  modules  nonsupérieuis 
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//  R^,  pour  1(1  premicie,  à  \\y  pour  lu  seconde,  etc.  Si  Von  n 
numérique  nie  ni 

(3)  A^P^yq^  ...)  =  o, 

pour  toute  combinaison  de  valeurs  des  rangs  /?,  7,  ..  .,  on 
aura  aussi 

(^m,n,...  ^=  O) 

fjuels  que  soient  les  indices  m.,  n,   .... 

I.  Considérons  d'abord   le    cas   d'une   seule  variable   x,    où    il 

s'agit  de 

y(a7)—  rto-^<^l^-^«2^^^•••• 
supposons  qu'on  ait  limx^^o,  et  qu'on  ait  démontre  la  nullité 
des  premiers  coefficients  jusqu'à  «„.  exclusivement.  Il  reste  ainsi 

fix)  =  x\'-f^,(x), 
en  posant,  pour  abréger, 

série  entière  ayant  même  rayon  de  convergence  que  la  propo- 
sée (116,  V).  Comme  Xp  prend  une  infinité  de  valeurs  non  =  o. 
l'égalité  indéfinie  xJl^f^L{Xp)  =  o  entraine  aussi  f^(^Xp)=^o,  par 
suite  limyjj,(j"^)  =  o  =  /j;,(o)  =  rtjj,  (124).  En  prenant  donc  suc- 
cessivement u.  :::=  o.  1.2,  .  .  . ,  il  vicut  indéfiniment 

«g  =  <Z,  =  «2  =r  .  .  .  =  o, 

comme  il  fallait  le  constater. 

II.  Supposons  que  le  nombre  h  des  variables  soit  quelconque, 
que  l'on  ait  limo^^,  =  limy^  =  .  .  .  =  o,  que  le  point  en  question 
ait  été  établi  pour  moins  de  h  variables,  et  ordonnons  la  série  (i) 
par  rapport  à  .r,  de  manière  à  lui  donner  la  forme 

Aq -I-  A 1  ^  —  Ao  .z"-  -r- . . . . 

où  Ao,  A| .  Al,  ...  sont  maintenant  des  séries  entières  en  j',  z,... 
seulement. 

Pour  un  système  donné  de  valeurs  de  ces  dernières  variables 
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appartenant  aux  h  —  i  dernières  suites  (2),  la  somme  de  cette  série 
est  supposée  s'évanouir  quand  x  prend  une  valeur  quelconque 
figurant  dans  la  première  suite.  Il  en  résulte  (I) 

Ao  =  A,  =  Ao  =  . . .  =  o. 


Donc,  en  vertu  de  l'hypothèse,  les  coefficients  de  ces  séries 
e  nlières  sont  tous  nuls,  parce  que  les  valeurs  des  variables  consti- 
tuant  le  système  considéré  peuvent  être  choisies  arbitrairement 
dans  les  h  —  i  suites  dont  il  s'agit.  Mais  l'ensemble  de  ces  coeffi- 
cients est  précisément  celui  des  coefficients  de  la  série  propo- 
sée (1);  donc  ces  derniers  sont  lous  nuls. 

III.  Nous  passons  sous  silence  le  cas  où  les  suites  (2)  soul 
quelconques,  parce  qu'il  est  renfermé  dans  un  théorème  plus 
général  que  nous  démonlrerons  plus  tard  (188,  inf.)  et  (|uc  sa 
connaissance  nous  est  inutile  en  ce  moment. 

136.  Le  théorème  du  n"  13i  résulte  immédiatement  du  précé- 
dent ;  car,  si  f{x^  y,  .  .  .)  est  nulle  identiquement,  l'égalité  (3)  a 
lieu  pour  toute  composition  des  suites  {%)  :  en  particulier,  pour 
celle  consistant  à  donner  zéro  pour  limile  commune  à  tous  leurs 
termes  généraux. 

1 37.  Pour  que  les  sommes  des  deux  séries  entières  dépendais I 
des  mêmes  variables 

^ ( «,«,«,  ..x"'y" ■■■),         ^ ( b,„,„_x"<y'> ...) 

soient  égales  identiquement,  il  faut  et  il  suffit  que  les  eoe(Ji- 
cients  de  leurs  termes  semblables  soient  toujours  égaux  res- 
peetii'emenl. 

L'égalité  en 

identiquement,  d'où  indéfiniment  a,„^„^,,, —  6/,i^«^...:=o, c'est-à-dire 
«/«,»,...=  ^/«,«,...  (134). 


CIIAIITKE  VI. 


DKRIVEES   DES   FONCTIONS   OI.OTKOPES.    —   IJENIiSE    II.VBITIELI.E    I)K    CES 

l'ONCTIONS. 


Définitions. 

138.  L'étude  des  principales  o|3éralions  générales  qui  donnent 
naissance  à  de  nouvelles  fonctions  nous  révélera  successivement 
(Chap.  VIII,  IX,  X,  XI,  XII,  inf.)  un  fait  (jui  domine  toulc 
l'Analyse  infinitésimale  et  dont  cette  Science  est,  selon  nous,  le 
simple  développement  des  innombrables  conséquences;  le  lec- 
teur en  a  déjà  été  prévenu  (I).  Quand  les  fonctions  déjà  connues 
qui  sont  impliquées  dans  les  calculs  sont  représentables  par  des 
séries  entières  de  la  manière  qui  va  être  précisée  dans  un  instant, 
les  nouvelles  fonctions  qu'ils  engendrent  le  sont  également,  excepté 
toutefois  pour  certaines  valeurs  particulières  des  variables  qui 
sont  toujours  assignables  a  priori.  Et,  comme  les  fonctions  ana- 
lytiques forment  ainsi  une  chaîne  continue  ayant  les  polynômes 
entiers  pour  premier  anneau,  on  est  autorisé  à  dire  en  gros  c\n  elles 
sont  toutes  aussi  développables  en  séries  entières. 

Cette  assertion  générale  n'est  pas  contredite  par  l'étude  d'autres 
modes  spéciaux  de  génération  des  fonctions,  qui  tiennent  dans 
l'Analyse  une  place  bien  moindre  (sommation  de  séries  de  fonc- 
tions simples,  formation  de  séries  factoricUes,  etc.);  en  outre,  et 
il  importe  de  le  remarquer,  elle  s'accorde  entièrement  avec  le 
principe  essentiel  admis  tacitement  par  tous  ceux  qui  cherchent 
à  renfermer  dans  des  formules  mathématiques  les  résultats 
de  l'observation  des  phénomènes  naturels.  Beaucoup  de  ces  for- 
mules sont  des  polynômes  entiers  auxquels  des  observations  de 
plus  en  plus  précises  ajoutent  successivement  des  termes  qui  en 
augmentent  Texactilude,  c'est-à-dire  des  séries  entières  limitées 
par  l'imperfection  de  nos  sens  et  de  nos  instruments.  Or  une 
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pareille  méthode  n'aurait  pas  été  couronnée  d'un  succès  constant, 
si  les  fonctions  qui  représenteraient  exactement  les  phénomènes 
naturels  n'étaient  pas  aussi  développahles  en  séries  entières,  fail 
que  nous  pourrions  d'ailleurs  rattacher  très  étroitement  à  celui 
que  nous  signalions  en  commençant. 

Comme,  d'autre  part,  les  raisonnements  appuyés  sur  cette  pro- 
priété générale  des  fonctions  imitent  tout  à  fait  ceux  de  l'Algèhre 
élémentaire  et  peuvent  être  amenés  sans  peine  au  plus  haut  degré 
de  rigueur  et  d'élégance,  nous  la  prenons  pour  hase  de  toute  noire 
théorie.  11  nous  faut  donc,  tout  d'ahord,  un  vocahulaire  spécial 
pour  l'invoquer  facilement. 

139.  La  manière  la  plus  simple  de  relier  entre  elles,  par  la  pensée, 
diverses  valeurs  particulières  attribuées  à  une  même  variable  indé- 
pendante, consiste  à  considérer  chacune  d'elles  comme  déduite  de 
la  précédente  par  Vaddition  d'un  certain  accroissement,  h^llo 
est  d'autant  plus  conforme  à  la  nature  intime  des  choses,  (pic 
l'addition  physique  (ou  la  soustraction)  intervient  essentielle- 
ment dans  la  comparaison  de  grandeurs  concrètes  similaires.  On 
est  conduit  ainsi,  à  chaque  instant,  à  étudier  la  valeur  indéter- 
minée y(iCo +/'?  J'o  +  A",  •  •  •)  que  fait  acquérir  à  une  fonction 
donnée  /( .27,  j'.  ...)  l'attribution  à  ses  variables  indépendantes 
d'accroissements  variables  li,  A-,  .  . .  à  partir  des  valeurs  particu- 
lières ^o>  ^o<  •  •  •  fixées  pour  un  instant  ;  c'est  ce  que  nous  avons 
déjà  fait  avec  grand  profit  pour  les  séries  entières  (124,  II). 

Cela  posé,  nous  dirons  que  la  {oncùon  f{x,  y,  .  .  .)  esl  olotrope 
en  JCo,  yo,  .  .  .,  avec  des  olomètres  au  moins  égaux  à  o.c,  Oj,  ... 
quantités  positives  données  de  grandeurs  quelconques,  quand 
f{X(i-\-  h^  Yft  -{-  k.  .  .  .)  peut  se  développer  en  une  série  entière 
par  rapport  à  A,  /■,  ...,  admettant  o^^  o^.,  ...  pour  rajons  de 
convergence  (116).  On  dit  que  ce  développement  est  fait  à  partir 
de  Xq^i  j'o?  •  •  •  5  et,  relativement  à  lui,  on  nomme  ces  quantités  et 
/(^Of  J'o,  •  •  .)  les  valeurs  initiales  des  variables  et  de  la  fonction. 

Nous  dirons  encore  que  f{x,  y,  .  .  .)  est  olotrope  dans  des  aires 
données  S^,  S,-,  .  .  .  (89)  (90),  avec  les  olomètres  (invariables)  Oi-, 
Oy,  ...,  quand  elle  jouit  de  cette  propriété  en  tout  système  de 
valeurs  initiales  des  variables  prises  respectivement  à  l'intérieur  de 
ces  aires,  c'est-à-dire,  nous  le  répétons^  quand/(.r4-  Ji,y  -\-  k^  . . .) 
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<;st  rcprcsonliihlc  par  une  si-iio  ciilirrc  convcrf^cnlc  en  //,  /.-,  .  ,  ., 
d('S  que  d'une  pari  X,  1',  ...  lonihent  dans  S^r,  S,.,  .  .  . ,  (pie  (rnulic 
pari  les  modules  de  A,  /. ,  .  .  .  sont  inférieurs  à  Or,  Oy,  .... 

La  e()nfii;uralion  des  aires  S.r,  S,-,  .  .  .  varie  avec  la  nature  propre 
de  la  fonelion  considérée,  cela  va  sans  dire.  Quelquefois  ces  aires 
sont  indéfinies,  c'est-à-dire  (jue  rien  ne  limite  leur  forme  et  leur- 
grandeur;  nous  dirons  alors  que  la  fonction  est  indéjininipnl 
olotrope. 

Inexistence  même  des  oloniètres,  c'est-à-dire  ce  fait  que  les 
séries  entières  dont  nous  parlons  sont  convergentes  pour  certains 
modules  des  accroissements  tous  différents  de  zéro,  est  indispen- 
sable à  nos  raisonnements.  Mais  leur  grandeur  est  indifférente; 
car  les  valeurs  maximums  des  ravons  de  convergence  de  ces  séries 
dépendent  en  majeure  partie  de  la  configuration  des  aires  Sj , 
S,,  ...  et  des  positions  qu'y  occupenl  les  valeurs  initiales  des 
variables  (i202,  inf.) 

Il  résulte  d'une  remarque  faite  au  n"  119  quey(.r,  y,  .  .  .)  adniel 
certainement  o.r,  o,,  .  .  .  pour  oloniètres,  si  cette  fonction  admet 
nu  même  titre  toute  combinaison  de  quantités  positii'es  respec- 
tivement inférieures  à  celles-ci. 

140.  D'après  ces  définitions,  la  somme  cVune  série  entière 
F(jc,  >',  .  .  .)  avant  R.r,  Kv?  •  •  •  pour  rayons  de  convergence  est 
évidemment  une  fonction  olotrope  en  jc  =:=  o,  j^  ^  o,  .  .  . ,  avec  es 
rayons  eux-mêmes  pour  oloniètres  ;  car  F(o  -h  A,  o  -h  /•,  .  .  .)  se 
réduit  à  F(/i,  /■•,  .  .  .),  c'est-à-dire  à  ce  que  devient  la  série  consi- 
dérée quand  on  représente  ses  variables  par  les  lettres  A,  /  ,  .  ,  . 
substituées  k  Xj  y^  .... 

La  même  fonction  est  olotrope  dans  des  aires  Sa:,  S, ,  ... 
découpées  arbitrairement  dans  celles  de  cercles  concentriciues 
aux  cercles  de  convergence,  mais  de  rayons  moindres,  avec  des 
olomètres  égaux  à  ô^,  Oj,  •  •  .  ,plus  courtes  distances  respectives 
des  points  des  contours  de  ces  aires  à  ceux  des  circonférences 
des  cercles  de  convergence.  Car,  si  .r,  y,  .  .  .  tombent  à  l'intérieur 
de  Sa-,  S,.  .  .  . ,  et  si  les  modules  de  A.  k,  . . .  sont  inférieurs  à 
o.r,  0,-,  .  .  . ,  on  a  certainement 

modvC  -h  mod/i    ^  R^^,         iiiod^  -H  mod/v  <  R^, 
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Cl  (120)  F{x -i- hf  y -[- k.  .  .  .)  peut  se  mettre  sous  forme  d'une 
série  entière  en  x,  )%  ...,  A,  A',  ...  que  rien  n'empêehc  d'or- 
donner par  rapport  à  /<,  k,  .  .  .  seulement. 

141.  De  même,  /d  somme  F(x  —  ^oj  y  — Joi  •  •  •)  cV une  série 
fjuL  est  entière  peu-  rapport  aux  différences  x  —  x^^y  — j)o?  •  •  • 
et  qui  a  R^;,  Rj,  .  •  .  pour  rayons  de  convergence,  est  fonction 
ololrope  de  x,  t,  .  .  .  dans  des  portions  quelconcpies  des  aires 
de  cercles  ayant  pour  centres  jTo,  _}'o,  • .  •  et  pour  rayons  des 
quantités  positives  R'^.,  R' ,  .  .  .  inférieures  à  R^-,  Rj,  . .  .,  par 
exemple  dans  tout  J'' intérieur  des  cercles  dont  il  s'agit. 

I  i!2.  La  remarque  suivante  est  quelquefois  utile  :  Sif[x,y,  .  .  .) 
est  ololrope  dans  les  aires  S^-,  Sj,  .  . .  avec  o^,  Oj,  .  .  .  pour 
olomètres,  et  si,  nommant  $.,..  îr>  •  •  •  ^^^  quantités  positives 
inférieures  à  ces  dernières,  on  accroît  les  aires,  de  zones  addi- 
tionnelles Zx,  Zv,  . .  .,  ayant  des  épaisseurs  moindres  cjue  s.,, 
S) ,  .  .  . ,  c'est-à-dire  telles  qu'à  un  point  (padconque  de  L^  par 
exemple  corresponde  toujours  dans  S^  quelque  autre  point  qui 
en  soit  à  une  distance  inférieure  à  Sj-,  la  fonction  considérée 
est  aussi  définie  dans  les  aires  totales  S^.,  S'.,  .  .  .  résultant  de 
l'adjonction  des  zones  Z^,  Z, ,  ,  .  .  aux  cures  considérées  ;  de 
plus  elle  y  est  encore  olotrope,  mais  avec  des  olomètres  égaux 
seulement  à 


<j  r  =    0.7-  î  , 


Soit  x',  >'',  ...  un  système  de  valeurs  des  variables  prises 
n'importe  où  dans  les  aires  totales,  par  exemple  dans  les  zones 
additionnelles.  Comme  il  existe,  par  hypothèse,  des  valeurs  des 
variables  Xq,  yo,  •  •  •  tombant  dans  les  aires  primitives  et  étant 
telles  que  les  modules  des  différences  x' — Xq,  y'  —  y^^  . ..  soient 
plus  petits  que  e^,  £j^  •  .  • ,  ces  modules  seront,  à  plus  forte  raison, 
inférieurs  à  Ox,  Oy,  ...  et 


f{x',y\  ...)=f{xo  +  x'—xo,yo-^y'—yo,  ■■■) 

est,  par  définition,  la  somme  de  quelque  série  convergente  entière 
par  rapport  aux  différences  x' —  Xn,  y'  —  j'oi  •  •  •  • 

Soient  enfin   A',  /,',    .  .  .   des  accroissements  de  modules  infé- 
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rieurs  à  o'^,  5^.,  ...,  allrilmés  aii\  variables  à  parlir  des  valeurs 
initiales  x' ,  >'',  .... 

Comme  la  série  cnllèrc  ci-dessus  a  pour  rayons  de  convergence 
o.i,  Oy,  .  .  . ,  quantités  égales  à  Sj^  -h  o't,  Sj  +  o^.,  •  .  . ,  supérieures, 
par  suite,  aux  sommes 

ino(l(.r' — Xq)-- moàh' ,     mo(\{y' — j^o)  +  inod /',      ..., 

on  peut  remplacer  ses  propres  variables  x' —  Xq^  y'  —  y^,  .  .  .  par 
les  sommes 

x'  —  Xo-\-  h',     y'  —  jo  +  Z^-',      .  -  . , 

la  transformer  en  une  série  entière  par  rapport  à  toutes  les  quan- 
tités^'—  x;Q^y'  —  y^,  .  .  .,  h',  k' ,  .  .  .,  puis  ordonner  cette  nou- 
velle série  par  rapport  à  //,  /,',   .  .  .  (120). 

Or  ce  développement  est  précisément  celui  dont  il  fallait  con- 
stater la  possibilité  pour 


143.  D'une  manière  moins  précise  mais  plus  brève,  on  peut 
dire  que  la  diminution  des  olomètres  dUine  fonction  permet 
d'augmenter  d'épaisseurs  égales  à  ces  décroissements  les  aires 
oit  l'on  sait  quelle  Jouit  de  cette  propriété.  Inversement,  la 
réduction  des  aires  permet  une  augmentation  correspondante 
de  la  grandeur  des  olomètres,  réciproque  plus  difficile  à  établir 
et  qui  nous  conduira  bientôt  à  la  détermination  exacte  des  rayons 
de  convergence  maximums  du  développement  d'une  fonction  que 
l'on  sait  être  olotrope  dans  des  aires  données  (201,  204,  inf.). 

144.  Relativement  à  une  fonction  donnée,  puisqu'elle  est  iiabi- 
luellement  développable  en  série  entière,  on  pourrait  aussi  appeler 
ordinaires  les  valeurs  des  variables  à  partir  desquelles  ce  déve- 
loppement est  possible.  Par  opposition,  nous  appellerons  valeurs 
singulières  celles  à  partir  desquelles  il  ne  l'est  plus,  ce  qui  est 
toujours  un  fait  exceptionnel,  comme  nous  l'avons  annoncé,  et 
nous  dirons  que  la  fonction  se  trouve  dans  une  phase  singulière, 
(juand  les  variables  prennent  de  semblables  valeurs  ou  bien  quand, 
elles  tendent  vers  elles. 
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Pour  une  même  fonction  de  k  variables,  les  valeurs  singulières 
de  celles-ci  sont  en  général  les  systèmes  de  solutions  numériques 
d'équations  simultanées  finies  (281,  in/.) 


l  wi(^,j-,  ...)  =o, 
\  ^2(37,  JK,   ...)  =  o, 


dont  le  nombre  est  égal  ou  inférieur  à  /i  et  dépend,  ainsi  que  la 
nature  de  ces  équations,  de  celle  de  la  fonction  considérée.  C'est 
ce  qui  résulte  de  Tensemble  des  faits  connus. 

14o.  Nous  devons  encore  mettre  au  nombre  des  phases  singu- 
lières d'une  fonction  l'état  où  elle  se  trouve  quand  quelques-unes 
de  ses  variables  deviennent  infinies;  car  alors  celles-ci  ne  restent 
plus  voisines  de  valeurs  particulières  à  partir  desquelles  le  déve- 
loppement en  série  entière  soit  possible. 

146.  Quelquefois,  pour  certaines  valeurs  des  variables,  les  opé- 
rations générales  qui  définissent  une  fonction  ne  permettent  plus, 
à  elles  seules^  de  constater  si  la  fonction  est  olotrope  ou  bien  si 
elle  se  trouve  dans  une  phase  singulière,  et,  pour  en  décider,  il 
faut  faire  entrer  en  ligne  de  compte  quelque  autre  circonstance 
spéciale  de  la  question.  Nous  dirons  que  ces  valeurs  sont  critiques. 
La  fonction  entre  alors  dans  inie  phase  critique  se  résolvant  après 
discussion,  tantôt  en  une  phase  ordinaire,  tantôt  en  une  phase 
singulière. 

Les  expressions  dites  habituellement  se  présenter  sous  F  une 

des  formes  -,  —)  o  X  œ,  yo  —  a:,  ...  ne  sont  pas  autre  chose  que 
des  fonctions  entrant  dans  certaines  phases  critiques. 


147.  Pour  des  valeurs  singulières  ou  critiques  des  variables,  il 
arrive  souvent  que  Vexécution  même  des  calculs  générateurs  de 
la  fonction  devient  impossible.  Mors  pour  définir  sa  valeur,  du 
choix  de  laquelle  on  redevient  maître,  on  prend  toujours,  par 
convention  générale,  la  limite  vers  laquelle  tend  la  fonction 
quand  les  variables  tendent  vers  leurs  vcdeurs  singulières  ou 
critiques,  à  condition,  bien  entendu,  que  cette  limite  existe  indé- 
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pciuhuiiincnt  de  toute  hypothèse  sur  le  iiiotlo  de  variation  relative 
des  variables. 

Si  eette  limite  n'existe  pas,  mais  si  le  module  de  la  fonction  croît 
indéfiniment,  on  dit  que  pour  ces  valeurs  la  fonction  est  infinie. 
Dans  tout  autre  cas,  on  la  dit  indêlerminêe  {Cf.  loi,  inf.). 

118.  La  discussion  d'une  fonction  dont  quelques  variables  sont 
infinies  peut  se  ramener  au  cas  où  elles  tendent  vers  des  limites 
nulles,  au  moyen  d'un  artifice  très  simple  et  assez  souvent  employé. 

Supj^osons  par  exemple  qu'il  y  ait  à  étudier  ce  que  devient 
/(^,  j-,  z,  .  . .)  quand  x  ety  sont  infinies  et  que  z.,  . .  .   tendent 

vers  les  limites  c,  ....  Comme  les  quantités  x'  =  — >  y'  =  -  sont 

infiniment  petites  (82),  inversement  x  =  —f  y=^~i  sont  les  in- 

X  y 

verses  arithmétiques  de  variables  qui  tendent  vers  zéro.  Si  donc 
on  désigne  par  '/(x',  y  .,  z,  .  .  .)  la  fonction  /(  — '  —  '  ^,  •  •  •  )  <Ji' 
nouveau  système  des  variables  x',  y',  z,  .  .  . ,  il  est  clair  que  la  dis- 
cussion de  y(x,jKj  ^5  ••  .)  dans  les  circonstances  spécifiées  revient  à 
celle  de  'f(x\  y'.,  z,  .  .  .)  pour  limx'^  lim y'  =  o,  lim:;  ^c,  .... 

1  i9.  Quand  une  fonction  est  olotrope  en  Xq,  y^,  .  .  . ,  on  peut, 
par  définition  (139),  la  mettre,  pour  toutes  valeurs  des  variables 
suffisamment  voisines  de  celles-ci,  sous  la  forme 

^[a„,,n,...(^  —  ^0)'"  {y  —yo)"  ■  ■  ■] 

d'une  série  entière  par  rapport  aux  différences  variables  x  —  Xo, 
y  — yot  . . .,  les  coefficients  cim^n,...  élant^  bien  entendu,  des  con- 
stantes. On  pourrait  appeler  cercles  de  convergence  d'une  pareille 
série  ceux  qui  ont  x^,  Yq,  . . .  pour  centres  avec  les  olomètres 
correspondants  de  la  fonction  pour  rayons.  C'est  de  cette  forme 
précise,  combinée  avec  les  propriétés  fondamentales  des  séries 
entières  (Chap.  V^),  que  nous  déduirons  successivement  tous  les 
théorèmes  généraux  de  l'Analyse  infinitésimale,  et  il  nous  semble 
impossible  de  le  faire  convenablement  en  suivant  une  autre 
marche;  du  moins,  personne  que  nous  sachions  n'y  a  encore 
réussi.  Le  lecteur  retiendra  donc  soigneusement  que  ces  théorèmes 
ne  subsistent  qu  entre  les  limites  où  les  fonctions  considérées 
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sont  toutes  olotropes,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  pour  les 
valeurs  ordinaires  des  variables. 

En  dehors  de  cela,  le  raisonnement  manque  de  base  et  ne  peut 
plus  s'édifier.  Pour  les  valeurs  singulières  des  variables,  on 
retombe  donc  dans  V inconnu,  et  l'étude  d'une  fonction  ne  peut 
se  poursuivre  autrement  qu'en  employant  tel  artifice  que  pour- 
ront suggérer  ses  propriétés  spécifiques. 

Mais,  dans  les  monographies,  les  phases  singulières  jouent  un 
rôle  considérable,  parce  que  c'est  en  elles  que  font  saillie  les  pro- 
priétés caractéristiques  des  fonctions,  comme  l'organisation  géné- 
rale d'un  être  vivant  se  trahit  par  les  anomalies  de  sa  structure, 
par  ses  maladies  spéciales. 

loO.  La  première  chose  à  faire,  quand  on  rencontre  une  nou- 
velle fonction,  est  donc  d'assigner  les  valeurs  des  variables  pour 
lesquelles  elle  est  olotrope,  de  chercher  en  même  temps  ses 
phases  singulières  et  de  discuter  celles-ci.  C'est  ce  que  nous  allons 
faire  pour  le  petit  nombre  de  fonctions  dont  nous  pouvons  parler 
en  ce  moment. 

Les  polynômes  entiers  sont  indéfiniment  olotropes.  Si  effecti- 
vement y(ar,  y,  .  .  .)  désigne  une  fonction  entière,  on  peut,  quelles 
que  soient  les  valeurs  attribuées  à  a:*,  y,  ...  et  aux  accroisse- 
ments A,  k,  ....  transformer,  au  moyen  des  premières  règles  de 
TAlgcbre,  l'expression  f(x-^h,  y-hk,  .  .  .)  en  un  polynôme 
entier  en  A,  /,•,  .  ..,  qiii  constitue  évidemment  une  série  entière 
limitée.  La  grandeur  des  olomètres  est  indéfinie. 

Les  seuls  systèmes  de  valeurs  singulières  des  variables  sont  donc 
ici  ceux  où  quelqu'une  d'elles  est  supposée  infinie.  Quand  il  v  a 
plusieurs  variables  infinies,  la  variation  de  la  fonction  dépend  des 
circonstances;  dans  le  cas  d'une  seule,  la  fonction  est  toujouis 
infinie  (à  moins  toutefois  qu'elle  ne  dégénère  en  une  constante). 

En  supposant,  en  effet,  l'exposant  A^^i  avec  a^  non  =  o,  ou 
peut  écrire 

/(,r)  =  ao-4-  a^^x  -^. . .—  aux''  =  (aA--^  e)x'^, 
où 

X  x'^         '  '  '       x^'^ 

est  évidemment  une  quantité  infiniment  petite,  pour  .r  infinie. 
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En  appelant  donc  s  une  quanlilé  posilivi;  Inférieure  à  a/;,  niodiilc 
de  ciki  en  donnant  à  i,  module  de  jc,  des  valeurs  assez  i^randes 
pour  que  mode  reste  -<  s,  on  aura 

inod/(j;)>(a/.  — £)fA-, 

expression  dont  les  facteurs  sont  le  premier  invariable,  le  second 
infini  avec  ^. 

151.   Un  monôme  à  exposants  entiers  négalijs 

fix,  y,  ...)=  — — — 
•^  ^    '  "^  xPyl .  .  . 

est  olotrope  dans  tout  système  d'aires  S^r,  S,-,  ...  ne  compre- 
nant pas  à  leur  intérieur  les  valeurs  o,  o,  ...  des  variables  ; 
et,  pour  olomètres,  on  peut  prendre  les  distances  respectives 
minimums  ^x-i  Sji  •  •  •  des  points  de  ces  ailles  aux  origines  O^, 
Oy.  .  .  .  des  axes  auxquels  ils  sont  rapportés. 

Soit  Xq,  j^o?  •  •  •  un  sj'stème  de  valeurs  initiales  prises  arbitrai- 
rement dans  les  aires  S^,  Sy,  ...,  par  suite,  toutes  difFérentes 
de  zéro;  soient  encore  h.  A",  .  . .  des  accroissements  de  modules 
inférieurs  à  o^,  ôj,  ....  Ces  modules  seront,  à  plus  forte  raison, 
inférieurs  à  ceux  de  ^oj  JK05    •••5  P^'^  suite,  ceux  des  quantités 

_  A  -    /         __i  -    ' 

seront  tous  inférieurs  à  i . 

La  progression  géométrique  à  p  raisons  égales  à  x\  à  q  raisons 
égales  ày,  ..  . 

l.  •*  0  y  0  •  •  •  J 

est  donc  convergente  (113)  et  a  pour  somme 

I  x'^^yl . . . 


(i  —  x')P {\  —  y' )i . ..        (a;o-t-  li)P{yQ  —  k)'! . .  . 
11  en  résulte  qu'on  obtiendra  le  développement  de 

f{Xo  +  h,  yo-^  k,  ...) 
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en  série  entière  par  rapport  à  A,  A,  .  . . ,  en  divisant  tous  les  termes 
de  la  série  (i)  ci-dessus  parla  constante  oc^y^  . . .. 

Pour  cette  fonction,  les  seuls  systèmes  de  valeurs  singulières  des 
variables  sont  donc  ceux  où  l'une  d'elles  au  moins  est  nulle  ou 
bien  infinie.  En  supposant  quelques  variables,  d'abord  infiniment 
petites,  puis  infinies,  les  autres  a^ant  des  valeurs  données  difl'é- 
rentes  de  zéro,  on  voit  immédiatement  que  la  fonction  est  infinie 
dans  le  premier  cas,  partant  non  olotrope,  infiniment  jiclile  dans 
le  second.  Elle  est  indéterminée  (147)  quand,  en  même  temps, 
certaines  variables  sont  infinies,  d'autres  infiniment  petites. 

152.  Le  cas  d'une  seule  varialjle  x  mérite  une  mention  spéciale. 
En  posant 

— ^  =  Ea,„y'«     (moclx'<i), 

on  aperçoit  sans  peine  qnc  a,n  est  égal  au  nombre  des  termes  d'un 
polynôme  homogène  de  degré  m  à  p  variables,  c'est-à-dire  à 

(m  -+-  T)(w  -^'î). .  .{m  —  p  —  i)  _  1.2.  ■  ■  in{in  +  i)(m  -r-a). .  .(m-hp  —  i) 
1.1...  (p  —  I)  ~"  I.7....  ni.i.i.  ..{p  —  i) 

p(p-r-\)...(p-rni  —  l) 

= ) 

1.2.../?? 

d'où,  en  supposant  Xo  non  =  o,  mod/i  -<  mod  j:'o, 

{xo  ^  h)-P  =  x^f'  -^  =^  .r,/'-  '  A  - . .  . 

(-p){-p-i)...(-p~-m-^i)        ,_„,. 
""  1.2.../??  '  ' 

développement  identique  à  celui  que  fournirait  la  règle  du  binôme 
de  Newton,  appliquée  mécaniquement  à  un  exposant  négatif. 

Cette  fonction  a:~P  entre  dans  une  phase  singulière  pour  ^  ^  o 
et  pour  X  infinie;  elle  est  infinie  dans  le  premier  cas,  infiniment 
petite  dans  le  second. 

153.  En  supposant/?^!,  on  obtient  la  fonction  -  dont  nous 

parlerons  souvent,  et  à  laquelle  nous  donnerons  le  nom  de  fonction 
fractionnable  simple.  Elle  est  olotrope  pour  toute  valeur  de  x, 
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zéro  excepté,  cl  son  dévcioppcment  en  série  entière  se  réduit  à 
I  I         II         II-  //"' 

.  .  -f-  (  —  I  )'" 'r-.  .  .. 


où  l'on  doit  toujours  supposer  :ronon     :  o,  moàh  ■  /;  mod-rp. 

loi.  Comme  exemple  de  ])lia5e  critique,  nous  citerons  la  fonc- 
lion  —  pour  .r  =:  o,  valeur  ciui  rend  impossible  la  division  à  faire 

X'I  ^  1  1 

pour  calculer  la  valeur  eorrespondanle  de  la  fonction  (146). 

Si  />  =  17,  la  fonction  est  égale  au  monôme  à  exposant  entier  non 
négatif  ^^'"^  pour  toute  valeur  de  jrnon  =0.  Elle  est  donc  olo- 
Irope  en  ^  =  o  (150)  et  s'y  annule  si />  >- ^,  en  convenant  tou- 
jours (147)  de  lui  attribuer  alors  pour  valeur  celle  qui  lui  sert  de 
limite  quand  x  tend  vers  zéro. 

Mais,  s'\  p  est  <C(J,  la  fonction  est  égale,  pour  :rnon=:o,  au 
monôme  à  exposant  entier  négatif  xP~i  qui  cesse  d'être  olotrope 
pour  ^  =  0.  Elle  ne  l'est  donc  pas  non  plus;  de  plus  elle  j  est 
infinie  (147)  (loi). 

Dérivées  premières. 

loo.  Si  /(x,  y,  .  .  .)  est  olotrope  dans  les  aires  S^-,  S,-,  •  •  • 
avec  les  olomètres  S^r,  Oj,  .  .  .  ^  les  coefficients  du  développement 
de  fi^x  -i-  h,  y  +  k^  . .  .)  en  série  entière  par  rapport  à  Ii,  k.  .  .  . 
sont  tous  aussi  des  fonctions  de  x,  y,  .  .  .  qui  sont  olotropes 
dans  les  mêmes  aires  et  avec  les  mêmes  olomètres. 

Ces  coefficients  étant  essentiellement  indépendants  de  //. 
/. ,  .  .  .  (112)  ont  toujours  les  mêmes  valeurs  pour  des  valeurs 
données  de  x^y^  .  .  . ,  de  quelque  manière  (jue  le  développement 
de  /(x  H-  h,  y  -{-  k,  .  .  .)  ait  été  construit  ;  car  les  sommes  de  deux 
développements  de  cette  espèce  doivent  Tune  et  l'autre  repro- 
duire/"(x  4-  /i,  y  +  A',  .  .  .),  par  suite  être  égales  entre  elles  pour 
tout  système  de  valeurs  de  h,  A",  .  . .  ayant  des  modules  inférieurs 
aux  olomètres  (137).  Chacun  d'eux  est  donc  une  fonction  déter- 
minée de  X.,  y 

Soit  maintenant  .Tn,  ro.  •  •  •  un  système  de  valeurs  initiales  tom- 
bant dans  Sx,  Sj,  .  .  . ,  puis  //,  k',  .  . .  des  accroissements  de  mo- 
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dules  inférieurs  à  ô^,  o,-,  ....  puis  enC\n  fp^q^,_,{x,  y,  . .  .)le  coeffi- 
cient de  hPk^  . . .  dans  le  développement  de/(x  +  h,  y  +  k,  .  .  .  )  ; 
il  nous  reste  à  prouver  que  fp^q,...{x^^+  A',  jKo  +  ^''>  •  •  •)  peut 
être  mis  sous  forme  d'une  série  entière  en  h\  A',  ....  A  cet  effet, 
nous  appellerons  A",  //',  .  .  .  des  quantités  de  modules  inférieurs 
aux  excès  de  ô^,  Oy,  .  .  .  sur  les  modules  de  h',  A',  . .  . ,  et  nous 
observerons  que  la  série  entière  en  h,  /.,  . .  .  qui  constitue  le  déve- 
loppement de/(.ro  +  h,yo-\-  k,  •  .  .),  ayant  précisément  Oj^.  o^,  . . . 
pour  rayons  de  convergence,  les  inégalités 

mod  /i'  -+-  mod  h"  <  o^,     mod  A'  -t-  mod  k"  <  Oy, 

permettent  de  remplacer,  dans  celle  série,  A,  A,  .  . .  par  A'-f-  h", 
k' -\-  k\  .  .  .  cl  de  transformer  l'expression  correspondante 

en  une  série  entière  par  rapport  à  /t',  A',  ....  h",  A",  .  .  .  (120). 
Cela  posé,  le  coefficient  de  h"Pk"f  ..  .  dans  celte  nouvelle  série 
ordonnée  par  rapport  à  h",  A"",  .  .  .  est  précisément  le  développe- 
ment cherché  de  fp^ç^,..{xo  +  /i',  jKo  +  A',  . . .). 

156.  Dans  le  développement  de /(a:  -^  h,  y  -\-  k,  .  .  .),  le  terme 
indépendant  de  h,  k,  ...  est  naturellement  la  valeur  de  cette 
expression  pour  A  =  A-  r=  . . .  =  o, . c'est-à-dire  f{x,  y,  ...').  Les 
coefficients  desrtermes  suivants  sont  d'autres  fondions  qui  vont 
maintenant  nous  occuper. 

Ceux  des  premières  puissances  de  A,  k,  ...  se  nomment  les 
dérivées  de  f{x,  y,  .  .  .  )  prises  par  rapport  à  x,  y,  ...  respec- 
tivement, cl  se  représentent  par 

ou  bien  encore  par 

Dx/(^,  J',  ...),     D^/(^,7,  •••),     •••• 

notations  où  les  indices  peuvent  être  supprimés  dans  le  cas  d'une 
seule  variable  indépendante. 

Le  coefficient  de  A  dans  le  développement/(.r -}- A,  j- H- A-,  .  .  .) 
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étant  indépendant  des  divers  accroissements,  en  [)artieulier  (!<• 
/. .  . .  . ,  est  égal  à  celui  de  h  dans 

f(x  ^  h,  y,  .  •  •  )  =  f{^  4-  A,  j'  -f-  o,  . . .  K 

Pour  obtenir  fj.{x,  y,  •  •  ■)>  ^"  peut  donc  opérer  connue  si  x 
était  la  seule  variable  de  /{x,  y^  .  . .)  en  considérant  les 
(/utres  comme  réduites  momentanément  à  des  constantes,  ce 
qui  ramène  toujours  le  calcul  des  dérivées  au  cas  d'une  seule 
variable  indépendante. 

Cette  sorte  de  disjonction  possible  des  variables  dans  le  calcul 
des  diverses  dérivées  d'une  même  fonction  leur  fait  souvent  appli- 
quer la  dénomination  de  âérWées  partielles. 

lo7.  Cherchons  les  dérivées  des  fonctions  que  nous  savons 
actuellement  être  olotropes. 

i"  Une  constante  (si  on  veut  la  considérer  comme  un  cas 
extrême  des  fonctions)  a  des  dérivées  toutes  identiciuement 
nulles.  Car  une  série  entière  en  A,  A',  ...  ne  peut  conserver  une 
valeur  constante,  sans  que  son  premier  terme  ne  soit  précisément 
égal  à  cette  constante  et  que  les  coefficients  de  tous  les  autres 
ne  s'évanouissent  (137). 

2"  La  fonction  rationnelle  a{x  —  ^o)^(j'  — Yo)'^-'  •  •  ?  ^'^^  ^^^ 
exposants  tu,  y,  ...  sont  des  entiers  positifs  ou  négatifs,  a  pour 
dérivée  par  rapport  à  x 

ma{x  —  xa)^-^  {y  —  y^j^^ 

On  obtient  effectivement  ce  résultat  en  remplaçant  x  par  x  —  h, 
c'est-à-dire  x  —  x^  par  x  —  Xq-\-  h,  en  développant 


{x Xq-t-  h)^ 

par  la  formule  du  binôme,  soit  ordinaire,  soit  généralisée  comme 
au  n"  lo2,  et  en  prenant  le  coefficient  de  Ji  dans  le  développement 
correspondant  de  notre  fonction.  Il  faut  naturellement  suppose)- 
que  les  valeurs  de  J',v',  .  .  .  n'annulent  aucune  diflerence  pourvue 
d'un  exposant  négatif. 
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Pour  la  fonction  fractionnaire  simple  -  -^  ce"*  (153),  on  a  la 
formule 

D   -    =(—1)37-1-1=-  _L. 

3"  La  dérivée  par  rapport  à  x  cV une  fonclion  olotrope  mise 
sous  forme  d' une  série  entière  en  x  —  ^o,  y  — J'o?   •  '  • 

^[a,„^n...X^  -  ^o)"'(y  -yo)". . .]       (149) 
est  la  somme  de  la  série 

2:[wa,„,„,...(a:  — a7o)'«-H7— 7o)"..-] 

qui  a  pour  termes  les  dérivées  par  rapport  à  x  des  divers  termes 

de  celle-ci,  calculées  conformément  à  la  règle  précédente  (a"). 

En  ordonnant  par  rapport   à  h  le  résultat  de  la  substitution 

à.e  x  —  jTo  -h  /i  à  X  —  x^^  dans  la  série  proposée  (120),  on  irouve 
effeclivement  une  série  entière  en  A,  où  la  première  puissance  de 
cet  accroissement  a  pour  coefficient  la  somme  de  la  série  formée 
par  les  coefficients  de  Ji  dans  les  développements  des  expressions 


Quand  on  a  .^0  = -Ko  =  •  •  *  =  o?  O"  retombe  sur  une  série  entière 
proprement  dite  dont  les  dérivées  se  calculent  ainsi  terme  à 
terme,  qu'elle  soit  illimitée,  ou  bien  quelle  dégénère  en  poly- 
nôme entier. 

Dérivées  d'ordres  supérieurs. 

158.  Comme  les  dérivées  d'une  fonclion  olotrope /"(.r,  >',  .  .  .) 
le  sont  elles-mêmes  dans  les  mêmes  aires  et  avec  les  mêmes 
olomètres,  elles  ont  des  dérivées  jouissant  des  mêmes  pro- 
priétés (155)  (156);  de  même  pour  celles-ci  et  leurs  propres  déri- 
vées, et  ainsi  de  suite  indéfiniment.  Ces  dérivées  de  dérivées  sont  les 
dérivées  partielles  de  tous  ordres  de  la  fonction  primitive,  dont 
la  nomenclature  repose  sur  le  théorème  suivant  : 

Une  dérivée  d^ ordre  supérieur  dépend  uniquement  des 
nombres  exprimant  combien  de  fois  on  a  dérivé  par  rapport 


ClIAriTUK    VI.    —    DliRIVKKS    DES    FONCTIONS   OLOTUOI'ES.  \13 

à  chaque  variable,  de  quelque  manière  (railleurs  que  ces  opé- 
rations partielles  aient  pu  se  succéder. 
Ce  jioinl  est  évident  poui'  le  monôme 

a{x  —  xo)^{y—yoy--  ■•■ 

car,  en  appelant/»,  q,  .  .  .  les  nombres  de  dérivations  à  cxéculer 
par  rapport  à  J^,  y,  •  ■  •  respectivement,  l'application  répétée  de  la 
règle  ci-dessus  (157,  2°)  donnera  pour  résultat 

[  îit(ct  —  i) . . .  (ht  — /?  -M  )]  [x  . . .  (/ —  g  +  i)J . . .  a(^  —  3r,)^'P{y  —yo)^--i .... 

de  quelque  manière  que  Ton  ait  procédé. 

11  est  donc  général  puisque,  par  définition,  toute  fonction  olo- 
trope  est  la  somme  d'une  série  procédant  suivant  des  monômes 
de  cette  espèce  (149),  série  que  l'on  dérive  en  dérivant  successi- 
vement chacun  de  ses  termes  (157,  3"). 

159.  Pour  spécifier  une  dérivée  d'ordre  supérieur,  il  suffit  donc 
d'indiquer  les  nombres  de  dérivations  partielles  relatives  à  chaque 
variable,  que  sa  formation  comporte.  En  représentant  ces  nombres 
par/?,  q^  ....  pour  x^  y^  . .  . ,  on  dit  cette  dérivée  d'ordres  par- 
tiels p^  cji  •  .  -  par  rapport  à  x,  y,  ...  respectivement,  et  aussi 
d'ordre  total  p -\- q -\- .. .  par  rapport  à  F  ensemble  des  va- 
riables considérées  indistinctement.  On  la  note  soit  par 

soil  par 

en  supprimant  quelquefois  les  indices,  surtout  dans  le  cas  d  une 
seule  variable. 

Les  dérivées  proprement  dites,  dont  il  était  question  dans  le 
paragraphe  précédent,  sont  d'ordre  total  i  et  se  nomment  les  déri- 
vées//•e/7?/c'/'(?5.  Les  dérivées  d'ordres  totaux  2,  3,  ...  sont  les 
dérivées  secondes,  troisièmes,  etc.  Quelquefois  on  a  intérêt  à  con- 
sidérer une  fonction  comme  étant  sa  propre  dérivée  d'ordre  zéro. 

Le  nombre  des  dérivées  d'ordre  total  M  est  évidemment  égal  à 
celui  des  termes  d'un  polynôme  homogène  de  degré  M  par  rapjîorl 
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à  l'ensemble  des  variables.  Dans  le  cas  d'une  seule  variable,  il  se 
réduit  donc  à  i,  quel  que  soit  M. 

160.  Le  calcul  des  dérivées  d'ordre  supérieur  ne  comporte 
aucune  observation  spéciale,  puisqu'il  se  décompose  toujours  en 
un  certain  nombre  de  dérivations  simples.  On  notera  seulement 
(\\ie  pour  une  fonction  ololrope  dont  on  connaît  le  développe- 
ment en  série  entière  par  rapport  à  x  —  x^^  y  — j/^,  .  .  . ,  ce 
calcul  s' opère  en  V  exécutant  séparément  sur  chacun  des  termes 
du  développement. 

161.  Il  est  bon  encore  de  retenir  la  forme  de  la  dérivée  A' "'^ 
du  monôme  x^  à  exposant  entier  positif  ou  négatif.  En  répétant 
l'application  de  la  règle  indiquée  tout  à  l'heure  pour  une  seule 
dérivation  (137,  2"),  on  trouve  de  suite 

£)A-^CT  —  cj  (  TO  —  I  )  .  .  .  (  ÎIT  k  -\-\)  X^-^. 

Quand  ra  est  positif,  le  degré  du  monôme  diminue  d'une  unité  à 
chaque  nouvelle  dérivation;  pour  k  =  w,  la  dérivée  se  réduit  à  la 
constante  i  .2.  .  .  ro;  pour  k^w  -{-  i  la  dérivée  devient  donc  iden- 
tiquement nulle  (157,  1°).  Mais  toutes  les  dérivées  de  ce  monôme 
sont  comme  lui  des  fonctions  entières  de  x. 

Quand  gî  est  négatif,  le  degré  du  monôme  diminue  toujours 
algébriquement  d'une  unité  à  chaque  dérivation,  mais  /zamc^r/- 
^weme/i^  il  augmente  d'autant.  Toutes  les  dérivées  sont,  comme  le 
monôme  proposé,  des  fonctions  rationnelles  fractionnaires,  et 
jamais  elles  ne  deviennent  identiquement  nulles,  parce  qu'aucun 
facteur  nul  ne  peut  s'introduire  dans  le  coefficient.  Ici,  il  faut 
naturellement  supposer  xnon  ^  o. 

D'après  cela,  le  degré  effectif  d' un  polynôme  entier  à  une  ou 
plusieurs  variables  diminue  d'une  unité  à  chaque  dérivation; 
ses  dérivées  se  réduisent  à  des  constantes  quand  leur  ordre 
total  atteint  ce  degré,  et  elles  deviennent  identiquement  nulles 
à  partir  du  moment  oii  il  le  surpasse.  En  particulier,  les  dérivées 
de  tous  ordres  d'une  constante  sont  identiquement  nulles. 

162.  La  dérivée  f^'J]']]'' (x ,  j,  .  .  .)  est  égale  au  produit  par 
le  facteur  numérique  {i .  1 .  .  . p){i .  1 . . .  q) .  .  , ,   du  coefficient 
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(If  lii' L'i ,   .  .  .   (l((ns  le  (IrvoloppemenL  de  f{.r  -\-  h^  y  ^  I,-,   .  .  .  j 
en  série  entière  par  rapport  aux  aceroissements  A,  /,•,  .... 
Soit 

J\r,y,   ...)=X[a,„,„,...(a;-5'o)'«(r-jKu)",  •  •  ■] 

le  développement  de  la  fonction  à  partir  de  valeurs  initiales  des 
variables  suffisamment  rapprochées  de  celles  qne  l'on  considrre. 
On  a  d'abord,  d'après  la  remarque  ci-dessus  (160), 

/'5'J-;:::'(.^,7'  ...)  =  ^['«('"  — >)•••('«— />-i-0«(«  —  i)---(«  — 5' -m )••• 

X  am,n....{a:  —  x^)'"--P{y  —  y^iY-'i .  ..J. 

Si  Ton  cherche  ensuite  le  coefficient  de  hPk'i . .  .  dans  le  dé\e- 
loppement  de 

:^[«.«,, (ï^^=^-+-  /0'"(7^=^+  A-)". . .] 

en  série  entière  par  rapport  à  .r  —  x^,  y  — y,,,    .  .  .,  A,  /,■ 

ordonné  par  rapport  à  ces  accroissements,  on  trouvera  facilement, 
en  appliquant  ce  qui  a  été  dit  au  n**  123, 

( )X[m(m  —  i)...(m  — o-i-i)n(n  —  i).. .(«  — 7 -+-i  )... 

\l  .2...p  I.2..  .q        J 

ce  qui  justifie  l'exactitude  de  notre  énoncé. 

163.  En  vertu  de  cette  relation  générale  qui  a  lieu  d'elle-même 
pour  le  premier  ordre,  les  dérivées  de  tous  ordres  de/(x,y.  . .  .1 
ne  diffèrent  des  coefficients  des  divers  ternies  du  développement 
de  fi^x  -\-h^  y  -\r  k^  .  .  .)  que  par  des  facteurs  numéricjues  très 
simples.  On  pourrait  donc  aussi  bien  les  définir  par  ces  coeffi- 
cients eux-mêmes,  comme  nous  l'avons  fait  dans  le  premier  ordre. 
Il  J  aurait  ainsi  plus  d'uniformité;  mais  la  décomposition  mentale 
d'une  dérivation  quelconque  en  un  certain  nombre  de  dérivations 
premières  procure  une  division  avantageuse  de  certaines  diffi- 
cultés. 

lô^.  Si,  conformément  à  ce  qui  vient  d'être  dit,  on  introduit 
les  valeurs  initiales  des  dérivées  àe  f{x,  y.,  .  . .)  dans  le  dévelop- 
pement de/(xo  +  /'j  JKo  -^  l^'i  '  •  ')i  dans  celui  def{x,  y,  .  .  .)  en 
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série  entière  par  rapport  aux  différences  (x  —  Xq),  (y  — y^i)^  .  .  . , 
ils  prennent  les  formes 

h'"  /■" 

S"  f(in,n,...}  /  ^       ..  \  "■ 

-J  j.;y]...  C-^û,  J'o,    •  •  •  )  -j— ^ — 


m   i .?,...  /t 


dont  la  dernière  devient 

fin  l'H 

y  f  [m,, t, ...)(„    Q  N  ± J 


quand  on  développe  à  partir  des  valeurs  o,  o,  ...  de  toutes  les 
variables  (supposées,  bien  entendu,  ordinaires). 

Ces  séries  sont  celles  de  Taylor  et  de  Maclaurin,  mais  nous  v 
attachons  un  sens  bien  différent.  Habituellement,  on  définit  les 
dérivées  comme  limites  de  rapports  d'accroissements  infiniment 
petits  (196,  in/.),  puis  on  rattache  la  possibilité  même  du  déve- 
loppement d'une  fonction  par  la  série  de  Tajlor  à  l'existence 
d'un  ensemble  varié  d'autres  propriétés  générales  réputées  plus 
simples.  Abandonnant  radicalement  cette  manière  de  voir,  qui 
nous  paraît  ne  conduire  à  rien  de  satisfaisant,  nous  supposons 
préalablement  établie,  au  contraire,  la  possibilité  de  déve- 
lopper f[x  -\-  A,  y  ^  k,  . .  .)  en  une  série  entière  par  rapport 
à  A,  A",  .  . .,  et  nous  en  tirons  la  définition  des  dérivées.  En  les 
réintroduisant  ensuite  dans  le  développement,  nous  ne  faisons 
donc  qu'exprimer  les  mêmes  faits  dans  un  autre  langage. 

16o.  Nos  définitions  ne  donnent  un  sens  au  mot  dérivées,  que 
pour  les  fonctions  olotropes  et  entre  les  limites  où  elles  jouissent 
de  celte  propriété  fondamentale.  Les  fonctions  cjui  n'en  sont  pas 
douées  n'ont  pas  de  dérivées  pour  nous.  Pour  des  valeurs  singu- 
lières des  variables,  les  valeurs  des  dérivées  sont  assignées  con- 
ventionnellement  comme  nous  l'avons  expliqué  au  n"  147.   Par 

exemple,    on    dit  que    la   fonction   fractionnaire   simple  -  a   une 

dérivée  infinie  pour  x  r=o,  parce  que  sa  dérivée  —  —  j  prise  pour 
des  valeurs  infiniment  petites  de  x.,  est  infinie. 
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Comme  nous  venons  de  le  voir  im|)ll(-ilcmcnl  (155)  (162),  les 
f/cn\'ccs  cl' Knejonciion  restent  toutes  olotropes  aussi  longtemps 
quelle;  plus  tard  (!213,  inf.),  nous  constaterons  que,  clans 
chaque  ordre,  l'une  d'elles  au  moins  cesse  de  l'être,  dès  que  la 
fonction  entre  dans  une  phase  singulière. 

166.  Le  théorème  du  n"  16^2  rend  évidente  cette  observation 
i;énérale  qui  se  rattache  à  la  théorie  des  fonctions  composées 
(Chap.  IX,  inf.)  :  Si  les  fonctions  /, ,  f,-,  . .  .^  fg  sont  toutes 
olotropes,  et  si  ai,  «o,  .  .  . ,  «^  désignent  des  constantes  quel- 
conques, Vexpression  linéaire  et  homogène 

«i/i  -^  «2/2  -+-...  -f-  «-/g- 

est  aussi  une  fonction  olotrope  ;  et,  pour  en  former  une  dérivée 
d'ordres  donnés  quelconques,  il  suffit  d'y  substituer  à /i , 
y^,  . .  . ,  fg  leurs  dérivées  des  mêmes  ordres  dont  il  s'agit. 

Différentielles. 

167.  La  notation  habituelle  des  dérivées  a  été  déduite  de  consi- 
dérations, maintenant  abandonnées  à  peu  près,  mais  dont  à  cause 
de  cela  il  faut  que  nous  disions  un  mot. 

La  fonction  y(^,  j>/-,  .,  .)  étant  supposée  olotrope,  le  dévelop- 
pement (\e  f(x  +  h^y-i-  A",  .  .  .)  contient  des  termes  du  premier 
degré  en  h,  k,  .  .  . ,  dont  l'ensemble 

se  nomme  la  différentielle  totale  première  de  cette  fonction  et 
se  représente  par  le  signe  df.  Cette  différentielle  est  donc  une 
nouvelle  fonction  tant  de  x,  y,  ...  que  de  A,  A,  .  .  . ,  mais  essen- 
tiellement linéaire  et  homogène  par  rapport  à  ces  accroissements. 
Comme  les  dérivées/"^,/"'.,  ...  qui  y  figurent,  elle  est  olotrope 
par  rapport  à  ;r,  j',  ...  dans  les  aires  on  f[x^  y,  . .  .)  est  impli- 
citement supposée  l'être  (I60)  (166). 

On  se  dispense  d'affecter  des  notations  spéciales  aux  accroisse- 
ments en  les  représentant  généralement  par  dx,  dy,  .  .  . ,  et  l'on  a 

ainsi  par  définition 

df  -=  fx  dx  -r-f'ydy—.... 
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La  difFércntielle  totale  seconde  àef{x,  y,  •  •  •)'  ^'fy  est  la  diffé- 
rentielle première  de  sa  différentielle  première,  prise  par  rapport 
à  x.,  y,  ...  seulement  et  en  attribuant  à  ces  variables  les  mêmes 
accroissements  dx,  dy,  .  .  .  qui  ont  déjà  servi  à  former  celle-ci. 
11  vient  donc  facilement 

Plus  généralement,  /a  différentielle  totale  d^ ordre  M,  <:/*'y*,  est 
la  différentielle  première  de  d}^~^f^  prise  par  rapport  aux 
variables  primitives  x,  y,  .  .  .  toujours  aecrues  des  mêmes 
quantités  dx,  dy,  ....  Son  développement  est  donné  par  la 
formule 

p.'].... 

la  sommation  s'étcndant  à  tous  les  systèmes  distincts  de  solutions 
en  entiers  positifs,  de  l'équation  indéterminée 

/>  +  <7  -f-.  ..=  M. 

On  le  prouve  en  raisonnant  exactement  comme  nous  l'avons  fait 
aux  n"^  121,  122,  pour  le  développement  de  la  puissance  M'  ""' 
d'un  polynôme. 

On  remarquera  que  cette  différentielle  est,  par  rapport  à  dx, 
dy,  .  .  . ,  un  polynôme  entier  et  homogène  de  degré  M. 

168.  En  donnant  au  développement  de  f{x  -+-  dx,  y  -\-  dy,  . . .) 
la  forme  de  Taylor  (164'),  en  groupant  ensuite  les  termes  de  degré 
total  M  par  rapport  à  dx,  dy,  .  ,  .,  on  aperçoit  immédiatement, 
d'après  ce  qui  précède,  que  d^^f  est  précisément  le  produit  de  la 
somme  des  termes  de  ce  groupe  par  le  facteur  numérique 
1.2.  ..M. 

169.  Dans  le  cas  d'une  seule  variable  a',  la  formule  (i)  donne 
successivement 

df  =  f{x)dx,       d'-f=f"{x)dx\        ....        d^if  =  f^f){x)dx^^, 
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ce  qui  autorise  à  reprcscnler  les  diverses  dérivées  dey(.r)  par  les 
nolalions 

dx       dx-  dx^^ 

170.  On  obtient  une  notation  analogue  pour  les  dérivées  par- 
tielles de  tous  ordres  d'une  fonction  de  plusieurs  variables,  par 
la  considération  des  dififérentielles  parLielles,  autres  expressions 
sans  plus  d'utilité  propre. 

Si  l'on  prend/)  fois  la  différentielle  totale  de/(^,  y,  .  . .)  par 
rapport  à  x  considérée  un  inslaiit  comme  seule  variable  de 
cette  fonction,  puis  q  fois  la  différentielle  totale  du  résultat,  par 
rapport  h  y  considérée  à  son  tour  comme  seule  variable,  et  ainsi 
de  suite  pour  toutes  les  variables,  on  obtient  une  fonction  de  x, 
j>',  .  .  . ,  dx^  dy,  .  .  -  qu'on  nomme  la  différentielle  partielle  de 
f{x,r,  .  .  •),  d'ordres p,  7,  .  .  .  par  rapport  à  x,  y,  .  .  .  respec- 
tivement, et  que  l'on  peut  représenter  par  <^^^'J-''"..V(-c,  j',   ...). 

Ce  que  nous  venons  de  voir  pour  le  cas  d'une  seule  variable  (169) 
conduit  immédiatement  à  la  formule 

^'£:?:;::'/=/£5;;;:'(^, y,  ...)dxrdrj .... 

expression    qui    est   évidemment    indépendante    de   l'ordre    dans 
lequel  les  différentiations  premières  par  rapport  à  x,  y,  ...  ont 
pu  se  succéder. 
De  là,  on  tire 

i(p,7,...)  /•  M|  /• 

J  x,y,...       1  .  >  •  •  •  y        ^^,,  ^lyi  _    _         ^^/,  ^1^,1        ' 

où  M  =/>  H-  ^  +. .  . ,  en  supprimant  les  indices  et  totalisant  les 
accents,  ce  qui  ne  peut  faire  naître  aucune  ambiguïté,  puisque  la 
décomposition  de  l'ordre  total  M  est  indiquée  au  dénominateur. 
C'est  la  notation  des  dérivées  qui  est  la  plus  employée,  malgré 
son  grave  inconvénient  de  ne  pas  permettre  facilement  la  désigna- 
tion des  valeurs  que  l'on  entend  attribuer  aux  variables.  Par 
exemple,  les  dérivées  premières  d'une  fonction  de  deux  variables 
se  noient  par 

iL,   'II, 

dx       dy 

M.    -    I.  q 
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les  dérivées  secondes  par 

d^f        d^f       d'-f 
dx-       dx  dy       dy'^ 

plus  généralement  celles  d'ordre  total  M  par 

d^\f         d^\f  d^\f 

dx^^'     dx^^-^dy'     ■■■'     dy^^' 

Dans  ces  notations,  cV'^f  désigne  une  dilTérentielle  partielle, 
tandis  qu'au  n°  167  ceci  représentait  une  différentielle  totale. 
L'emploi  d'un  même  signe  pour  représenter  deux  choses  entiè- 
rement différentes  peut  faire  naître  une  confusion  qu'il  faudrait 
éviter. 

On  appelle  encore  différcntialion  l'opération  consistant  à 
former  les  dérivées  des  fonctions. 

Les  géomètres  ont  été  conduits  à  la  considération  des  différen- 
tielles par  celle  des  différences  successives  des  valeurs  que  prend 
une  même  fonction,  pour  des  systèmes  de  valeurs  des  variables 
formant  des  termes  de  rangs  égaux  dans  diverses  progressions 
arithmétiques.  Mais  il  serait  hors  de  propos  d'insister  sur  un 
point  aussi  dénué  d'intérêt.  Nous  en  dirons  un  mot  au  n"  198  (m/.). 


Génération  des  fonctions  olotropes  par  développements  successifs. 

171.  Les  fonctions  rationnelles  sont  définies  par  des  opérations 
déterminées,  à  exécuter  directement  sur  les  valeurs  correspon- 
dantes de  leurs  variables;  quelques  autres  fonctions  se  trouvent 
dans  un  cas  semblable,  sauf  une  complication  plus  grande  dans  les 
opérations  génératrices,  celles,  par  exemple,  dont  les  valeurs  s'ob- 
tiennent par  la  sommation  de  séries  convergentes,  soit  entières, 
soit  ajant  pour  termes  des  fonctions  plus  simples  données  direc- 
tement dans  des  aires  plus  ou  moins  étendues.  Mais  la  plupart  se 
forment  par  un  mécanisme  entièrement  différent,  dont  nous  avons 
maintenant  à  donner  une  explication  générale. 

Quand  on  sait  qiCune  fonction  donnée  f{x^  y,  .  . .)  est  olo- 
trope  dans   les  aires  S^,  Sj-,   . . .   avec  certains  oloniètres  Ox-^ 
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Oj,  ....  1(1  simple  connaissance  des  valeurs 


(0 


que  prennent  elle  et  toutes  ses  dérivées  en  un  seul  système  Xq^ 
jKo?  •  •  •  de  valeurs  particulières  des  variables  choisies  arbitrai- 
rement dans  ces  aires,  suffit  pour  qu^on  puisse  calculer  par 
une  voie  indirecte  sa  valeur  et  celles  de  toutes  ses  dérivées  en 
tout  autre  système  X,  Y,  ...  de  valeurs  particulières  des 
variables  tombant,  bien  entendu,  dans  les  mêmes  aires. 

On  choisira  efFeclivemcnt,  toujours  dans  les  aires  en  question, 
d'autres  systèmes  de  valeurs  particulières  des  variables  tels  que. 
dans  la  suite  formée  par  eux  et  par  les  proposés 

(2)    {xo,yo,--),  (3^i,yi,  ■■•),  (^2,jK2.  ...),  •■•,  {■■^ff,yff^  ■■■\  (X,  Y.  ...I. 


la  différence  des  valeurs  consécutives  d'une  même  variable  ait  tou- 
jours un  module  inférieur  à  l'olomètre  correspondant,  ce  qu'il  est 
évidemment  possible  de  faire,  à  condition  de  prendre  les  systèmes 
intermédiaires  suffisamment  nombreux. 

En  sommant  ensuite  les  produits  des  monômes 

j7\  ..^— £o   y—yo        .       .  (x—xq)"^  (y—yo)" 

{   O  )      I  ,    J 5        *  ■  ■  )        •  ■  ■  J        •  •  •  > '       •  •  •  •       •  •  •  ,        •  •  • 

I  I  i  .2 .  .  .  >/i    i  .-2.  .  .  n 

multipliés  respectivement  parles  termes  semblablement placés  dans 
la  suite  (  i  ),  on  forme  (16i)  le  développement  de  f{x,  r,  .  .  .)  a 
partir  de  .ro,jKo?  •  •  •?  développement  qui  converge  pour  toutes  les 
valeurs  des  variables  dont  les  excès  sur  ces  valeurs  initiales  sont 

inférieurs  aux  olomètres,  en  particulier  pour  jc  =  o^, ,  j'  :=:y, 

Si  donc  on  réalise  cette  hypothèse  dans  ce  développement  et  dans 
toutes  ses  dérivées,  on  retrouvera  les  valeurs  en  ûc,,  yt,  ...  de 
f{x,  y,  .  .  .)  et  de  toutes  ses  dérivées. 

On  pourra  donc  prendre  ^,,  jK(,  .  .  .  pour  nouvelles  valeurs  ini- 
tiales, puisque  les  valeurs  de/{x,y,  .  .  .)  et  de  toutes  ses  dérivées 
y  sont  maintenant  connues,  y  recommencer  ce  qu'on  a  fait  en  x^, 
yo,  .  .  .  et  passer  ainsi  à  ^o»  JKa?  •  •  •  ;  de  là  on  passera  kxs,  y-^,  .... 
puis  à  . .  .,  et  ainsi  de  suite  évidemment  jusqu'à  X,  Y,  ....  En 
chacun  des  systèmes  (2),  sauf  le  premier  oîi  elles  ont  été  calculées 


132  PREMIÈRE    PARTIE.    —   PRINCIPES    GÉNÉRAUX. 

directement,  les  valeurs  de  la  fonction  et  de  ses  dérivées  se  dédui- 
ront du  développement  précédent,  et  un  nouveau  développement 
les  fournira  pour  le  système  suivant. 

Nous  donnerons  le  nom  de  cheminement  à  cette  opération 
échelonnée;  effectivement,  dans  l'aire  d'où  il  ne  doit  pas  sortir,  le 
])oint  représentant  graphiquement  chaque  variable  marche  de  sa 
position  initiale  à  sa  position yZ/^rt/e  en  occupant  successivement 
plusieurs  positions  intermédiaires.  Par  exemple,  le  point  corres- 
pondant à  X  saute  de  x^k  x^,  puis  de  Xt  à  x^,  •  •  -,  puis  finale- 
ment de  x^  à  X.  En  outre,  nous  appellerons  les  diverses  lignes 
brisées  [^o^i-2^2  •  •  •  X],  [yojiy-  •  •  •  Y],  ...  les  chemins  par- 
courus par  les  variables  x,  j',  ...  dans  le  cours  de  cette  opé- 
ration. 

Il  est  clair  que  ce  cheminement  peut  être  effectué  d'une  infinité 
de  manières,  puisque  les  seules  conditions  imposées  au  tracé  des 
chemins  se  réduisent,  pour  leur  ensemble  à  offrir  des  sommets  en 
un  même  nombre  d'ailleurs  arbitraire,  pour  chacun  d'eux  à  être 
tracé  entre  deux  points  donnés  sans  sortir  d'une  aire  donnée  et 
avec  des  côtés  de  longueurs  inférieures  à  une  quantité  donnée. 

Mais,  quels  que  soient  les  chemins  suivis,  le  résultat  final  ne 
pourra  manquer  d'être  toujours  le  même,  puisqu'on  retrou- 
K-era  forcément  les  valeurs  en  X,  Y,  ...  de  la  même  fonc- 
tion f{x,  j)-,  .  . .)  et  de  toutes  ses  dérivées. 

Pour  la  fonction  x~p  par  exemple  (151)  (132),  on  pourra  che- 
miner de  .To  à  X  dans  une  aire  quelconque  ne  contenant  pas  l'ori- 
gine, et  cela  d'une  manière  arbitraire,  pourvu  que  la  longueur  de 
chaque  pas,  c'est-à-dire  de  chaque  côté  du  chemin,  soit  inférieure 
à  la  plus  courte  distance  des  points  de  Paire  à  l'origine.  Les  quan- 
tités (i)  servant  de  base  au  calcul  seront  simplement  ici 

(4)  ^ô''; -/'^^''"'î  ...;  (—/>j(— /?  —  !). ••(—/^  —  '«-^ i)^ô''"'";  ••■> 

et,  au  bout  de  tous  les  chemins  imaginables,  on  trouvera  toujours 
pour  cette  fonction  et  pour  ses  dérivées  les  mêmes  valeurs 

X-p-     —pX-P-i-     ...;     (—p)(—p-i)...{-p  —  m^i)\-P-"';     .... 

172.  Ces  divers  points  bien  entendus,  rien  n'empêche  évidem- 
ment de  cheminer  ainsi  à  volonté  dans  les  aires  S^:,  Sj,  .  .  . ,  à 
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partir  de  ^o,  yo^  •••?  en  édifiant  les  calculs,  non  plus  sur  des 
quantités  que  l'on  saurait  être,  comme  celles  de  la  suite  (4),  les 
valeurs  en  a^Of  J'oi  •••  d'une  certaine  fonction  dcx,y,  ...  olo- 
Irope  dans  ces  aires  et  de  ses  dérivées,  mais  cette  fois,  sur  toute 
autre  suite  de  constantes 

/r\       „(0,0,...).    ^(1,0,...)      -.(O,!,-)  •  ■  c'/"'"'--',     ..     ;     ... 

([uel'on  prcndraitpour  coefficients  des  monômes  (3)  dans  un  déve- 
loppement ayant  extérieurement  la  forme  de  celui  de  Taylor(164), 
quand  bien  même  on  ne  saurait  pas  qu  elles  fussent  les  valeurs 
en  XojjKo?  •  •  •  ^^(^  quelque  fonction  olotrope  et  de  ses  dérivées. 
Mais  alors  aussi  on  ignore  naturellement  si,  arrivé  de  celle  manière 
en  X,  y,  . . .,  on  tombe  bien  sur  la  valeur  correspondante  d'une 
fonction  qui  serait  olotrope  dans  les  aires  considérées.  Pour  qu'il 
en  soit  ainsi,  deux  conditions  sont  nécessaires. 

Il  faut  d'abord  que  tous  les  développements  successifs  admettent 
des  rayons  de  convergence  conservant,  pendant  tout  le  chemine- 
ment, des  valeurs  assez  grandes  pour  qu'il  soit  possible  d'atteindre 
un  système  quelconque  de  valeurs  des  variables  situées  dans  ces 
aires,  par  des  pas  en  nombre  limité;  il  faut,  par  suite,  que  ces 
rayons  restent  au  moins  égaux  respectivement  à  certaines  quan- 
tités positives  invariables  8^:,  ôj,  .  .  . ,  quels  que  soient  les  chemins 
antérieurement  parcourus  dans  ces  aires.  Quand  cette  condition 
sera  remplie,  nous  appellerons  la  somme  variable  du  développe- 
ment considéré  dont  les  coefficients  sont  variables  aussi,  une 
pseudo-fonction  de  :r,  y,  .  .  .,  oloide  dans  les  aires  S^,  S^,  . .  . 
avec  Ôj:,  Oj,  ...  pour  olomèlres.  A  la  valeur  acquise  par  cette 
pseudo-fonction  en  ^,  j^,  .  .  .,  au  bout  des  chemins  donnés,  nous 
annexerons  par  la  pensée  les  valeurs  correspondantes  de  toutes 
les  dérivées  du  développement  particulier  qui  l'aura  fournie,  et 
nous  nommerons  toutes  ces  quantités  les  articles,  leur  ensemble 
le  schéma  de  la  pseudo-fonction,  au  bout  des  chemins  consi- 
dérés. Par  exemple,  l'ensemble  illimité  des  constantes  (5)  con- 
stitue son  schéma  en  Xq.,  j'q,  .  .  .,  schéma  que  nous  dirons  fon- 
damental, lui  et  aussi  ces  premières  valeurs  particulières  des 
variables. 

Il  faut  enfin  qu'en  X.  Y,  .  . . ,  les  articles  du  schéma  atteignent 
toujours  les  mêmes  valeurs  respectivement,  de  quelque  manière 
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que  ces  quantités  aient  été  choisies  dans  les  aires  données,  de 
quelque  manière  aussi  qu'on  ait  tracé  dans  celles-ci  les  chemins 
à  parcourir  pour  j  arriver  en  partant  des  valeurs  fondamentales  Xq^ 
T'o5  •  •  ••  Quand  cette  deuxième  condition  sera  remplie,  ce  qui  esi 
loin  d'être  fréquent,  nous  dirons  que  la  pseudo-fonction  est  mono- 
drome  dans  les  aires  considérées. 

Ces  deux  conditions  sont  évidemment  suffisantes;  car,  si  elles 
sont  satisfaites,  les  propriétés  de  la  pseudo-fonction,  sinon  son 
origine,  ne  diffèrent  en  rien  de  celles  que  nous  avons  prises  pour 
base  de  la  définition  d'une  fonction  de  x^  y,  .  .  .  olotrope  dans  les 
aires  S^,  S,,  .  .  .  avec  o^,  o^,  .  .  .  pour  olomètres  (139). 

La  réalisation  de  la  première,  qui  est  la  plus  essentielle,  esl 
subordonnée  avant  tout  aux  valeurs  des  articles  fondamentaux  (5), 
car  celles-ci  pourraient  faire  diverger  même  le  premier  développe- 
ment (H9);  elle  l'est  ensuite  à  l'étendue  et  à  la  configui-ation  des 
aires  S^,  Sj,  .  .  .  relativement  à  ces  valeurs.  Quand  la  première 
condition  est  remplie,  la  seconde  ne  dépend  plus  que  de  ces  der- 
nières circonstances;  il  est  clair,  en  effet,  que  si  ces  aires  se  rédui- 
saient à  des  cercles  de  centres  .Tq,  jKo?  •  •  •  et  de  rayons  inférieurs 
à  Oj,  0^,  .  .  .,  le  premier  développement  définirait  dans  leur  inté- 
rieur, et  par  lui  seul  (l^l),  une  fonction  olotrope  de  x^y,  ....  Le 
théorème  suivant,  qu'on  applique  à  tout  instant  dans  la  théorie 
des  fonctions,  fait  connaître  un  cas  très  général  et  des  plus  remar- 
C[uables,  dans  lequel  la  réalisation  de  la  première  condition  entraîne 
celle  de  la  seconde,  et  fait  de  la  pseudo-fonction  oloïde,  une  véri- 
table fonction  olotrope  dans  les  mêmes  aires  et  avec  les  mêmes 
olomètres. 

173.  Si  les  aires  S^,  Sj,  .  . .  ont  des  /ormes  telles,  qii'o// 
ne  puisse  y  tracer  deux  groupes  de  chemins  conduisant  des 
valeurs  fondamentales  Xq,  y^,  ...  à  un  même  autre  système 
quelconque  de  valeurs  des  variables  X,  Y,  . .  . ,  sans  qu^ il  soii 
possible  d^ amener  les  chemins  de  V un  de  ces  groupes  à  coïn- 
cider géométriquement  avec  ceux  de  Vautre,  par  des  défor- 
mations progressives  exécutées  uniquement  à  V intérieur  de 
ces  cures,  la  pseudo-fonction  définie  par  le  schéma  fonda- 
mental [^)  y  est  nécessairement  monodrome  cjuand  elle  y  esl 
oloïde. 
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Les  aires  n'auraioDl  pas  la  forme  prescrite  par  l'énonce,  si  l\uic 
d'elles  était  perforée  (89),  si  Sx  par  exemple  était  une  couronne 
limitée  par  deux  circonférences  concentriques  ;  car  on  pourrait 
y  marcher  de  Xo  à  X  par  deux  cheniius,  sur  l'un  desquels  on  lais- 
serait à  sa  gauche  le  plus  petit  des  deux  cercles,  tandis  ([iie  sui- 
l'autre  on  l'aurait  à  sa  droite.  Et  alors  on  ne  pourrait  pas  amener 
l'un  de  ces  chemins  à  coïncider  avec  l'autre,  sans  en  faire  pénétrer 
quelques  points  à  l'intérieur  du  petit  cercle,  c'est-à-dire  sans  le 
laire  sortir  partiellement  de  la  couronne  Sx-  Pour  qu'elles  aient 
la  forme  voulue,  il  faut  évidemment  et  il  suffit  que  toutes  soient 
imper/orées,  c'est-à-dire  qu'aucune  d'elles  n'offre  de  solutions  de 
continuité  intérieures  analogues  à  celles  que  l'on  pourrait  pratiquer 
dans  une  feuille  de  papier  de  forme  quelconque  en  j  frappant  des 
coups  d'emporle-pièce  qui  n'entameraient  pas  son  bord  et  n'em- 
piéteraient pas  les  uns  sur  les  autres.  On  exprime  quelquefois 
cette  configuration  topographique  en  disant  que  chaque  aire  est 
limitée  par  un  contour  simple,  comme  serait  un  trait  tracé  par  un 
crayon  dont  la  pointe  ne  quitterait  pas  le  papier. 

D'après  cela,  notre  théorème  peut  s'énoncer  de  cette  manière 
un  peu  plus  brève  :  Toute  pseudo-fonction  qui  est  oloïde  dans 
des  aires  imperforées  y  est  aussi  monodrome  et  s'y  confond, 
par  suite  (172),  avec  une  véritable  fonction  olotrope  aux 
mêmes  olomètres. 

Comme  la  démonstration  est  la  même  dans  tous  les  cas,  nous 
nous  bornerons  à  celui  d'une  seule  variable  x^  ce  qui  simplifiera 
beaucoup  l'écriture. 

Nous  appellerons  S  l'aire  imperforée  d'où  x  ne  doit  pas  sortir, 
Xq  la  valeur  fondamentale  de  cette  variable,  W  la  pseudo-fonction 
définie  par  le  schéma  fondamental  donné 

I  R\  ^(0)  ^(1)  x,(2)  f,(m) 

\  \J  )  l-O)       ^0>       ''0'        •  •  •  1       *'0>        ••• 

et  supposée  oloïde  dans  l'aire  S  avec  o  pour  olomètre. 

Nous  désignerons  par  ^^[xo]  ce  schéma  fondamental  et  par 
^J*[^o-^i  •  •  •  XiX^  le  schéma  de  W  en  x,  après  le  parcours  du  chemin 
quelconque  [^o^i  •  •  -Xix^  dont,  bien  entendu,  les  longueurs  des 
côtés 

mocl(:ri  —  a^o))     m.oû.{xi  — x^),     ....     mocK^r  —  Xi) 

sont  toutes  inférieures  à  ô. 
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Pour  exprimer  l'égalité  respective  des  articles  composant  deux 
schémas  donnés,  ceux  par  exemple  que  la  pseudo-fonction  atteint 
en  une  même  valeur  de  x^  mais  après  le  parcours  de  deux  che- 
mins différents,  nous  séparerons  par  le  signe  =,  les  notations  des 
deux  schémas  écrites  l'une  à  la  suite  de  l'autre. 

1.   Si  Von  a 

mod(a:-,+i  — x/)-i-  raod(a:-/+.2—  Xi+x)<  o, 
cas  auquel  ces  deux  modules  et  celui  de  la  différence 

Ti+i  —  X,={  Xi+i  —  Xi)-h-  {Xi+2  —  ^i+l  ) 

sont  tous  trois  aussi  <  &,  et  oii,  par  conséquent,  il  est  possible 
de  parcourir  les  chemins 

[XqXi.  ..XiXi+2]       et       [XqXi.  .  .XiXi+xXi+2]-, 

on  aura 

(7)  ^V{xaXi  . .  .XiXi+^_]  =  ^V\xQXi  . .  .XiXi+iXi+,_]. 

Soit  'li{x  —  Xi)  la  série  entière  en  .r  —  xi  construite  au  moyen 
du  schéma  T[a:o^»  •  •  .^/],  série  qui,  par  elle-même  et  par  ses 
dérivées,  fournit  le  schéma  atteint  par  notre  pseudo-fonction  au 
bout  du  chemin  Yx(yX^  .  .  .  Xix\j  si  l'on  a  mod(.2;  —  a:/)«<o,  à 
j)Ius  forte  raison  si  l'on  a 

moà{Xi+i  —  Xi)-^  mod(a7  —  Xi+x)<-  0, 

ce  que  nous  supposerons  ci-après. 

Pour  X  =  ^/+2j  valeur  satisfaisant  par  hypothèse  à  la  dernière 
inégalité,  ce  développement  donne  ainsi  le  schéma  écrit  dans  le 
premier  membre  de  l'égalité  (7).  Mais,  à  cause  de  la  même  inéga- 
lité, on  peut  (120)  transformer 


'^i{x  —  Xi  )  =  <bi{Xi+i  —  Xi-^x  —  Xi+i  ) 

en  une  autre  série  entière  aussi  par  rapport  aux  deux  diffé- 
rences Xi_^.t  —  Xi,  X  —  Xi^,,  et,  par  suite,  trouver  encore  une  fois 
le  même  schéma  en  ordonnant  cette  série  par  rapport  k  x  —  x/^., , 
puis  posant  x=^Xi^2  dans  la  série  entière  en  x  —  Xi^i  ainsi 
obtenue,  (!/,.,.,  (x  —  Xi^t  ),  et  dans  toutes  ses  dérivées. 
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Or,  clans  le  développement -i^/^i  (a: — -^z+i),  l'ensemble  des  mul- 
tiplicateurs de 

X  —  Ti+i                            (x  —  Xi^-i)"' 
1,       ,       '•■, ,        ••■ 


est  visiblement 

c'est-à-dire  le  schéma  '^'[xoXt  .  .  .  XiXi^i].  Il  en  résulte  que 
ài^t  (x  —  "P/+i)  est  précisément  le  développement  de  notre  pseudo- 
fonction construit  à  partir  de  Xf^i  au  moyen  de  ce  dernier 
scliéma,  et  qu'en  y  faisant  a;  =  Xi^2  ce  développement  fournira, 
par  lui-même  et  par  ses  dérivées,  le  scliéma  figurant  dans  le  se- 
cond membre  de  l'égalité  (7). 

Ainsi  donc  la  série  ài{x  —  xi)  et  toutes  ses  dérivées  par  rapport 
à  X  d'une  part,  la  série  •ll/^^  (x  —  Xi^^  )  et  toutes  ses  dérivées  dont 
nous  savons  les  sommes  respectivement  égales  à  celles  des  pre- 
mières d'autre  part,  fournissent  en  x^Xi^oi  savoir,  les  pre- 
mières le  schéma  figurant  dans  le  premier  membre  de  l  éga- 
lité (7),  les  dernières  celui  figurant  dans  son  second  membre.  Ces 
deux  schémas  sont  donc  bien  identiques. 

II.  Plus  généralement,  si  les  valeurs  particulièî'es  de  x  :  x/^, , 
Xij^2i  '  •  •  1  ^i+J)  ^fi  nombre  quelconque j,  donnent 

(8)     mod(.r/-^,  — .r/)-f-  mocl(;ri+2  —  J'i+i)-^-  •  •-+-  mod{xi+j  —  Xi+j-i)<  S, 

cas  auquel  chacun  de  ces  modules,  celui  aussi  de  la  différence 

Xi-i-j  —  Xi  =  {  Xi-i-i  —  ^/  )  -T-  ( Xi+<i  —  ^i+i )  -T-  .  .  •  -I-  (  ^i+J  —  ^i-hj—  1  ) > 

sont  tous  <^o  et  où  les  chemins 

IXqXi  .  .  .  XiXi+j\,       [X^)Xi  .  .  .  XiXi+i  .  .  .  Xi+j  —  iXi-i-j \ 

sont  tous  deux  praticables,  on  a  encore 

^'[a:-oa7i  .  .  .  XiXi+j]  =«!'"[ 370 a:i  ..  .  ^i^i+i  ■  ■  •  -^i+j-i^i+j]- 

En  supposant  q<ij\  le  point  en  question  supposé  établi 
jusqu'à  X  =  Xij^q  s'étend  sans  peine  kx  =^  X/^^^,.  Efl'ectivement, 
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de  l'hypothèse  admise 

m'[.ToXi  .  .  .  XiX!+,j]=  ^F[.ro:ri  .  . .  x/xi+i  . .  .  X£+q-iXi+^], 

on  conclut  immédiatement,  par  le  développement  de  la  pseudo- 
fonction fait  en  Xi+q  avec  l'un  et  Taulre  de  ces  schémas  identiques, 

W[XoXi  .  .  .  XiXi+qXi+,j+i]  —  ^[a^o^l  .  .  .  XiXl+i  .  .  .  Xi+,f-iXi+,fXi+,/+i]. 

Or  on  a 

mod{xi+,j  —  Xi)-^mo(ï{xc+^+i  —  Xi^,j)<^  o 

à  cause  de  l'inégalité  (8)  et  de 

Xi+g  —  Xi  =  {xi+i  —  Xi)-i-{xi+2  —  Xi+,)-^. . .  -}-  {Xi+n  —  Xi+q^i)  ; 

on  a  donc,  d'après  ce  qui  a  été  démontré  ci-dessus  (I), 

M-''[Toa"i      .  .  XiXi-t-,f-t-]  \^  ^   [XqXi  .  .  .  XiXi-i-qXi+q^i  J, 

égalité  dont  la  combinaison  avec  la  j)récédente  conduit  à  l'exten- 
sion annoncée. 

Le  point  dont  nous  nous  occupons  ayant  été  démontré  pour 
X  =  Xi^2  l'est  donc  aussi  pour 

X  =  Xi+3,       Xi-^.l^,        ....       Xi+j—i,       Xi+j. 

III.  La  subdivision  d'un  côté  du  chemin  [x,)Xi  .  .  .  Xi]  en  frag- 
ments aussi  petits  et  aussi  nombreux  qu'on  le  veut,  ne  modifie 
pas  le  schéma  final  atteint  en  xi  par  la  pseudo-fonction. 

Soient,  par  exemple,  x' ,  x" ^  .  .  .  x'-"'^  des  points  de  subdivision 
marqués  arbitrairement  sur  le  premier  côté  en  y  marchant  de  ^o 
à  Xi.  Gomme  le  module  d'une  différence  est  égal  à  la  distance 
mutuelle  des  points  qui  représentent  graphiquement  ses  deux 
termes  (80),  on  a  évidemment 

mod(a7' —  x^)-^  mod(a;"—  .r')  +  .  .  .-i-  mod  (a"i  —  a?'^^)  =  mod(a^i  —  .TqX  0; 

on  a  donc  aussi  (II) 

^"[a7oa?i]  =  ^'[XqX' X"  .  .  .  X^'^'a^i  ], 

d'où 

^'■[^70371^^2  •  •  •  -fl]  =   W[XqX'  X"  .  .  .  X'-'^^  X1X2  .  .  .  Xi\. 
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El  (lo  même  pour  loiit  aulrc  coté. 

On  voil  ainsi  que,  sans  change/-  le  sehéma  final  de  In  pseudo- 
fonction,  on  peut  substituer  au  chemin  qui  y  a  conduit  un 
autre  chemin  se  confondant  optiquement  avec  lui,  mais  ayant 
des  côtés  dont  le  noi)d>rr  et  la  petitesse  sont  arbitraires. 

IV.  En  considérant  les  deux  schémas  atteints  par  la  pseudo- 
fonction  au  bout  de  chemins  quelconques,  mais  conduisant  en  x' 
et  x" ^  valeurs  de  x  dont  la  différence  a  un  module  <!  o,  nous 
dirons  que  le  second  est  contigu  au  premier,  s'il  est  possible  de 
l'atteindre  aussi  par  un  développement  construit  avec  celui-ci  à 
partir  de  x' . 

Par  exemple,  dans  la  suite  des  schémas 

atteints  successivement  par  la  pseudo-fonction  aux  sommets  du 
chemin  [.To^i  .  .  'Xi\,  chacun  de  ceux  qui  suivent  le  premier  est 
contigu  au  précédent. 

Quand  x"=x',  le  second  schéma  ne  peut  être  contigu  au 
premier  sans  lui  être  identique.  Pour  obtenir  le  second  schéma, 
il  suffit  eff'ectivcment  de  poser  x  ^=  x'  dans  une  certaine  série 
entière  en  x  —  x'  et  dans  toutes  ses  dérivées;  on  ne  peut  donc 
manquer  de  retrouver  ainsi  les  coefficients  de 

X  —  x'  {x  —  x')"' 


v.i.  . .  m 


dans  ce  même  développement,  c'est-à-dire  les  articles  du  premier 
schéma. 

Quand  moà{x"  —  x')  est  <  -,  le  second  schéma  ne  peut  être 

contigu  au  premier  sans  que  celui-ci  ne  le  soit  réciproquement 
à  l'autre. 

Soit  [^To^i  .  .  .Xix']  le  chemin  dont  x'  est  l'extrémité;  comme 
on  suppose 

mod(a7"—  a:')  -f-  mod(a;' — x")  =  2  mod(.-r"—  x')  <  0, 
on  a  (I) 

^'[j-oa^i  ...Xix']{=  ^"[xoXi  ...Xix'x'])  =  W[xoXy  . . .  Xix' x"  x' ]. 
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Le  premier  schéma  ^[^o-^^i  •  •  •  Xix']  peut  donc  aussi  êlre  atteint 
en  passant  âc  Jc"  k  x'  au  moyen  d'un  développement  construit  en  x" 
sur  ^'[xo^i  .  .  .  .Vix'x"]  qui  est  précisément  le  second  schéma,  à 
cause  de  sa  contiguïté  évidente  avec  le  premier. 

V.  Soient  [xox\x'.^. . .  x'.,x'■,_^_^]  et  [xox'[xl. . .  x'l„x'-„_^_^]  deux 
chemins  quelconques  mais  dont  les  derniers  côtés  sont  infé- 
rieurs à-,  eux  et  les  distances  mutuelles,  tant  de  leurs  pre- 

mières  que  de  leurs  dernières  extrémités,  en  sorte  que  l'on  a 
les  inégalités 

0  0 

l  niod(a-',,+,  —  a~'/,)< -,      mod(a7Î'„+i  —  x'I,)      < -, 

(9)  \  l 
\moù{x"i„—x'i,)     <  -,     mQà{x"in+i  —  x'i,+^X-- 

Si  les  schémas 

(10)  ^'[XfiX\...x'i,],       W[XoX\...x"i,?^, 

atteints  par  la  pseudo-fonction  en  x'^,,  x'-,,  sur  les  deux  chemins 
en  question  respectivement,  sont  contigus  Vun  à  V autre,  ceux 

(11)  ^^'\Xf^x\  . . .  x'i,x'i,+  i],     W\XoX'{  . . .  x'i„x'}„+^ 

qu'elle  atteint  ensuite  après  de  nouveaux  pas  faits  sur  chacun 
des  mêmes  chemins  sont  aussi  contigus. 

Comme  les  schémas  (lo)  sont  supposés  contigus,  on  a 

W  [xox'î. ..  x"i„]  =^'[xox\. . .  x'i,  xl] , 

d"où  l'on  conclut  en  faisant  le  nouveau  pas  [x'■„xl,_^_^] 

T[a"oa7Ï . . .  x"i„x"i„+i]       =  W[xox\ . . .  x'ifX%x%+^]. 

Mais,  comme  les  inégalités  (9)  donnent  en  particulier 

mod (  x"i,i  —  :r'„)  -f-  mod ( x"i„^  j  —  x},,)  <  0, 
on  a  (I) 

W[xqx\  . . .  x'i,x%x"i„+i]  =  ■q-'[a'oa7i . .  .x'i,x"i„+i], 
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icliUion  cloiiL  la  ('onil)inai.son  avec  la  prccédenic  donne 
W[xox"i...  x"i„  x"i„^  1  ]        =\V\x^x\...  x'i,  x\„^ ,  ] . 
Les  inégalités  (9)  donnant  encore 

mod(j''„+i  —  ^i/)-+-  mod(y,'„+,  —  ^;,+  i)<  0, 
une  seconde  application  de  l'alinéa  (I)  conduira  à 

^I'  [a^o^i  •  •  •  ^j'^;"+i J        ^^  M  [.ro^Tj . .  .  XiiXiij^^  ^vi-ir\\i 
d'où,  en  combinant  encore  celte  relation  avec  la  précédente, 

W  [ :Fo  ^  1  •  •  •  ^i'i ^ i"+  1 J         =  "  [  ^0  -^  1  •  •  •  ^ ('  ^/'+ 1  ^i"+ 1 J • 

Ainsi  donc  le  second  des  schémas  (11)  s'obtient  en  allongeant 
du  seul  pas  [-^jv+i -^^Jv+i]  le  chemin  [j^q-^^i-  •  •■^//+(]  q"i  conduit  au 
premier;  par  suite,  ces  deux  schémas  sont  bien  contigus. 

VI.  Si  les  chemins  de  même  extrémité  quelconque  X 

\^Xox\x\  •  ■  ■  ^'(X],     Yxqx'[xI  . .  .x"i\] 
sont  composes  de  cotes  en  nombres  égaux  et  tous  inférieurs  ci  -, 
si,  de  plus,   kl  distance  mutuelle  de  deux  sommets  de  même 
indice   est   toujours   aussi   inférieure  à  -■>  les   deux  schémas 

auxquels  ils  conduisent  la  pseudo-fonction  en  X  sont  iden- 
tiques. 

Comme  le  schéma  fondamental  ^r[j:"o]  peut  se  dédoubler  par 
la  pensée  en  deux  schémas  contigus,  on  prouvera  successivement, 
par  l'application  répétée  de  l'alinéa  précédent  (V),  la  contiguïté 
des  schémas  de  mêmes  rangs  dans  les  deux  suites 

W[xqx\],     W[xqx\x'^],     W[xçix\x'^x'.^],     ...,     W[xQx\...x'iX], 
W[x^x\\,     W{xqx'[x'^],     W[xox\x\xl],     ...,     W[xox'[..  .x"iX]. 

Les  deux  derniers  sont  donc  identiques  comme  il  fallait  le 
prouver,  puisqu'ils  sont  contigus  et  que  les  extrémités  des  che- 
mins qui  ont  conduit  à  l'un  et  à  l'autre  coïncident  (IV). 

VII.  Deux  chemins  quelconques  tracés  dans  l'aire  S  de  x^ 
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à  la  même  extrémité^,  arbitraire  aussi,  conduisent  la  pseudo- 
fonction au  même  schéma  final. 

Comme  on  peut  subdiviser  à  volonté  les  côtés  de  chacun  de  ces 
deux  chemins  sans  changer  le  schéma  final  auquel  il  conduit  (III), 
comme  d'autre  part  l'imperforation  de  l'aire  S  permet  de  déformer 
progressivement  l'un  jusqu'à  le  superposer  à  l'autre  en  ne  lui  fai- 
sant halayer  qu'un  espace  faisant  partie  de  cette  aire,  espace  où, 
par  suite,  tous  les  chemins  sont  praticables,  il  est  évidemment 
possible  de  tracer  dans  cet  espace,  de  Xç^  à  X,  des  chemins  en 
nombre  limité  N 

(12)  [Ch.]',    [Ch.y,    ...,    [Gh.F\ 

satisfaisant  aux  conditions  suivantes  : 

1°  Leurs  côtés  sont  inférieurs  à  -  et  en  même  nomhre  pour  tous; 

2"  Sur  deux  chemins  consécutifs,  deux  sommets  de  rangs 
égaux  à  partir  de  x^  sont  séparés   par  une  distance  inférieure 

aussi  a  -  • 

2 

3"  Les  chemins  extrêmes  [Ch.]',  [Ch.]'^'  coïncident  optiquemeul 
avec  les  chemins  donnés. 

Cela  posé,  et  en  vertu  de  l'alinéa  précédent  (VI),  deux  quel- 
conques de  ces  chemins  auxiliaires  contigus  dans  la  suite  (12) 
conduisent  en  X  au  même  schéma  final. 

Les  chemins  extrêmes  de  celte  suite  et,  par  conséquent  aussi, 
les  proposés  qui  leur  sont  équivalents,  jouissent  donc  de  la  même 
propriété,  ce  que  nous  voidions  établir. 

174.  Comme  on  peut  toujours  décomposer  une  aire  même 
perforée,  en  parties  individuellement  imperforées,  le  théorème 
précédent  montre  que  la  réduction  des  aires  où  une  pseudo- 
fonction est  oloïde,  à  des  parties  moindres,  peut  toujours 
donner  de  nouvelles  aires  où  cette  pseudo-fonction  est  une  véri- 
table fonction  olotrope. 

Il  ne  faudrait  pas  croire  qu'une  pseudo-fonction  oloïde  dans  une 
aire  perforée  ne  peut  y  être  monodrome.  Il  est  clair,  par  exemple, 
que  le  cheminement  opéré  avec  le  schéma  fondamental  (4),  dans 
une  aire  quelconque  ne  contenant  pas  l'origine,  régénère  la  fonc- 
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lion  .r'/'quc  nous  savons  y  ctro  ololropc  (  151  ),  à  plus  forlo,  raison 
monodromo  quand  on  la  considère  comme  une  pseudo-fonclion. 
Cepcmlanl  rien  n'empêche  l'aire  en  question  d'avoir  la  forme 
d'une  couronne  ayant  son  centre  à  l'origine,  et  dans  le  vide  de 
laquelle  il  est  impossible  de  cheminer  dans  tous  les  sens  en  con- 
servant aux  pas  une  même  longueur,  si  petite  qu'elle  soit. 

175.  Gomme  nous  l'avons  dit  en  commençant  ce  paragraphe, 
le  cheminement  est  le  mode  de  génération  de  très  nombreuses 
fonctions,  surtout  de  celles  qu'il  faut  considérer  comme  noa- 
\elles,  c'est-à-dire  qui  ne  sont  pas  exprimables  par  les  procédés 
courants,  au  moyen  de  fonctions  antérieurement  connues.  On  peut 
dire  en  gros  qu'il  consiste  en  un  raccordement  indéfinide  séries 
de  Taylor,  constriiiles  à  partir  de  systèmes  successifs  de  valeurs 
initiales  des  variables.  Dans  les  questions  courante*;,  il  ne  ren- 
contre d'autres  obstacles  que  des  valeurs  singulières  (144),  soit 
isolées  quand  il  y  a  une  seule  variable,  c'est-à-dire  existant  en 
nombre  limité  dans  tout  espace  limité,  soit  formant  des  systèmes 
en  suites  continues,  mais  analogues  à  de  simples  quantités  isolées, 
quand  il  y  a  plusieurs  variables;  sous  la  seule  condition  de  tourner 
ces  obstacles,  on  peut  donc  en  général  l'exécuter  dans  des  aires 
quelconques,  et  à  fort  peu  près  dans  tous  les  sens;  mais  il  faut 
noter  aussi  qu'il  en  est  quelquefois  autrement  ('). 

(')  J'emprunte  à  M.  Lcrch,  d'après  MM.  Tannery  et  Molk  {Éléments  de  la 
théorie  des  fonctions  elliptiques,  t.  I,  p.  76),  l'exemple  le  plus  simple  des  excep- 
tions auxquelles  je  fais  allusion. 

La  série  entière 

admet  évidemment  i  pour  rayon  de  convergence;  par  suite  (120), 'J?(.r^-t- A)  est 
certainement  développable  en  série  entière  par  rapport  à  h  pour  toute  valeur  de  x- 
intérieure  au  cercle  [i]  décrit  de  l'origine  comme  centre  avec  i  comme  rayon,  et 
pour  toute  valeur  de  h  ayant  un  module  <i  —  moda?,;mais  certainement  aussi, 
ce  développement  n'est  pas  possible,  quand  mod  h  a  une  valeur  H  >  i  —  mod.r;.  Car 
s'il  l'était,  le  cercle  décrit  de  a^,  comme  centre  avec  un  rayon  <<  H  mais  >  i  —  mod  a:, 
découperait  sur  la  circonférence  [i]  un  arc  [y]  de  corde  y  non  =  0,  et  sur  lequel 
yi  {x)  serait  évidemment  olotrope;  or  ceci  n'a  pas  lieu.  On  verra  effectivement  dans 
la  deuxième  Partie  de  cet  Ouvrage  (Chap.  III)  que  le  nombre  i  a,  quel  que  soit 
l'entier  n,  n  racines  n''""  situées  toutes  sur  la  circonférence  [i]  et  s'y  rangeant 
dans  un  ordre  circulaire  tel,  que  les  différences  de  deux  consécutives  aient  toutes 

pour  module  commun  celui  d'une  quantité  de  la  forme  'I'  (  -  )  — i»  où  'l'dx)  est 
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Le  lecleur  saisira  mieux  les  principes  de  cette  opération  et  sa 
portée  considérable,  quand  elle  nous  fournira  pour  la  première 
fois  une  nouvelle  fonction  (Chap.  111  de  notre  deuxième  Partie); 
il  comprendra  mieux  aussi  les  observations  suivantes  que  nous 
devons  ajouter  à  nos  explications  générales. 

I.  La  connaissance /»w/'eme/?/  numérique  des  divers  articles  du 
schéma  fondamental  ne  permettrait  guère  d'évaluer  bien  facile- 
ment que  les  rajons  de  convergence  du  premier  développement. 
Mais  habituellement,  ce  schéma  est  donné,  soit  isolé,  soit  associé 
à  ceux  d'autres  pseudo-fonctions,  par  les  valeurs  des  premiers 
articles,  accompagnées  de  relations  générales  entre  eux  et  tous 
les  autres  articles,  relations  dérivant  le  plus  souvent  d'équations 
différentielles  soit  à  une,  soit  à  plusieurs  fonctions  inconnues 
(Chap.  X,  XI,  XII,  inf.).  Ces  relations  s'étendent  aux  schémas 
subséquents,  et  c'est  d'elles  que  l'on  déduit  sans  trop  de  difficultés, 
pour  toutes  les  étendues  des  aires  Sj-,  Sj,  ..  .,  des  limites  infé- 
rieures des  rayons  de  convergence  des  développements  construits 
à  partir  de  valeurs  initiales  quelconques  des  variables, 

II.  Souvent  la  définition  de  la  pseudo-fonction  comporte  une 
ambiguïté  donnant  simultanément  naissance  à  plusieurs  schémas 
fondamentaux  (Chap.  XI,  inf.).  On  est  alors  conduit,  selon  les 
circonstances  et  l'étendue  des  aires,  à  plusieurs  pseudo-fonctions 
tantôt  monodromes,  tantôt  non  monodromes;  dans  ce  dernier  cas 

uoe  cei'taine  fonction  olotrope  de  a  tendant  vers  i  quand  [x  tend  vers  o.  Si  donc 

on  prend  n  assez  grand  pour  donner  inod    <I>  (  -  )  —  i    <  y,  une  au  moins  u  de  ces 

racines  tombe  sur  l'arc  [y],  et  5^{a7)  est  infinie  quand  x  tend  vers  y  en  suivant 
le  rayon  du  cex'cle  [i]  qui  conduit  à  ce  point;  car,  en  posant  x  =  ul,  le  reste  de 
cette  série  arrêtée  à  son  terme  de  rang  n  —  i  se  réduit  à 

quantité  qui  est  infinie  quand  H  tend  vers  i  en  conservant  des  valeurs  positives 
<i  (128). 

Où  que  soit  x^  à  l'intérieur  du  cercle  [i],  le  développement  de  ^£ {x--{-  h)  offrant 
ainsi  pour  rayon  de  convergence  maximum  la  distance  i —  mod.r,  du  point  x-  à 
la  circonférence  de  ce  cercle,  il  est  impossible  de  faire  jamais  un  pas  qui  conduise 
hors  de  lui. 

Pour  la  série  entière  citée  au  n=*  119,  on  ne  peu  t  mèffie  faire  un  seul  pas,  si  petit 
qu'il  soit,  à  partir  de  la  valeur  initiale  x  —  o. 
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elles  pciivenl  rester  dislinctcs  les  unes  des  autres,  ou  bien,  en  un 
mènic  syslèinc  ilc  valeurs  finales  des  variables,  certaines  données 
|icnvenl  amener  les  unes  à  des  schémas  identiques  à  ceux  (ino 
d'autres  atteignent  par  des  chemins  difTércnls. 

III.  Comme  les  chemins,  pourvu  qu'ils  conservent  les  mêmes 
extrémités,  peuvent  être  d(-("ormés  arbitrairement  dans  les  aires 
où  il  est  permis  de  les  tracer,  et  comme  rien  ne  limite  la  petitesse 
de  leurs  côtés  (173,  TU),  on  se  contente  de  les  l'cprésentcr  graphi- 
quement par  des  lignes  courbes  où  les  extrémités  de  leurs  cotés 
ne  sont  plus  distinctes.  Mais  il  ne  faut  pas  oublier  que  c'est  là  une 
simple  fiction;  l'opération  à  lacjuelle  nous  donnons  le  nom  de 
cheminement  est  essentiellement  discontinue  et  ne  comporte  en 
réalité  que  des  développements  successifs  en  nombre  limité. 

IV.  Pour  rendre  nos  explications  plus  claires,  nous  avons  cru 
devoir  employer  quelques  mots  nouveaux;  mais,  quand  aucune 
confusion  ne  sera  plus  à  craindre,  nous  pourrons  les  abandonner  et 
laisser,  comme  on  l'a  fait  jusqu'à  présent,  à  nos  pseudo-fonctions 
le  nom  de  fonctions,  bien  qu'au  propre  il  soit  inexact,  employer 
encore  au  lieu  du  mot  oloicle,  et  toujours  sous  la  même  réserve, 
le  mol  ololrope,  en  lui  adjoignant  l'adverbe  localement,  quand  il 
s'agira  d'une  fonction  de  cette  espèce  que  nous  ne  saurons  pas 
encore  être  monodrome,  et  qu'il  importera  de  ne  pas  l'identifier 
prématurément  avec  une  véritable  fonction  olotrope. 

Enfin  nous  comprendrons  sous  le  nom  de  valeur  initiale  ou 
finale  d'une  pareille  fonction  toutes  les  quantités  dont  nous 
avions  appelé  l'ensemble  son  schéma  fondamental  ou  final. 

176.  Quand  les  articles  du  schéma  fondamental  d^ une 
pseudo-fonction  oloïde  sont  tous  nuls,  elle  est  nulle  ide/itiquc- 
menl  aussi  loin  cjue  le  cheminement  puisse  conduire. 

Effectivement,  la  nullité  supposée  entraîne  la  nuUitt-  identique 
du  premier  d(''veloppement  dans  les  limites  de  sa  convergence,  puis 
la  nullité  numérique  de  tous  les  articles  du  deuxième  schéma  (  100). 
et  ainsi  de  suite  indéfiniment. 

177.  On  en   conclut  ces   deux    observations    essentielles    que 
M.  —  I.  lo 
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nous  formulerons   clans  le  langage  abrévialif  expliqué  ci-dessus  : 

I.  Pour  qiL  une  fonction  localement  ololrope  soit  nulle  iden- 
tiquement pendant  taule  la  durée  des  cheminements  prati- 
cables, il  est  nécessaire  et  suffisant  que  son  premier  dévelop- 
pement jouisse  de  celte  propriété  (134),  (176). 

II.  Pour  que  deux  fonctions  de  cette  espèce  soient  égales 
identiquement  dans  les  mêmes  circonstances,  il  faut  et  il  suffit 
(/ue  leurs  premiers  développements  le  soient  entre  eux. 

17(S.  Ajoutons,  en  lerminant,  que  corlains  dévcloppemenls 
autres  que  la  formule  fondamentale  de  Taylor  permettent  d'é- 
tendre l'opération  du  cheminement  à  des  valeurs  des  variables 
même  singulières  pour  la  fonction  considérée.  Nous  ferons  con- 
naître les  plus  utiles  dans  le  Chapitre  IV  de  notre  deuxième  Partie. 


CHAPITRE  Vlï. 


PROPRIKTES    FOXD.VMEXT.VLES    DES    FONCTIONS   QUI    SONT    OLOTROPES 
DANS   DES   AIRES   DONNÉES. 


Propositions  générales  diverses. 

179.  La  seule  différence  existant  entre  une  fonction  ololrone 
dans  des  aires  données  et  la  somme  d'une  série  entière  en  x  —  Xq 
j' — yoi  •••  dont  la  convergence  serait  assurée  pour  toutes  les 
valeurs  de  x,y,  ...  tombant  dans  ces  aires,  consiste  en  ce  que 
celte  dernière  fonction  est  représentable  par  un  seul  et  môme 
développement,  tandis  que  la  première  ne  1  est  que  par  plusieurs 
employés  tour  à  tour  et  se  raccordant  les  uns  aux  autres  (Cf.  171 
et  suiv.).  11  faut  donc  s'attendre,  d'une  part,  à  retrouver  dans  les 
fonctions  olotropes  beaucoup  de  propriétés  appartenant  aux  séries 
entières  (Chap.  V),  d'autre  part,  à  en  voir  les  démonstrations 
comporter  souvent  l'emploi  de  la  méthode  à  laquelle  nous  avons 
donné  le  nom  de  cheminement  (171).  Le  contenu  du  présent 
paragraphe  justifiera  ces  observations  générales. 

180.  Si  la  Jonction  f{x^  y,  .  .  .)  est  olotrope  dans  des  aires 
limitées  Sx,  S^,  .  .  .  (89),  on  peut  assigne/-  à  son  module  une 
limite  supérieure  indépendante  de  x^  y^  ...,  pour  toutes 
valeurs  de  ces  variables  tombant  dans  les  aires  dont  il  sasrit. 

On  peut  évidemment  subdiviser  chacune  de  ces  aires  en  un 
nombre  limité  de  fragments  de  dimensions  inférieures  à  l'olo- 
mèlre  correspondant  (/oc.  cit.).  Cela  posé,  soient  Sx,  Sy,  ...  une 
combinaison  quelconque  de  ces  aires  partielles  et  Xq,  yo,  ...  un 
système  de  valeurs  initiales  prises  arbitrairement  à  leur  intérieur. 
Par  définition, /(j7, y,  . . .)  est  représentable  par  une  série  entière 
en  X  —  Xoi  y  —yoi  •  •  •  >  ayant  les  olomètres  donnés  pour  rayons 
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de  convergence.  Il  en  résulte  que  les  valeurs  de  x^y,  ...  tom- 
bant dans  Sx  Sy,  .  .  .  donneront  aux  modules  de  ces  diilerences 
des  valeurs  toujours  inférieures  à  certaines  quantités  plus  petites 
elles-mêmes  que  ces  rayons;  il  en  résulte  par  suite  (117)  qu'on 
pourra  assigner  au  module  de  la  somme  de  cette  série,  c'est-à-dire 
def(x,y^  •  •  •)'  ""^  limite  supérieure  indépendante  de  x,  y,  •  •  -, 
pour  toutes  les  valeurs  des  variables  dont  il  s'agit. 

Ainsi,  pour  chaque  combinaison  des  aires  partielles  ci-dessus 
définies,  la  limite  supérieure  mentionnc'c  dans  notre  énoncé  existe  ; 
ces  aires  partielles  étant  en  nombres  limités,  leurs  combinaisons 
le  sont  aussi,  les  limites  supérieures  relatives  à  chacune  également. 
11  existe  donc  une  de  ces  limites  qui  surpasse  toutes  les  autres  et 
au-dessous  de  laquelle  se  maintiendra  bien  le  module  de  notre 
fonction,  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  y,  ...  situées  dans  les 
aires  totales  considérées  S^:,  S^-,  .... 

181.  Comme /(x,j',  .  . .)  est  encore  olotrope  dans  les  aires  S^, 
Sy,  .  .  .  renforcées  par  l'addition  de  zones  d'épaisseurs  inférieures 
à  ses  olomètres  (14-2),  on  peut  aussi,  en  vertu  du  théorème  pré- 
cédent, assigner  une  limite  supérieure  à  son  module,  dans  toute 
rétendue  des  aires  ainsi  accrues. 

182.  Sif{x,y,  .  .  .)  est  olotrope  en  Xo,  yo,  •  •  •  ci^'ec  les  olo- 
mètres Bjr,  Zy,  .  .  .  f  et  si  l'on  représente  par  /j,,  ry,  .  .  .  des  quan- 
tités positives  inférieures  à  ceux-ci,  par  M  une  limite  supérieure 
de  moàf{x,  y,  . .  .)  sur  les  circonférences  décrites  avec  ces  der- 
niers rayons,  des  points  Xa^y^,  . .  .  comme  centres  (181),  on  a, 
pour  toutes  valeurs  des  indices  m,  n,  ... 

,,  i  .1. . .  m  i .1.  . .  n 

(l)  mod/*'".«.-'(^o,  JKo,  •  •  •)  <  M  ZJT. 


r  '  y 

Le  développement,  par  la  formule  de  Taylor,  de 
f{xo-\-  h,yQ^  k,  ...) 

est  effectivement  une  série  entière  en  Ji,  /.%  .  .  . ,  ayant  Sjr,  ©>, 
pour  rayons  de  convergence,  et  contenant  le  terme 

/'"'■"'•••'^^"'■^^'•••'      h'nkn...       (164). 

i  .1. . .  m.i  .1. . .  n.i . . . 


CHAPITRE  VII.  —  rnorniKTKS  fondamkntalks  des  fonctions  oLOTnori:s.     l'i!) 
On  pcul  donc  (130)  trouver  pour //,  /,-,  .  .  .  des  valeurs  II,  K,  .  .  . 
(le  modules  /".,•<  Oj.,  /■>■■<  S-»  •  '  -i  donnant 

in.Hl/(.ro-i-H,ro  +  K,  ...)'2mod/^">'"'->{.ro,yo,  ■  ■■) 


i  .1. . .  m   i  .>....  n 
inégalité  dont  la  combinaison  avec 

M  >  inocl/(:ro  -^  II,  j»  4-  K,  .  .  .) 

conduit  immédiatement  à  la  relation  (i)  que  nous  nous  proposions 
d'établir. 

183.  En  supposant  que  /{jc^  y\  .  .  .)  est  olotrope  dans  les  aires 
limitées  S.r,  Sj,  .  .  .  avec  les  olomètres  ùx,  o,-,  ....  que  M  repré- 
sente une  limite  supérieure  de  xnoàf^x,  y,  .  .)  pour  toutes 
valeurs  de  ^,  jk,  ...  tombant  dans  ces  aires  accrues  de  zones 
additionnelles  d'épaisseurs  comprises  entre  j\ci  f'y,  .  •  •  et  ces  olo- 
mètres (181),  l'inégalité  (i)  entraîne  immédiatement  cette  autre 

(•2)  raod/"'^'^••■'(:^,  J-,   ...)<M — , 


s  étendant  maintenant  à  tout  V intérieur  des  aires  considérées. 
Cette  formule  constitue  une  relation  des  plus  remarquables 
entre  :  i^la  grandeur  du  module  d'une  dérivée  d'ordre  quelconque 
d'une  fonction  olotrope,  2°  celle  du  module  maximum  de  cette 
fonction  elle-même  dans  les  aires  où  l'on  sait  qu'elle  jouit  de  cette 
propriété,  3°  celles  de  ses  olomètres  et  des  indices  de  dilTérentia- 
tion.  Elle-même,  ou  bien  celles  d'où  elle  dérive  (130,  131,  132, 
180,  182)  nous  seront  d'une  utilité  majeure  dans  plusieurs  théo- 
ries de  la  plus  haute  importance  (201,  247,  273,  274,  275,  301, 
362,  inf.). 

184.  Une  fonction  olotrope  f{x,  y ^  .  .  .)  est  continue  (12o) 
dans  toute  V étendue  des  aires  oie  elle  Jouit  de  cette  propriété. 

So\enlx',y',  ~.  .  des  valeurs  particulières  des  variables  prises  à 
volonté  dans  ces  aires,  et  faisons  tendre  x  vers  x',  y  vers  y,  .... 
Comme,  en  posant 

X  ^  x' -h  h,       y  =  y' -^  l^-i        •  •  -, 
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A,  k,  .  .  .  sont  des  quantités  infiniment  petites,  il  arrive  un  mo- 
ment après  lequel  les  modules  de  h,  k,  ...  restent  moindres  que 
les  olomèlres,  et  où  f{x' +  h,  y' +  A,  ...)  est  développable  en 
une  série  entière  en  /?,  A',  ....  Dans  cette  série,  /{x'^  y' ,  .  .  .)  est 
précisément  le  terme  indépendant  de  ces  accroissements.  On  a 
donc  bien  (124) 

lim/(.r,j,  ...)  =  lim/(a7'+A,7'+/>.  . .  .)  =/(.r', /,  ...). 

Au  n°  200  bis  (inf.)  on  trouvera  une  extension  de  cette  propo- 
sition qui  est  quelquefois  utile. 

185.  Si  la  fonction  f{x,  y,  .  .  .)  est  ololrope  dans  des  aires 
limitées  S^:,  Sj,  .  .  .,  el  si,  quelque  petite  que  soit  la  quantité 
positive  to,  on  peut  tromper  dans  ces  ai/es  des  valeurs  de  x, 

y,  ...  rendant 

mo(if{x,y,  ...)<w, 

on  pourra  aussi  en  trouver  au  moins  un  système  qui  satisfera 
à  l'équation 

f{^,y,  •••)  =  "• 

Considérons  une  suite  illimitée  de  quantités  positives  décrois- 
sant sans  cesse  et  indéfiniment 

U»i,      (02,       .  .  .  ,       W/H,       .  ■ ., 

et  appelons  x„i,ym-,  •  ■  •  wn  système  de  ces  valeurs  des  variables, 
qui,  par  hypothèse,  donnent 

mod/(a7,„,  y  m,  .  .  .)  <  W/,,. 

De  la  suite  illimitée  de  ces  systèmes,  extrayons-en  une  partielle 
dont  le  terme  général  (x^"^,  y'"\  .  .  .)  soit  composé  de  variantes 
tendant  toutes  vers  certaines  limites  X,  Y,  ...  (91  ).  On  aura  évi- 
demment 

lim/(a:-(«',  j(«),  ...)  =  \imf{x,n,y,n.  ...).=  o. 

Mais,  à  cause  de 

lim:r'«'=X,         limj'"'^  Y, 
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on  a  aussi  (18i) 

lini/(T"",7"",  ...)=/(X,  \.   ...). 

DoDC  on  a  bien 

/(X,  Y,  ...i  =  o, 

les  quanlilcs  X,  Y,  ...  InmbanI  évidcmmcnl  dans  les  aires  ((ni- 
sidérées. 

186.  Quand  une  fonction  est  olotrope  dans  des  aires  limitées 
sans  pouvoir  s^y  évanouir,  on  peut  assigner  à  son  module  une 
limite  inférieure  positive  indépendante  des  variables,  au- 
dessous  de  laquelle  sa  valeur  ne  peut  s'abaisser,  quelles  que 
soient  celles  des  variables  dans  les  aires  dont  il  s'agit. 

Car,  si  celte  limite  inférieure  n'existait  pas,  le  module  de  la  fonc- 
tion pourrait,  dans  les  aires  considérées,  acquérir  une  valeur  infé- 
rieure à  toute  quantité  donnée,  et(18o)  on  pourrait  trouver  dans 
ces  aires  des  valeurs  des  variables  annulant  la  fonction,  ce  qui  est 
contraire  à  l'hypothèse. 

Une  observation  que  nous  ferons  plus  lard  (2o0,  ÏI,  inf.)  fournil 
une  démonstration  directe  du  même  théorème.  Puisque  la  fonc- 
tion proposée /(x,  r,  .  . .)  est  olotrope  dans  les  aires  considérées 

sans  s'y  évanouir,  son  inverse  arithmétique  -j-, y  est  aussi 

olotrope;  et,  puisque  ces  aires  sont  limitées,  on  y  a  sans  cesse 

mod-^ ^- <M, 

J{^,y,  ■■■) 

où  M  désigne  quelque  constante  positive  (180j.  Un  y  a  donc  aussi 
mofl/(a:,  j,   ■■■)>  Y\' 

187.  Quand  une  fonction  f(x,y,  .  . .)  olotrope  dans  des  aires 
quelconques  S^,  S>-,  ...  s'y  évanouit  identiquement,  c'est- 
à-dire  pour  tout  système  de  valeurs  particulières  des  variables 
qui  sont  contenues  dans  ces  aires,  ses  dérivées  de  tous  ordres  )■ 
sont  nulles  identiquement  aussi. 

Réciproquement ,  si  la  fonction  et  ses  dérivées  de  tous  ordres 
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S  annulent  numériquement  en  un  seul  système  Xo,,yo,  ...de 
pareilles  valeurs  de  x,  y,  .  .  . ,  elle  est  nulle  identiquement  dans 
toute  l'étendue  des  aires  considérées. 

La  première  parlie  de  ce  lliéorème  est  évidente,  puisque  la 
fonction  y  est  supposée  se  réduire  à  la  constante  o  (161). 

Quant  à  la  dernière,  elle  résulte  immédiatement  de  la  pro- 
position du  n°  176.  Car  on  peut  considérer  fi^x^y^  .  .  .)  comme 
une  pseudo-fonction  oloïde  dans  les  aires  données  S^,  S,,  ..., 
définie  par  un  schéma  fondamental  ayant  pour  articles  les  valeurs 
en  a^o,  jKoî  •  •  •  de  fi^x^  y,  .  .  .)  et  de  ses  dérivées  de  tous  ordres  ; 
or  ces  articles  sont  tous  nuls  par  hypothèse. 

188.   Si  dans  cJiacune  des  suites  illimitées 

Ix' ,       x",       .  .  .,       X^P\       
/,    y",     ,    y^'i',    ■■■ 

tous  les  termes  sont  inégaux  et  tombent  respecti<>'ement  dans 
des  aires  limitées  S^r,  Sj,  ....,  et  si,  appelant  fi^x^  y^  .  . .)  une 
fonction  olotrope  dans  ces  aires,   on  a,  quels  que  soient   les 

rangs  p,  q,  .  .  . , 

f{x'P\  y'^i\  . . .)  =  o, 

cette  fonction  est  nulle  identiqueinent  dans  les  aires  dont  il 
s'agit. 

A  cause  de  la  limitation  des  aires  S^^-,  S, ,  .  .  . ,  on  peut  extraire 
respectivement  des  suites  (3)  des  suites  partielles 

■^I  »       -^2  )        •  •  •  )       -^m  >       

J'I)      J2;       )      J/i,        ••• 

dont  les  termes  généraux  tendent  tons  vers  certaines  limites  Xq^ 
y  a,  .  .  .  évidemment  situées  dans  ces  aires  (91),  et  l'on  a  en  parti- 
culier, quels  que  soient  m,  n,  .  .  . , 

f{x,n,yn,    ...)=0. 

11  s'ensuit  que  la  somme  de  la  série  entière  en  A,  A-,  .  .  .  résul- 
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laiil  du  (Icvrioppcmcnl  de  /{x^  +  /i ,  jo  H-  /. ,  .  .  .)  s'rvanouil  poiii- 
toutes  les  combinaisons  de  valeurs  de  ces  accroissements  appar- 
tenant respectivement  aux  suites  illimitées 

^1  —  •'''O»       ^2  —  ^0)        •  •  • 


suites  dont  les  termes  généraux  sont  tous  infiniment  petits  et 
finissent  en  conséquence  par  rester  intérieurs  aux  cercles  de  con- 
vergence. 

r^e  théorème  du  n°  135  devient  alors  évidemment  applicable  et 
assigne  o  pour  valeur  commune  à  tous  les  coefficients  de  cette 
série,  par  suite,  en  ^05  J^o;  •  •  •  )  à/(.r,  y,  . .  .)  et  à  toutes  ses  déri- 
vées qui  diffèrent  de  ces  coefficients  par  de  simples  facteurs 
constants  (162).  Notre  fonction  est  donc  bien  identiquement 
nulle  (187). 

189.  Pour  que  deux  Jonctions  olotiopes  dans  de  mêmes 
aires  quelconques  y  soient  identiquement  égales,  il  est  néces- 
saire et  suffisant  qu'en  un  seul  système  de  valeurs  particulières 
des  variables,  d'ailleurs  arbitrairem.ent  choisies,  ces  fonctions 
et  toutes  leurs  dérivées  prennent  les  mêmes  valeurs  numériques. 

L'identité  voulue  entre  les  deux  fonctions  considérées 

f{x,y,  ...)  =  ¥{x,y,  ...) 
équivaut  à  la  nullité  identique  de  leur  différence 

f{x,y,  ...)-Y(x,y,   ...), 
par  suite  (187)  à  la  condition  numérique 

D'5-J;:;:'[/(-^>r,  ...)-'P{x,y,  ...;]=o, 

pour  J7=:  jToî  y=.yoi  •  •  •)  quels  que  soient  les  indices  de  diffé- 
rentiationy?,  q,  ....  Or  à  son  tour  cette  condition  équivaut  à 

/'5;?;:;:'(^o,ro,  •••/-f^;J;:;:'(^o,7o,  ...)  =  ", 

c'est-à-dire  à 
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parce  que  les  dérivées  de  la  différence  de  deux  fondions  sont  pré- 
cisément les  différences  des  dérivées  semblables  de  ces  mêmes 
fonctions  (166). 

190.  En  vertu  de  ce  théorème,  une  fonction  olotrope  est  com- 
plètement déterminée  par  la  simple  connaissance  des  valeurs 
prises  par  elle-même  et  par  ses  dérivées  de  tons  ordres,  en  un. 
seul  système  de  i^aleurs  ftarliculières  des  variables  {Cf.  171). 

191.  Pour  qu  une  fonction  olotrope  dans  des  aires  données 
s'y  réduise  à  un  polynôme  entier  de  degré  effectif  [1^)  égal 
ou  inférieur  à  V  entier  M,  il  faut  et  il  suffit  cpi'en  Xq.,  joi  •  •  •  •> 
système  de  valeurs  particulières  des  variables  choisies  arbitrai- 
rement dans  ces  aires,  toutes  ses  dérivées  dont  lesordi-es  totaux 
surpassent  M  s'évanouissent. 

Nous  connaissons  déjà  la  nécessité  de  cette  condition  (161); 
pour  prouver  qu'elle  est  suffisante,  formons  le  développement  de 
la  fonction  proposée  f{x,  y,  .  .  .)  en  série  entière  par  rapport 
aux  différences  x  —  Xq,  y  — yo-,  .  •  • ,  et  appelons  V{x,  y.,  .  .  .)  la 
somme  des  termes  de  ce  développement,  dont  les  degrés  par  rap- 
port à  ces  différences  sont  égaux  ou  inférieurs  à  M.  11  est  évident 
que  P  est  un  polynôme  entier  en  x,  y,  ...  dont  le  degré  ne  sur- 
passe pas  M,  et  dont  les  dérivées  d'ordres  égaux  ou  inférieurs  à  M 
prennent,  en  .To,  j'o^  •••>  précisément  les  valeurs  initiales  des 
dérivées  semblables  àc  f{x.,y,  . .  .). 

D'ailleurs  pour  les  ordres  supérieurs,  et  toujours  en  .2*0,  j^o?  -  •  •  1 
les  dérivées  de  f{x.,  j',  .  .  .)  et  de  P(^,  y^  ...)  sont  encore 
égales  puisqu'elles  sont  toutes  nulles,  savoir  celles  de/'(.'r,j)',  .  . .), 
par  hypothèse,  celles  de  P(^,  j',  .  .  .),  parce  que  c'est  un  polynôme 
entier  dont  le  degré  ne  surpasse  pas  M  (161).  Donc  (189)  on  a 
bien  identiquement 

f{x,y,  ...)=  V{x,y,  ...). 

192.  Pour  que  la  même  fonction  jouisse  des  propriétés  spé- 
cifiées dans  l'énoncé  précédent,  il  est  nécessaire  et  suffisant 
que,  dans  les  aires  considérées,  ses  diverses  dérivées  d'ordre 
total  M  4-  I  soient  toutes  identiquement  nulles. 

Nous  connaissons  encore  la  nécessité  de  la  condition  posée  (161); 
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sa  suffisance  est  niainleiiiint  à  peu  |)ir.s  ('siLlcnlc,  car,  si  les  (lcri\(jcs 
crordrc  M  +  i  sont  idenliqucmcnl  nulles,  leurs  dérivées  de  tous 
ordres  le  sont  aussi  (ioc.  cit.);  toutes  celles  de  la  fonction  pro- 
posée dont  les  ordres  surpassent  M  le  sont  donc.  Or  (  191  )  il  suffit 
de  savoir  que  les  valeurs  de  toutes  ces  dérivées  se  réduisent  à  o  on 
un  seul  svstème  de  valeurs  particulières  des  variables,  pour  avoir 
la  certitude  que  la.  fonction  se  réduit  à  un  polynôme  entier  de 
degré  M  au  plus. 

193.  Le  cas  où  M  =:  o  est  particulièrement  remarcpiabic  et 
donne  ce  théorème  qui  trouve  de  bien  fréquentes  applications  : 

Pour  qu  une  fonction  olotrope  dans  des  cures  quelconfuies 
dégénère  en  quelque  constante,  il  est  nécesscùre  et  suffisant 
que  toutes  ses  déri^'ées premières  y  soient  nulles  identiquement. 

191.  En  raisonnant  de  la  même  manière  on  trouve  cette  autre 
proposition  non  moins  utile  : 

Pour  que  la  même  fonction  se  trome  en  fait  indépendante 
de  quelques-unes  de  ses  variables,  il  faut  et  il  suffit  que  ses 
rlérivées  premières  prises  par  rapport  à  ces  variables  soient 
toutes  identiquement  nulles. 

195.  Quand  une  fonction  olotrope  ne  dégénère  pas  en  une  con- 
stante, ses  dérivées  de  tous  ordres  ne  peuvent  jamais  s'évanouir 
simultanément  en  un  même  système  quelconque  Xq,  y^,  .  .  .  de 
valeurs  particulières  des  variables  (191),  et  il  existe  des  ordres  con- 
tenant des  dérivées  non  nulles.  Si  donc  M  est  le  plus  petit  d'entre 
eux,  l'accroissement  de  la  fonction  correspondant  à  des  accroisse- 
ments infiniment  petits  h.  A",  .  .  .  attribués  aux  variables  à  ])arlir 
de  ^0,  J'oj  •  •  •  prend,  après  la  suppression  des  termes  du  dévelop- 
pement pourvus  de  coefficients  nuls,  la  forme  évidente  (116) 

f{x^-^h,y(,-^k,  ..  .)— /(^o,7o,  •  •  •)  = -[j.,v,...[(A[jL,v,...-f-£ti,v,...)A!^A-"'- •  •  J 

dans  laquelle  on  a  (161) 
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et  où  .  .  .,  £jj..v,...,  .  .  .  sont  des  sommes  de  séries  entières  en  A, 
/>-,  ...  ne  contenant  pas  de  termes  indépendants  de  ces  quantités, 
par  suite  des  quantités  infiniment  petites.  De  plus,  la  sommation 
doit  être  étendue  à  tous  les  systèmes  de  valeurs  des  indices  de 
difîerentiation  |jl,  v,  ...  qui  donnent  a  -+-  v  +.  .  .=  M. 
Le  second  membre  de  cette  relation  ne  diflcre  ainsi  de 

(4)  S(Aj,,v,...AP-Av...). 

|)oly'nôme  entier,  homogène  et  de  degré  M  par  rapport  aux 
accroissements  /i,  /. .  .  .  .  des  variables,  qui  n'est  pas  identique- 
ment nul,  parce  qu'd  contient  au  moins  un  coefficient  non  =  (), 
que  de 

sorle  de  polynôme  de  même  nature,  mais  à  coefficients  tous  infi- 
niment petits.  Une  pareille  expression  se  nomme  quelquefois  un 
infiniment  petit  d'ordre  M  par  rapport  aux  infiniment  petits 
fondamentaux  h,  k,  .  .  . ,  et  l'on  dit  que  le  polynôme  (4)  en  est 
la  ftarlic  principale. 

Ainsi  donc,  i' accroissement  d' une  pareille  fonction  olotrope 
est  toujours  un  infiniment  petit  d'ordre  entier  par  rapport  à 
ceux  des  variables,  et  cet  ordre  est  précisément  le  plus  petit  de 
ceux  des  dérivées  ciui  ne  s'évanouissent  pas  en  ^o?  y  ai  •  •  •  • 

Comme  les  dérivées  premières  de  cette  fonction  ne  peuvent 
être  identiquement  nulles  (193),  cet  ordre  ne  peut  s  élever  au- 
dessus  de  I  cjue pour  des  systèmes  exceptionnels  de  valeurs  des 
variables. 

196.  Le  rapport  à  r accroissement  infiniment  petit  d'une 
seule  variable  d'une  fonction  olotrope,  de  f accroissement 
simultané  de  cette  fonction,  tend  vers  une  limite  précisément 
é<T[ale  à  la  dérivée  partielle  première  de  celle-ci  par  rapport  à 
la  variable  considérée. 

On  trouve  immédiatement  en  effet  (164) 

/■/  7  N      ^/  .       df  h       d^f  /i2 
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d'où 

/[.r  -^  h,  y,  ...) — f{T,v,  .  .  .)  _  df         i     tl-.f  , 
h  clx        I  .  2  dx''' 

ce  (lui  rend  évidcnl  le  point  dont  il  s'agit  (12i). 

197.  Aujourd'hui  encore,  on  définit  liabituelicment  une  fonc- 
tion de  variables  imaginaires  :  une  quantité  variable  ayant  pou r 
éléments  (06)  deux  fonctions  réelles  quelconques  de  tous  les 
éléments  des  variables  indépendantes  considérées.  Par  exemple, 
en  appelant  x',  x"  les  deux  cléments  de  la  varia])le  indépendante  x^ 
et  '-p(x',  x"),  '^{x' ,  x")  deux  fonctions  réelles  quelconques  dex',  .r", 
on  dit  à  ce  point  de  vue  (pic 

o{x',  x")-^  {"lix',  x") 

est  une  fonction  de  x  =^  x' -\- ix" .  De  plus,  on  a[)pelle  encore 
dérivée  première  de  cette  fonction  la  limite  (quand  elle  existe) 
du  rapport 

\x' -\-  i\x" 

de  son  accroissement  à  celui  de  la  variable  supposé  infiniiiicni 
petit.  Mais,  comme  rien  dans  celte  définition  ne  restreint  le  choix 
relatif  à  faire  des  fonctions  '^{x,  x")^  '\{^'  1  ^")i  ^^  fallait  faire  une 
distinction  entre  les  fonctions  de  ce  genre,  pour  lesquelles  ce 
rapport  tend  vers  une  limite  indépendante  du  mode  de  décrois- 
sance relative  de  A:r',  Ajc",  et  celles,  infiniment  plus  nombreuses, 
pour  lesquelles  une  semblable  limite  n'existe  pas.  On  rejette  ces 
dernières  de  l'Analjse  et  l'on  donne  aux  autres  le  nom  de  fonc- 
tions monogènes. 

Nos  fonctions  olotropes  sont  donc  en  particulier  monogèncs ; 
mais  c'est  un  fait  absolument  sans  intérêt  pour  nous,  car  la  ma- 
nière dont  nous  présentons  les  choses  nous  dispense  de  toute  dis- 
tinction et  de  toute  restriction. 

On  sait  que  l'autorité,  pourtant  considérable,  du  nom  de  La- 
grange  n'a  pas  empêché  les  géomètres  de  conserver  jusqu'à  nos 
jours  la  conclusion  du  théorème  précédent  pour  définition  des 
dérivées.  Ce  fait  est  pour  nous  incompréhensible,  étant  données 
les  complications  inextricables,  les  obscurités  et  même  les  pué- 
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rilités  sans  nombre,  dont  celle  définilion  a  semé  l'exposition  des 
principes  de  l'Analyse  infinitésimale.  Nous  abandonnons  complè- 
tement cette  définition,  non  seulement  parce  qu'elle  n'est  pas 
conforme  à  la  conception  des  fonctions  analytiques  à  laquelle  on 
est  forcément  amené  quand  on  veut  saisir  et  rapprocher  les  faits 
généraux  de  leur  théorie,  mais  encore  parce  qu'elle  ne  conduit  et 
ne  peut  conduire  à  rien  de  satisfaisant,  parce  qu'il  faut  l'aban- 
donner dès  qu'on  veut  entrer  dans  le  cœur  des  choses.  En  veut-on 
un  exemple?  Nous  demanderons  à  ceux  qui  y  restent  fidèles  comme 
à  un  culte  pourquoi,  dans  l'intégration  des  équations  différen- 
tielles (Chap.  X,  XII,  ^/^/.),  ils  cherchent  des  fonctions  dont  les 
développements  en  séries  entières  ont  des  coefficients  satisfaisant 
à  la  loi  voulue,  au  lieu  de  reconstruire  directement  les  fonctions 
continues  dont  les  accroissements  infiniment  petits  auraient  avec 
ceux  des  variables  des  rapports  dont  les  limites  seraient  liées  aux 
autres  quantités  de  la  question  par  les  équations  données. 

On  nous  objectera  certainement  les  services  que  cette  concep- 
tion des  dérivées  rend  dans  l'Analyse  appliquée  à  la  Géométrie,  à 
la  Mécanique,  etc.  Nous  répondrons  que  la  croyance  à  l'impor- 
lance  de  ces  services  est  une  simple  affaire  d'habitude.  Dans  la 
dernière  Partie  de  cet  Ouvrage,  qui  sera  consacrée  aux  Applica- 
tions géométriques,  nous  n'aurons  presque  jamais  à  considérer 
une  dérivée  comme  limite  de  quelque  rapport. 

198.  Le  théorème  du  n"  196  est  susceptible  de  généralisations 
que  nous  nous  bornerons  à  mentionner,  parce  qu'elles  sont  sans 
utilité. 

Il  équivaut  à  l'énonciation  de  ce  fait,  que  la  partie  princi- 
pale (195)  de  l'accroissement  ou  différence  infiniment  petite 


f{x^h,y,  ...)—f{x,j,  ...), 


,j    .    .    j   df 
se  réduit  a  /i  -—• 
dx 


De  même,  si  l'on  attribue  k  x^y,  ...  une  suite  de  systèmes  de 
valeurs  formant  autant  de  progressions  arithmétiques  ayant  res- 
pectivement pour  raisons  les  quantités  infiniment  petites  A,  A",  .  .  • , 
si  l'on  nomme  comme  d'usage  différence pronière  Ay  la  fonction 
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(le  X,  y,   ....  //,  /> ,   .  •  •  <l('finic  par  la  nlalioii 

\f  =  fix-\-h,y-^k,  ...)-/(x,y,  ...\ 

puis  différence  seconde  A-/  le  r('siillal 

\f{x  -\-  ik,  y^-xlc.  ...)-  f{x^  h,  y  -h  A-,  .  .  .  )] 

-[/(•v-+-h,y-^A;  ...)-f(T,y,  ...,| 

^f{x^ili,y-^-ik,  ...)  —  if{x  +  h,y^k,  ...)-^f{x,y,  ...) 

obtenu  en  retranchant  A/ de  ce  que  devient  cette  diflcTence  quand 
on  V  fait  croître  x^y^  ...  de  A,  k,  .  .  .  encore,  et  ainsi  de  suite, 
on  trouve  sans  peine  que  A*'/  est  un  infiniment  petit  d'ordre  M 
par  rapport  à  h,  /.,  .  .  .  (  l9o)  ayant  pour  partie  principale  le  poly- 
nôme entier,  homogène  et  de  degré  M  en  A,  /■ .  ... 

expression  dans  laquelle  il  faut  sommer  pour  tous  les  systèmes  p, 
q^  ...  de  solutions  entières  et  positives  de  l'équation  indéterminée 

En  d'autres  termes,  la  partie  principale  de  la  diff'êrence  A^'/ 
est  précisément  la  différentielle  totale  <:/*'/(  167). 

On  arriverait  à  un  résultat  analogue,  plus  compliqué  toutefois 
sans  être  plus  utile,  en  construisant  A/,  A^/,  ....  A*'/  avec  des 
valeurs  des  variables  dont  les  accroissements  infiniment  petits 
successifs 

(A,,  A-,,  . . .),  UH;  kl,  ...),  ...,  (/<M,  /.M,  •••), 

ne  conserveraient  pas  comme  tout  à  l'heure  les  valeurs  uniformes 
A,/.-,  .... 

199.  Ici  viendraient  assez  naturellement  des  propriétés  spé- 
ciales aux  fonctions  ololropes  réelles,  dont  la  connaissance  est 
indispensable  aux  calculs  numériques;  mais,  intéressant  plutôt  les 
fonctions  d'une  seule  variable,  elles  seront  mieux  placées  dans 
notre  deuxième  Partie. 

Nous  terminons  ce  paragraphe  par  une  pro})Osition  sans  intérêt 
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par  elle-même,  qui,  cependant,  sera  plus  d'une  fois  pour  nous  un 
lemme  indispensable. 

Soient  f{x^  y,  •  •  •  )  une  fonction  ololrope  dans  les  aires  S.r, 
Sy,  ,  .  .  avec  les  olomètres  o^,  o^,  . . . ,  pais  o^.,  o^.,  .  .  . ,  s^,  î/,i  •  •  •  ? 
0^,  o);.,   .  .  .   des  quantités  positives  satisfaisant  aux  inégalités 

(5)  ^x-1-îA-I-3Â<  °j:.      ^j^-  ^/.-i-^K  5y,       ..., 

pais  enfin,  dans  les  plans  servant  à  la  représentation  gra- 
phique des  nouvelles  variables  Ii,  /»•,  .  .  . ,  des  aires  S/;,  S/,,  .  .  . 
dont  les  distances  de  tous  les  points  aux  origines  O/,,  Oa,  .  .  . 
soient  toujours  respectivement  inféi-ieures  à  s/,,  s/^,  ....  La 
sommation  partielle  de  tels  termes  que  l'on  voudra  dans  le 
développement  de  Taylor 

divisés  par  tel  monôme  entier  hPkt...,  en  /i,  k,  ...,  qu'ils 
pourraient  avoir  comme  facteur  commun,  donne  une  fonction 
de  X,  y,  .    . .  /^  /. ,  .  .  . , 

o{T,y,  ...,  h,  A,  .  ..), 

qui  est  olotrope  dans  les  aires  S^,  S^,  . .  .,  S^,  S/,,  .  . .  avec  les 
olomètres  o^,  o'     ....  o^,  o^ ,  .... 

Comme  le  développement  ci-dessus  a  o^,  o^,  .  .  .  ))our  rajons 
de  convergence,  on  peut,  à  cause  des  inégalités  (5),  mettre 

f{x^h'-^h-r-'h,y^k'-^  k  -^  'A-,  ...) 

sous  forme  d'une  série  entière  en  Ji' ,  /.',  .  .  . ,  A,  k,  .  .  . ,  'A,  'k,  .  .  . 
ayant  pour  rayons  de  convergence  o'^.,  o^.,  ...,  s^,  Syr,  ...,  o),, 
ô^,  ...  (120),  cela  bien  entendu  pour  toutes  valeurs  de  x^y,  ... 
intérieures  aux  aires  considérées  S^:,  Sj,  .... 

Si  donc  on  donne  à  h',  /.',  .  .  .,  'h,  'k,  .  .  .  des  modules  infé- 
rieurs aux  rayons  correspondants  ci-dessus,  à  A,  A",  . . .  des  modules 
inférieurs  à  s^,  t/,,  .  .  .,  c'est-à-dire  si  l'on  n'attribue  à  A,  A,  .  .  . 
que  des  valeurs  intérieures  aux  aires  S^,  Sa,  •  .  .,  cette  nouvelle 
série  restera  convergente  même  après  la  substitution  à  chaque 


r.HAPiTnn:  vu.  —  PRorniKTiis  fondamkntalks  dks  fonctions  olotuopes.     101 

ternir  de  son  module  (IIG);  la  soinnialion  de  ceux  de  ses  termes 
dont  le  grouponicnt  reconsliliicrail 

{h  -^'/i)P{/^-\-7c)i . .  .  o(.r  -f-  h',  y  h-  A',  . .  . ,  h  -f  Vf,  /.•  -t-7.-,  .  .  .  i 

suivie  de  la  division  de  la  somme  y^ar  [h -^'li)P{k -^ 'lc)i  ^  .... 
engendre  une  série  partielle  en  A',  A',  .  .  . ,  A,  /»-,  .  .  .  ,  '//,  '/,,  .  .  . 
ayant  les  mêmes  rajons  de  convergence  {loc.  cit.,  passini).  Or 
celte  série  partielle  ordonnée  par  rapport  à  h\  //,  .  .  . ,  'A,  '/»%  .  . . 
est  précisément  le  développement  par  la  formule  de  Tajlor  de 

cp(r,  y,  ...,  h,  A,  ...) 

à  partir  de  valeurs  de  x,  y,  ...,  //,  A,  ...  tombant  dans  les 
aires  Sx,  S^,  .  .  .,  S^,  Sa,  .  .  .,  pour  des  valeurs  des  accroisse- 
ments h',  A',  .  .  . ,  'h,  'A,  . .  .  ayant  des  modules  inférieurs  à  o^, 

S ^^A^K^  — 

200.  Nous  utiliserons  moins  cette  proposition  elle-même  que 
son  corollaire  évident  :  Pour  tout  système  de  valeurs  de  x,  y,  ... 
tombant  dans  les  aires  limitées  Sx,  Sj,  .  .  .  et  de  h,  k,  . .  .  ayant 
des  modules  égaux  ou  inférieurs  à  quelques  quantités  posi- 
tives t/ij  -k,  •  •  •  inférieures  à  o^,  ôj,  .  .  . ,  on  peut  assigner  une 
même  limite  supérieure  à  inod'j(.r,  y,    .  .  .,  h,  A",   .  .  .)  (180). 

200  bis.  Les  aires  S-c,  Sy,  .  .  .  étant  encore  supposées  toutes 
limitées,  la  différence  f{x  -+-  h,  y  -^  k,  .  .  .  )  — f{x^  y,  •  •  ■)  G'^t 
infiniment  petite  quand  A,  A",  .  .  .  tendent  vers  o,  et  cela  de 
quelque  manière  que  x,y,  ...  varient  simultanément  à  l'in- 
térieur des  aires  dont  il  s'agit. 

Car  l'emploi  de  la  formule  de  Taylor  permet  de  mettre  cette 
différence  sous  la  forme  H/t  +  KA'  + . . . ,  où  H,  K,  ...  sont  des 
fonctions  toutes  du  genre  de  'f(^,  y-,  ..-,  /',  A,  .  .  .  ),  aux 
modules  desquelles  on  finit  en  conséquence  par  pouvoir  assigner 
des  limites  supérieures  indépendantes  de  x,y,  .  .  . ,  A,  A',  .  .  .  (200). 

Limites  de  convergence  de  la  série  de  Taylor. 

201.  Quand  une  fonction  est  olotrope  dans  les  aires  [quel- 
conques)  Sxj   Sj,    .  . .    avec   les   olomètres  {quelconques)   Oj . 

M.  —  I.  II 
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8j,  .  .  .^  et  qu'on  ne  sait  rien  de  plus  sur  elle,  son  développe- 
ment en  série  entière  à  partir  des  valeurs  initiales  .2-0,  jKoî  •  •  • 
{tombant,  bien  entendu,  dans  les  aires  considérées)  a  pour 
rayons  de  convergence  maximums  les  quantités  positives  obte- 
nues en  ajoutant  0^,  Oy,  . . .  respectivement  à  A^.^,  A^.^,  .  .  . , 
rayons  des  plus  grands  cercles  de  centres  Xq^  jKo,  •  •  •  7'''  nont 
aucun  point  extérieur  aux  aires  dont  il  s'agit. 

I,  On  ne  peut  assignei'  au  développement  de  la  fonction  des 
rayons  de  convergence  supérieurs  à  ceux  définis  dans  l'énoncé; 
autrement,  en  effet,  il  en  résulterait  évidemment  qu'elle  serait 
olotrope  avec  les  mêmes  olomètres  en  quelques  points  extérieurs 
aux  aires  considérées,  ce  que  l'on  ignore.  Nous  avons  donc  à 
prouver  seulement  l'existence  des  rajons  dont  il  s'agit,  ce  que 
nous  ferons  en  raisonnant  sur  le  cas  d'une  seule  variable  pour  fixer 
les  idées  et  abréger  l'écriture. 

II.  Soient  f[x)  une  fonction  olotrope  avec  Volomètre  0  dans 
une  aire  S  contenant  V origine  x  =  o,  A  le  rayon  du  plus  grand 
cercle  qui  offre  cette  origine  pour  centre  sans  avoir  aucun 
point  extérieur  à  Vaire  S,  et  R,  "U  deux  quantités  positives 
satisfaisant  à  V inégalité 

(l)  R-r-îlf  A-i-O. 

Si  le  développement  de  f{x)  par  la  formule  de  Maclaurin 

admet  R  pour  rayon  de  convergence,  et  si  son  développement 
par  la  formule  de  Taylor,  à  partir  de  toute  valeur  de  x  de 
module  inférieur  à  R, 

fin 
<3)  f{x+^)=^f^K^)— 


admet  %  pour  rayon  de  convergence,  le  développement  (2) 
admet  certainement  la  somme  R  +  "U  pour  rayon  de  conver- 
gence. 

Appelons  /•,  X  deux  quantités  positives  quelconques  satisfaisant 

aux  inégalités 

r  <  R,         r  <  11, 
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et,  par  suite,  à  cause  de  l'inégalité  (i),  à 

/•  +  r  <  Il  H-  îi  <  A  -h  ô. 

A  cause  de  cette  dernière,  tous  les  points  non  exléj'ieurs  au 
cercle  qui  a  l'origine  pour  centre  et  /•  H- r  pour  rayon  le  sont 
aussi  à  l'aire  S  accrue  d'une  zone  additionnelle  d'épaisseur  o'<;  o; 
par  suite  (181),  on  peut  assigner  à  mod /'(^)  une  limite  supi'-- 
rieure  M  indépendante  de  x^  pour  toutes  les  valeurs  de  x  dont  les 
modules  sont  égaux  ou  inférieurs  à  /•  H-  V.  Et  comme,  pour 

(4)  modo:^/',         modr^r 

on  a 

niod(j7  -t-  r)^  /■  -(-  r, 

on  aura  certainement 

(j)  mod/(:r-f- r)<  M, 

|)0ur  toute  combinaison  de  valeurs  de  x^  X  satisfaisant  aux.  iné- 
galités (4). 

Cela  posé,  une  première  application  du  théorème  du  n°  131  à 
la  série  (3),  entière  en  fet  de  rayon  de  convergence  11  >  r,  donne 
à  cause  de  (5) 

mod/(m)(^)<M  '•^""S 
•'  fin 

pour  toute  valeur  de  x  de  module  ;■. 

Une  seconde  application  du  même  théorème  à  la  série 

/(nt)(a7)  =  I./n(ni  —  i).  .  .(/n  —  m  -+-!)«,„  x"^'^, 

entière  en  x  et  admettant,  comme  (2),  R  >»  /•  pour  rayon  de  con- 
vergence, conduira  de  l'inégalité  précédente  à 

moda„j  •<  M 


/n{ni  —  i). .  .{m  —  m  H-  1  ;  /-/«—m fin 
ou  bien,  ce  qui  est  la  même  chose,  à 

.[mini  —  ])...(  m  —m -h  \)  ^  ^1    ^  ,, 

mod     — i a,nX"'-m{^    <  M, 

L  1 . 2 ...  m  J 

pour  tout  système  de  valeur  de  x,  î  ayant  /■,  X  ])our  module- 
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La  série  entière  en  x^  r,  dont  le  terme  général  est  le  monôme 
entre  crochets,  admet  ainsi  pour  rayons  de  convergence  r,  r(114) 
et  même  R,  11,  puisque  /-,  r  sont  des  quantités  positives  quel- 
conques inférieures  à  ces  dernières  (119);  par  suite  (116,  III), 
on  peut,  sans  détruire  sa  convergence  ni  modifier  sa  somme, 
déplacer  et  grouper  arbitrairement  ses  termes  pour  toutes  valeurs 
de  x^  X  donnant 

(6)  modj;<R,     modr<\l 

Or,  en  l'ordonnant  par  rapport  à  r,  on  obtient  le  développe- 
ment (3);  en  groupant  ensuite  les  termes  de  même  degré  m  par 
rapport  à  x,  r  indistinctement,  on  obtient  la  série  entière  en  .r  +  r 

où,  à  cause  des  conditions  (6),  ^  -h  r  est  une  quantité  quelconque 
de  module  inférieur  à  R  +  tî.  La  série  (2)  admet  donc  bien  cette 
dernière  quantité  pour  rayon  de  convergence  et,  comme  elle  a 
même  somme  que  la  série  (3)  d'après  ce  que  nous  venons  de 
constater,  elle  fournit  bien  pour 

vaoàx  <  R  -t-  U 

le  développement  de  fix)  parla  formule  de  iNlaclaurin.  C'est  ce 
que  nous  avions  à  prouver. 

m.  Le  développement  (2)  admet  A  +  Z pour  rayon  de  con- 
vergence. 

Si  l'on  a  0^  A,  on  a  aussi  ô  +  o^A  +  o,  et  dans  l'alinéa  précédent 
on  peut  prendre  R  =  o,  B  =  0,  parce  que  les  séries  (2),  (3), 
entières  l'une  en  ;r,  l'autre  en  r,  admettent  8,  8  pour  rayons  de 
convergence.  On  en  conclut  que  le  développement  (2)  est  valable 
pour  mod  j;  ■<  0  +  S  <<  20. 

Si  l'on  a  encore  2  3^  A,  on  étendra  de  même  la  validité  de  cette 
formule  jusqu'à  mod.z  <  20  +  0  <  3o;  et  ainsi  de  suite  jusqu'à 
modx<Aô  +  û,  aussi  longtemps  que  /.o  ne  surpassera  pas  A. 
11  en  résulte  évidemment  ce  que  nous  voulions  démontrer. 

IV.  Notre  théorème  est  maintenant  établi;  car  le  développe- 
ment de /(.Tq  +  A,  Jo  +  ^'5  •  •  •)  n'est  pas  autre  chose  que  la  série 
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de  Machuirlii  appliquée  à  F(//,  /.",  .  .  .)  =  _/*(  jTq  + /'j  J>'o  + /■%  •  ••)' 
fonction  de  A,  A\  ...  oloU'ope  avec  les  oloinèlres  o^,  Oj,  .  .  .  dans 
des  aires  auxquelles  sont  intérieurs  les  cercles  décrits  des  ori- 
gines Oa,  O^.  .  .  .  avec  A,^,  A^. .,  .  .  .  pour  rajons. 

20!2.  On  peut  évidemment  spécifier  les  rayons  de  convergence 
maximums  déterminés  par  le  théorème  précédent,  en  disant  encore 
i\ui7s  sont  égaux  aux  plus  courtes  distances  des  points  XQ^y,^^  ... 
aux  contours  des  aires  Sx,  Sy,  . .  .  accrues  respectivement  de 
zones  additionnelles  ayant  pour  épaisseurs  les  olomètres  pri- 
mitivement donnés  S^,  ^^  ;  •  •  •  •  Leur  évaluation  est  ainsi  ramenée 
à  la  simple  délimitation  des  aires  oh  la  fonction  considérée  reste 
ololrope,  abstraction  presque  faite  de  la  grandeur  des  olo- 
mètres qu'on  peut  lui  assigner,  parce  que  les  valeurs  que  les 
théories  générales  fournissent  pour  ceux-ci  sont  habituellement 
fort  petites  relativement  à  l'étendue  des  aires  en  question;  or  on 
verra  qu'en  général  cette  recherche  indirecte  est  infiniment  plus 
facile  que  ne  le  serait  une  évaluation  directe. 

On  voit  aussi  par  là,  comme  nous  l'avions  annoncé  au  n°  139, 
que  la  grandeur  des  olomètres  connus  pour  une  fonction  olo- 
trope  dans  des  aires  déterminées  est  presque  indifférente  ;  car 
les  valeurs  maximums  des  olomètres  que  le  théorème  précédent 
permet  d'admettre  en  Xq,  y^^,  ...  ne  dépendent  absolument  que 
de  la  configuration  de  ces  aires  légèrement  accrues,  et  des  posi- 
tions que  ces  points  j  occupent  relativement  à  leurs  contours. 

203.  Quand  fîx^  y,  .  .  .)  est  olotrope  dans  toutes  portions 
limitées  d'aires  données  illimitées,  elle  l'est  nécessairement 
dans  ces  dernières  diminuées  de  zones  offrant  des  épaisseurs 
aussi  faibles  qu'on  voudra.  Car,  où  que  XQ^y^,  .  .  .  tombent  à 
l'intérieur  des  aires  ainsi  réduites,  les  rajons  de  convergence 
maximums  que  le  théorème  du  n"  201  permet  d'assigner  au  déve- 
loppement de  /(xo  H-  A,  y  a  +  A".  •  •  •)  atteindront  au  moins  les 
épaisseurs  des  zones  en  question. 

204.  La  contre-partie  de  la  réciprocité  signalée  au  n°  143  entre 
la  grandeur  des  aires  et  celle  des  olomètres  admissibles  est  main- 
tenant visible.  Effectivement,  si  l'on  diminue  les  aires  S^,  Sj,  .  .  . 
de  zones  intérieures  d'épaisseurs  î^)  'j,  •  •  • ,  les  moindres  distances 
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qui  séparent  les  points  intérieurs  aux  aires  ainsi  réduites  S^,  S'  ... 
des  contours  des  aires  proposées  accrues  de  zones  additionnelles 
ayant  o^,  o, ,  .  .  . ,  pour  épaisseurs  croîtront  de  Sx,  e,-,  .  .  .  respecti- 
A'ement;  par  suite,  en  vertu  de  noire  lliéorèmc,  les  olomètres 
de  f(x,  j-,  ...)  dans  les  nouvelles  aires  croîtront  d'autanl  et 
|)Ourront  être  portés  à  o^H-  Sj-,  SjH-  s^,  .... 

!20o.  Nous  attirons  l'attention  du  lecteur  sur  la  différence  con- 
sidérable, au  point  de  vuedoctrinal,qui  existe  entre  notre  ihéoi'ème 
et  ceux  qu'on  énonce  habituellement  pour  formuler  les  limites  de 
convergence  de  la  série  de  Taylor.  Comme  nous  l'avons  dit  au 
n"  164,  les  auteurs  de  ces  derniers  cherchent  à  prouver  qu'une 
fonction  est  développable  de  cette  manière,  si  elle  possède  telles 
ou  telles  de  ces  propriétés  vagues  (continuité,  etc.)  sur  lesquelles, 
tour  à  tour,  on  a  essajé  d'édifier  l;i  théorie  des  fonctions.  INlais 
ceux  qui  prendront  la  peine  d'examiner  attentivement  les  raison- 
nements de  cette  espèce  et  qui,  bien  entendu,  ne  se  contenteront 
pas  d'une  rigueur  inférieure  à  celle  qu'on  exige  dans  les  théories 
mathématiques  courantes,  reconnaîtront  sans  doute  avec  nous 
que  tous  pèchent  tantôt  par  un  point,  tantôt  par  un  autre,  sans 
parler  de  ce  qu'il  y  a  d'artificiel  dans  les  procédés  qu'il  a  fallu 
imaginer  pour  les  construire.  Nous  nous  gardons  bien  de  procéder 
de  la  sorte,  a  priori,  convaincus  qu'oiv  ke  pauvienura  jamais  a 

ni:Dl  IRE  LA  POSSIBILITÉ  DE  CE  DÉVELOPPEMEAT,  DE  PROPPaÉTÉS  GÉNÉ- 
RALES   DES     FONCTIONS    QUI,     DANS    LEUR     ENSEMBLE,     SERAIENT     PLUS 

SIMPLES  QUE  CETTE  POSSIBILITÉ  MEME.  Nous  vcnons  dc  ppouvcr  Seu- 
lement que  la  possibilité  en  question,  si  elle  existe  sous  une  cer- 
taine forme,  se  conserve  sous  une  autre,  et  il  nous  reste  à  établir 
celle  de  la  première  forme.  Nous  ferons  cette  démonstration  pro- 
gressivement, en  la  fondant  sur  les  caractères  précis  des  calculs 
et  des  fonctions  données  dans  les  diverses  opérations  analytiques 
qui  conduisent  à  de  nouvelles  fonctions,  et  dont  les  princi]:)ales 
vont  être  étudiées  dans  les  Chapitres  suivants.  C'est  une  méthode 
toute  différente  ;  elle  réussit  parce  que  nous  renonçons  résolument 
à  l'entreprise  chimérique  consistant  à  vouloir  démontrer  tout 
sans  s' appuyer  sur  rien. 

206.    Le    corollaire  suivant  est  à    retenir  :    Quand   la  fonc- 
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lion  f{.r,  r^  .  .  •)  est  indéfiniment  oloirope  (139),  le  développe- 
ment de /{xq  +  /i,  Jo  +  />S  •  •  •)  converge  quelles  que  soient,  et 
les  positions  des  valeurs  initiales  œ^^  yo^  •  •  •  cl  les  grandeurs 
des  modules  des  accroissements  A,  /, ,  ....  I*ar  exemple,  on  peut, 
pour  toutes  valeurs  de  x^  y,  .  .  .,  développer  de  pareilles  fonc- 
tions par  la  formule  de  Maclaurin,  c'est-à-dire  représenter  chacune 
d'elles  par  une  série  entière  unique  en  x^  y,  . . . ,  ce  qui  fait  naître 
entre  elles  et  les  polynômes  entiers  une  similitude  tout  à  fait 
remarquable. 

En  passant,  le  lecteur  remarquera  la  conformité  parfaite  des 
conclusions  de  ce  paragraphe  avec  les  notions  déjà  acquises  sur 
les  polynômes  entiers  (loO),  les  sommes  de  séries  entières  (140) 
et  les  monômes  à  exposants  négatifs  (loi).  Pour  ces  derniers, 
par  exemple,  les  plus  grands  cercles  de  centres  Xq,  yo^  ...  où  ils 
conservent  la  propriété  d'être  olotropes,  ont  pour  rayons  les  mo- 
dules de  ces  valeurs  initiales,  et  nous  avions  déjà  trouvé  directe- 
ment que  ces  mêmes  modules  sont  précisément  les  plus  grands 
rayons  de  convergence  des  développements  de  ces  fonctions  en 
séries  entières  par  rapport  aux  accroissements  des  variables. 


CHAPITRE  YIII. 


CALCUL   INVERSE   DES   DERIVEES. 


Intégration  des  différentielles  totales. 

207.  Nous  passons  au  problème  inverse  de  la  (lifTéi^enlialiori  : 
trouver  toutes  les  fonctions  qui  ont  des  fonctions  données  des 
mêmes  variables  indépendantes,  pour  dérivées  de  tels  et  tels 
ordres  donnés.  On  peut  le  considérer  comme  un  cas  particulier 
très  restreint  du  problème  infiniment  plus  vaste  de  Vintégration 
des  équations  différentielles,  que  nous  ne  pourrons  pas  aborder 
avant  le  Chapitre  X;  mais  la  simplicité  extrême  des  mojens  à 
mettre  en  œuvre  nous  permet  de  le  traiter  dès  à  présent;  son 
caractère  spécial  et  son  importance  considérable  justifient  d'autre 
part  la  place  cpie  nous  lui  assignons  ici. 

Tout  d'abord,  nous  devons  observer  généralement  que  les  fonc- 
tions données  doivent  être  olotropes,  et  que  la  fonction  inconnue 
ne  peut  être  cherchée  que  parmi  celles  cjui  jouissent  de  cette 
propriété  [au  moins  localement  (17o,  IV)];  dire,  en  efï'et,  que 
des  fonctions  données  doivent  figurer  parmi  les  dérivées  de  cette 
dernière,  c'est  dire  avant  tout  qu'elle  a  des  dérivées  ;  or  nos  défi- 
nitions (156,  lo8)  n'en  attribuent  qu'aux  fonctions  olotropes, 
fonctions  dont  les  dérivées  le  sont  toutes  aussi  (165). 

208.  La  plus  simple  et  aussi  la  plus  importante  des  questions  de 
ce  genre  est  celle  où  il  s'agit  de  trouver  une  fonction  u(x,  y,  . .  .) 
des  h  variables  x,  y^  .  .  . ,  qui  ait  pour  dérivées  premières  par 
rapport  à  x^^y,  ...  respectivement,  les  h  fonctions  données 

(i)  U.r(.r,j,   ...),     Vy{x,y,  ...),     .... 

En  d'autres  termes,  on  veut  satisfaire  à  la  fois  aux  h  équa- 
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lions  diffcrcnliclles 


formant  un  système  immédiat  total  à  une  seule  fonction 
inconnue  u  n^entrant  dans  aucun  de  leurs  seconds  membres 
(Chap.  X,  inf.).  La  réponse  csl  fournie  par  le  lliéorème  sui- 
vant ('). 

Pour  que  le  problème  ait  quelque  solution  localement  olo- 
irope  (173,  IV)  dans  les  aires 

(3)  S.^,     S,,,     ..., 
avec  les  olom êtres 

(4)  5x,      ^y,       ■ ■ ■• 

il  est  nécessaire  et  suffisant  que  toutes  les  fonctions  données  {\) 

jouissent  de  cette  propriété,  puis,  quand  h  est  >i,  qu'elles 

■   i                                               h(h  —  i)   .  ,         •    /      ,  /•   • 

satisfassent  en  outre  aux identités  de  condition 


(5) 


dt    ~    ds 


.  .  . ,  (5,    t),   ...   désignant   les  diverses  combinaisons  deux  à 
deux  des  h  variables  x,  j',  .... 

On  peut  déplus,  en  Xq,  y^^  .  .  . ,  valeurs  initiales  des  variables 
prises  à  volonté  dans  les  aires  ('5),  assigner  une  valeur  initiale 
arbitraire  Mo,o,...  à  la  fonction  inconnue;  elle  se  trouve  alors 


(')  Le  cheminement  (171)  est  un  élément  indispensable  du  calcul  de  la  fonc- 
tion u,  et  dès  lors  il  peut  fort  bien  arriver  que  la  propriété  pour  les  fonctions 
données  (i)  d'être  toutes  olotropes  à  proprement  parler  dans  certaines  aires 
n'entraîne  pour  elle,  quand  ces  dernières  ne  sont  pas  toutes  imperforces,  que 
celle  d'y  être  localement  ololrope,  par  suite  non  nécessairement  monodrome. 
L'énoncé  qui  va  suivre  et  tous  ceux  du  même  genre  perdraient  donc  une  partie 
de  leur  généralité  sans  aucune  compensation,  si  nous  voulions  encore  les  formuler 
pour  le  cas  seulement  où,  dans  les  aires  considérées,  les  fonctions  données  seraient 
toutes  olotropes  à  proprement  parler. 
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complètement  déterminée,  et  son  développement  en  série  entière 
par  rapport  aux  différences  {x  —  Xq),  {y  — jKo),  -  •  •  se  déduit 
immédiatement  des  développements  analogues  des  fonctions  (  i  ). 

[.  Si  la  fonction  u{x^y,  .  .  .)  existe,  localement  olotrope  dans 
les  aires  (3)  avec  les  olomètres  (4),  toutes  ses  dérivées  jouissent 
évidemment  de  la  même  propriété  (165),  en  particulier  celles  du 
premier  ordre  qui  reproduisent  les  fonctions  (i). 

En  représentant  ensuite  par 

(G)  "{or, y,  ...)=  2:[«„,,„....(^  — a'o)'"(j— jo)"--- I 

le  développement  de  cette  fonction  par  la  formule  de  Tajior  à 
|)artir  de  :ry,j)'o>  •  •  •  et  par 

/  Ux(^,7»  .■•)=^[«/«,«....(-z-  — ■^o)"'(7-Jo)«.--l, 
(7)  \:.y(x,y,  ...)=  :S[6,„,„,...(3'  — ^o)"'(7— 7o)"-.- ]. 

ceux  des  fonctions  données  (i)  construits  à  partir  des  mêmes 
valeurs  initiales  tombant,  bien  entendu^  dans  les  aires  (3),  la  réali- 
sation des  identités  (a)  exige  que  pour  chaque  combinaison  de 
valeurs  des  indices  ;;?,  /?,  ...  on  ait  le  j^roupc  d'égalités 


en  nombre  égal  à  celui  des  entiers  m^  n,  ...  qui  ne  sont  pas  nuls 
(lo7,  3°),  (137);  d'où  l'on  tire  immédiatement  la  suite  indéfinie 
de  groupes  d'égalités  de  conditions 


19) 


Mais,  comme  on  a  (162) 


^hn—l.n,p,e/,... —   }  j        j       j        r 


UU»-l,«,p,7,...)(^^^  JKo,    ...) 
( /?i  —  1)1  n\ p\  q\ 
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la  condilioii  mise  ri-clcssiis  en  évidence  donne 

c'esl-à-dirc 

^/i//l-l)  +  («-l)-(-/)-t-74-...  /d\J.r\  ^/(/H-l)  +  (/l-l)+/>f-r/4-...  /r/Ui 


dx»^-^  df"-^  dzP  dsi . . .  \  dy  /       dx"^-^  dy"-^  dzP  ds'i .  .  .  \  dx 
pour 

^  =  •^0,      y=y«^      z  =  zo,      s  =  so,       — 
Il  faut,  en  d'aulres  termes,  qu'il  y  ail  égalilé  numérique  enlre  les 

valeurs  initiales  des  fonctions  — t^>  —~  et  de  toutes  leurs  dérivées 

dy        dx 

semblables;  il  faut,  par  suite  (177,  11),  qu'on  ait  identiquement 

dU.,.  _  dUy 
dy  dx 

et  de  même  toutes  les  autres  identités  (5). 

On  aperçoit,  a  priori,  la  nécessité  de  ces  identités  en  remar- 
quant que,  si  la  fonction  inconnue  u  existe,  les  denx  membres  de 
celle  écrite  en  évidence  représentent,  l'un 


d  /  du  \        d' a 


dt  \ds  J       dl  ds 
l'autre 

d  I dii\  __    d'  u    _    d-  u 
~ds  \dt  j  ~~  ds  dt  ~  clTds  ' 

II.  En  supposant  maintenant  remplies  toutes  les  conditions 
posées,  les  identités  (5)  entraînent  évidemment  les  égalités  (9); 
il  en  résulte  que  les  équations  de  condition  (8),  qui  sont  toutes 
linéaires,  fournissent  non  seulement  sans  ambiguïté,  mais  encore 
sans  contradiction,  les  seules  valeurs  admissibles  pour  les  coeffi- 
cients inconnus  i(m,n,...  Jn  développement  (6),  à  l'exception  toute- 
fois du  premier  î/o,o....i  à  indices  tous  nuls,  qui  ne  figure  dans 
aucune  de  ces  équations.  On  peut  donc  cboisir  celui-ci  arbitrai- 
rement; en  adoptant  ensuite  pour  les  autres  les  valeurs  fournies 
par  la  résolution  de  ces  équations 

/.„\  ^in  —  \.n '^m.n  —  t,... 

(10)  ",«,/,,...=    =   =..., 
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on  obtient  une  série  dont  les  rayons  de  convergence  sont  au  moins 
égaux  aux  quantités  (4);  car,  en  vertu  de  ces  formules,  tout  sys- 
tème de  valeurs  de  .r,  y,  ...  rendant 

mod(a7  —  Xq),     motl(^  —  y^), 

inférieurs  à  ces  quantités,  rendra  le  module  de  son  terme  général 
inférieur  au  plus  grand  de  ceux  des  produits  obtenus  en  multi- 
pliant par  (x  —  Xq),  {y — jKo)?  •••  les  termes  des  développe- 
ments (^)  où  les  indices  ont  respectivement  les  combinaisons  de 

valeurs 

(m  —  i,  n.  .  .  .),     (m,  n  —  i ,  .  .  .  ),      .  .  . , 

produits  qui  sont  tous  infiniment  petits. 

D'ailleurs,  et  à  cause  des  égalités  (8),  la  somme  de  celte  série 
jouit  évidemment  des  propriétés  voulues  qu'expriment  les  iden- 
tités (2). 

III.  Il  est  visible  enfin  que,  si  l'on  chemine  arbitrairement  dans 
les  aires  (3)  (171),  les  coefficients  du  développement  fait  à  partir 
de  X  =  Xi,  y  ^ yi,  ...  de  la  pseudo-fonction  qui  a  (6)  pour  pre- 
mier développement  sont  égaux,  le  premier  à  la  valeur  acquise 
en  Xi,  yi,  .  .  .  par  celte  pseudo-fonclion  elle-même,  les  autres  à 
celles  qu'on  trouverait  pour  .  .  .,  Um,ii,...,  •  •  .  en  substituant  .r,, 
yi,  ...  à  Xo^yo,  . . .  dans  les  calculs  de  l'alinéa  précédent.  Cette 
remarque  complète  notre  démonstration,  en  montrant  que  les  olo- 
mètres  de  la  fonction  u[x,y,  .  .  .)  conservent  les  valeurs  (4)  dans 
toute  retendue  des  aires  (3). 

209.   11  faut  y  ajouter  les  observations  ci-après. 

I.  Quand  les  identités  (5)  ont  toutes  lieu,  les  fonctions  (1)  sont 
certainement  ensemble  les  dérivées  premières  de  quelque  même 
fonction  de  x,  y,  ...  ;  ou  bien,  en  d'autres  termes,  l'expression 

(11)  U_j:dx  +  lJydj-  -h. . . 

est  la  différenlielle  totale  première  (167)  d'une  certaine  fonction, 
ce  qui  n'a  pas  lieu  si  U^,  Uj,  . .  .  ont  été  prises  au  hasard.  On 
exprime  habituellement  ce  fait  en  disant  que  l'expression  (i  i)  est 
une  différentielle  exacte,  et  l'on  nomme  intégration  de  celle 
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(lilVérenticlle  [on  des  (?qualioiis(2)]  roprration  inverse  de  l:i  diiïe- 
roiilialion,  f[ui  consiste  à  remontera  la  fonction  à  laquelle  cette 
difTércnlielle  appartient  [ou  bien  qui  satisfait  aux  é(|ualions  (2)]. 

I*ar  suite,  les  idenlit(''s  (."))  auxfjuelKs  les  fonctions  données 
L.c,  .  .  .  doivent  avant  tout  satisfaire  se  nomment  les  conditions 
d'intcgrabililé  de  cette  diirércnlielle  [ou  des  équations  (2)]. 

Le  mot  intégration  a  deux  sens  bien  différents  qu'il  ne  faut  pas 
confondre.  Tantôt  il  s'applique  aux  calculs  exécutés  dans  le  nu- 
méro précédent  pour  remonter  au  développement  de  la  fonction 
demandée,  suivis  des  recherclies  à  faire  pour  la  classer  et  en  décou- 
vrir les  propriétés  essentielles  quand  elles  sont  inconnues;  cette 
opération  est  au  nombre  des  jdus  importantes  de  l'Analvsc  et  con- 
stitue une  source  inépuisable  de  nouvelles  fonctions,  de  celles  en 
j)articu lier  que  nous  aurons  à  étudier  dans  notre  deuxième  Partie. 
Tantôt  il  s'applique  aux  procédés  divers  à  l'aide  desquels  on 
peut  exprimer  la  fonction  obtenue,  au  moyen  de  fonctions 
déjà  connues  quand  la  chose  est  possible;  c'est  un  problème  tout 
autre  dont  le  sort  dépend  des  progrès  réalisés  dans  la  monographie 
des  fonctions,  au  moment  où  on  se  le  pose.  Dans  les  cas  classiques, 
ce  rôle  de  fonctions  connues  est  joué,  à  peu  près  exclusivement, 
par  les  fonctions  rationnelles,  les  irrationnelles  algébriques  et  les 
transcendantes  logarithmiques,  exponentielles  et  circulaires;  nous 
les  traiterons  au  commencement  de  notre  troisième  Partie. 

II.  On  nomme  intégrale  de  la  différentielle  (i  i),  quelquefois 
des  fonctions  (i)  ou  bien  encore  des  équations  (2),  toute  fonction 
à  laquelle  cette  différentielle  appartient,  ou  bien  ayant  les  fonc- 
tions données  (i)  pour  dérivées  premières. 

Comme  d'après  les  formules  (lo)  tous  les  coefficients  du  déve- 
loppement d'une  intégrale,  sauf  le  premier,  ne  dépendent  nulle- 
ment de  celui-ci,  mais  seulement  de  ceux  des  développements  des 
fonctions  données  U^-,  .  .  .  qui  les  déterminent  entièrement,  la 
différence  de  deux  intégrales  se  réduit  à  celle  des  premiers 
termes  de  leurs  développement.^,  c^est-à-dire  à  une  quantité 
constante.  Inversement,  toute  intégrale  en  donne  une  autre 
quand  on  lui  ajoute  une  quantité  constante,  d'ailleurs  arbi- 
traire. 

Il  en  résulte  f[ue,.S7'/'o/?  connaît  une  seule  intégrale'  u  {x .  y .  ...>, 
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toutes  les  autres  sont  données  par  la  formule 

(12)  u{x,y,  ...)='u{x,j-,  ...)-f-C, 

où  G  représente  au  fond  une  nouvelle  variable,  indépendante 
de  x,y, 

III.  L'expi'ession  ci-dessus  (12)  est  l'intégrale  indéfinie  de  la 
diflërentielle  (i  i),  ou  bien  l'intégrale  générale  des  équations  (2), 
et  se  représente  par  le  signe 

S{\}xdx-^  Uyf// +  ...), 

dont  on  se  sert  quelquefois  pour  noter  une  intégrale  déterminée 
de  la  même  dilTérentielle  ou  détermination  partieulière  de  l'in- 
tégrale indéfinie;  cette  dernière  s'écrit  alors 

(1  3 )  /(  \:.^dx  -^  X^ydy  +  ...)  +  C. 

Ces  notations  rappellent  la  propriété  sommatoire  des  intégrales 
que  nous  ferons  connaître  plus  loin  (23o,  inf.);  elles  n'en  sont 
pas  moins  de  qualité  médiocre  à  cause  des  signes  parasites  dx^ 
dy^  .  .  .  dont  elles  sont  compliquées;  d'ailleurs  la  propriété  dont 
il  s'agit  est  d'une  importance  théorique  à  peu  près  nulle;  mais  leur 
usage  est  tellement  enraciné,  que  nous  ne  pouvons  songer  à  en 
employer  d'autres. 

IV.  Dans  les  expressions  (12),  (i3),  la  quantité  C  se  nomme 
la  constante  arbitraire,  parce  qu'elle  est  effectivement  constante 
relativement  aux  variables  .2;,  j^,  .  .  . ,  et  que  sa  valeur  est  abso- 
lument indéterminée.  En  lui  attribuant  successivement  toutes  les 
valeurs  possibles,  on  forme  toutes  les  déterminations  particulières 
de  l'intégrale  indéfinie.  On  obtient,  par  exemple,  celle  qui  prend 
la  valeur  initiale  ?/o,o,...  pour .2;  =:Xo,jK=J'o)  •  •  •?  en  satisfaisant 
à  la  condition  numérique 

'«o,o,...  =  '««(-2'o,  .Xo,  ...)-t-C, 
c'est-à-dire  en  prenant 

G  =  Uo,o,...—'ii{xQ,y^,  .  .  .), 
d'où,  pour  la  détermination  dont  il  s'agit, 

u{x,y,  ...)  =  'u(x,y,  .  .  .) —  'ii(xo,  yo,  .  .  .) -\- Uq,,,,... 
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V.  Ici  se  place  une  première  applicalion  de  l'observation  géné- 
rale faite  au  n"  175  (1).  Si  le  clieniinement  seul  peut  faire  con- 
naître la  valeur  même  w(.r/,  j',,  .  .  .)  que  prend  en  .r,,  r,,  .  .  .  une 
détermiiialion  donnc'e  a{.r,  j',  .  .  .)  de  l'iulégrale  indrliiiic  (i)).  il 
n'est  pas  indispensable  au  calcul  des  autres  coeflicic-nls  du  déve- 
loppement de  i/{jc,  j-,  .  .  .)  à  partir  de  ^/,  y^,  .... 

INous  avons  déjà  remarqué  incidemment  (208,  IIl)  rpie  ce  nou- 
veau développement:  peut  être  tiré  de  ceux  analogues  des  fonc- 
tions (i),  en  procédant  exactement  comme  pour  obtenir  le/? /'e/nie/- 
développement  à  partir  de  Xq,  yo,  .  . .,  à  cela  près  que  pour  «,-, 
nouvelle  valeur  initiale  de  u(x^y,  .  • .),  il  faut  prendre  u{xi,yi,  . . .) 
calculée  par  cheminement. 

VI.  Quand  les  aires  (3)  sont  imperforées,  cas  auquel  les  fonc- 
tions données  (i)y  sont  monodromes  et,  par  suite,  ololropes  dans 
le  vrai  sens  de  ce  mot  (i~3),  l'intégrale  indéfinie  y  jouit  cer- 
tainement de  la  même  propriété. 

VII.  Remarquons  enfin  que  l'intégrale  indéfinie  cesse  néces- 
sairement d'être  olotrope,  cjiiand  quelqu'une  des  fonctions 
données  (i)  cesse  elle-même  de  l'être.  Car,  si  l'intégrale  restait 
alors  olotrope,  ses  dérivées  premières  le  seraient  toutes  aussi, 
contrairement  à  l'hypothèse  (l6o). 

En  d'autres  termes,  les  phases  singulières  d'une  intégrale 
indéfinie  sont  fournies  a  priori  par  celles  des  fonctions  inté- 
grées, fait  particulier  conforme  à  ce  que  nous  avons  annoncé- 
depuis  longtemps  en  termes  généraux  (138). 

210.  On  a  démontré  que  les  conditions  d' inté grabilité  (5)  ne 
sont  pas  indépendantes  les  unes  des  autres,  c'est-à-dire  que  la 
réalisation  d'une  certaine  partie  seulement  d'entre  elles  entraîne 
celle  de  toutes  les  autres.  Mais  les  résultats  de  cette  discussion 
nous  sont  inutiles. 

Elles  sont  évidemment  satisfaites,  quand  chacune  des  fonc- 
tions données  (i)  dépend  exclusivement  de  la  variable  qui  lui 
sert  d'indice,  car  alors  tous  leurs  membres  se  réduisent  identi- 
quement à  o.  Ce  cas  d'intégrabilité  est  fort  intéressant,  et  on  le 
spécifie  en  disant  que  dans  la  diflerentielle  (ii)  les  variables 
sont  séparées. 
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!2ll.  La  méthode  suivie  au  n°  208  s'applique  presque  textuel- 
lement à  la  solution  de  cette  question  un  peu  plus  générale. 

Trouver  une  Jonction  u{x,y,  .  .  .)  qui  ait  pour  diverses  dé- 
rivées d'un  même  ordre  total  K  autant  de  fonctions  données 
des  h  variables  x,  y,  .... 

(i4)  ...,     \Jp,^,...{x,y,  ...),     ...,     (/?  +  5'-^...=  K), 

c'est-à-dire  qui  satisfasse  aux  équations  différentielles  simul- 
tanées d'ordre  commun  K, 


(.3)  /_____=.U„,,...(:r,^,  ...), 


Le  sujet  est  si  facile,  que  nous  nous  contenterons  d'indiquer  les 
principales  conclusions  auxquelles  conduit  son  étude. 

I.  En  supposant,  bien  entendu,  toutes  les  fonctions  données  (i4) 
olotropes  (au  moins  localement)  dans  les  aires  (3)  et  avec  les  olo- 
mètres  (4),  et  les  développant  à  partir  d'un  même  système  de 
valeurs  initiales  des  variables  Xq,  yo,  •  -  - -,  l'identification  de  ces 
séries  avec  le  développement  semblable  de  la  fonction  cherchée, 
conduit  à  une  suite  indéfinie  de  groupes  d'équations  de  condition 
toutes  linéaires  par  rapport  aux  coefficients  inconnus  de  ce  dernier 
développement. 

Ces  équations  ne  contiennent  pas  ceux  de  ces  coefficients  dont 
les  indices  donnent  des  sommes  inférieures  kJL  et  qui,  par  suite, 
demeurent  entièrement  arbitraires  ;  mais  elles  fournissent  les  va- 
leurs de  chacun  des  autres,  cela  d'une  seule  manière  quand  h:=i, 
mais  habituellement  de  plusieurs  quand  h  est  >>  i . 

Dans  ce  dernier  cas,  la  concordance  numérique  constante  des 
divers  résultats  dépend  de  la  satisfaction  des  identités  préalables, 
ou  conditions  d'intégrabilité, 

'  dy  dx 

dont  la  nécessité  est  d'ailleurs  visible  a  priori. 

II.  Quand  ces  conditions  sont  remplies,  l'identification  devient 
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possible  cl  fournit  pour  la  fonction  inconnue  un  premier  (li'velop- 
penicnl  ayant  des  rayons  de  convergence  au  moins  égaux  aux 
ipianlités  (4). 

III.  De  ce  premier  développement  on  jieut  déduire  les  subsé- 
quents, en  calculant  les  valeurs  de  la  fonction  inconnue  et  de  ses 
dérivées  d'ordres  totaux  inférieurs  à  K  par  cheminement,  mais 
celles  de  ses  autres  dérivées  par  de  nouvelles  identifications  ana- 
logues à  celle  faite  ci-dessus  en  ^o?  J'o>  •  •  •  •  On  voit  ainsi  que  toute 
détermination  de  la  fonction  inconnue  est  localement  olotropc 
aussi  longtemps  que  les  fonctions  données  (i4)  le  sont  elles-mêmes. 

IV.  La  solution  la  plus  générale  du  problème  s'obtient  en 
ajoutant  à  une  solution  particulière  choisie  à  volonté  un  po- 
lynôme entier  de  degré  K  —  \^  en  x^  y,  .  . . ,  ayant  pour  coeffi- 
cients des  constantes  arbitraires  (209,  IV). 

Son  expression  est  ainsi  une  fonction,  tant  des  variables  primi- 
tives X,  y,  ...  que  des  nouvelles  variables  constituées  par  les 
constantes  arbitraires,  mais  essentiellement  linéaire  par  rapport 
à  ces  dernières.  On  peut  aussi  la  nommer  V intégrale  indéfinie 
de  la  différentielle  totale  exacte  d'ordre  K 

(i6)  ^\\]p,^,.,Xx,y.   ...)dxPdy'l...\  (^  __  ry -f-.  . .  =  K). 

C'est  \ intégrale  générale  des  équations  différentielles  (i5). 

On  la  note  quelquefois  elle-même,  ou  quelqu'une  de  ses  dé- 
terminations particulières,  en  faisant  précéder  par  R  signes  /  la 
notation  de  la  différentielle. 

^  .  Pour  la  cause  indiquée  au  n°  209  (VII),  chaque  détermi- 
nation de  cette  intégrale  indéfinie  cesse  d'être  olotrope  aussitôt 
que  quelqu'une  des  fonctions  (i4)  entre  dans  une  phase  sin- 
gulière. 

212.  De  même  qu'une  différentiation  d'ordre  quelconque  peut 
être  décomposée  en  différentiations  du  premier  ordre  superposées, 
l'intégration  de  la  différentielle  totale  (i6)  d'ordre  K  peut  se 
résoudre  en  des  intégrations  réitérées  de  différentielles  pre- 
mières. Il  y  a  habituellement  avantage  à  voir  les  choses  de  cette 

iM.   —    I.  12 
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manière,  et  quelques  mots  suffiront  pour  montrer  comment  elles 
se  passent. 

Soit,  pour  fixer  les  idées,  à  calculer 

avec  les  conditions  dinlégrabilité 

dy  dx  dy  dx  dy  dx 

et  nommons  ?/o,oî  '/),n  ''0,2  les  dérivées  secondes  de  la  fonction 
cherchée  u. 

A  cause  des  relations  évidentes 

dUo^O  ri 


dx 
dy 


U2,l 


et  de  la  première  condition  d'intégrabilité,  la  différentielle  pre- 
mière 

Us^odx  -H- 1)2,1  dy 

est  exacte,  et  l'on  a 

«2,0  =  f[^z,odx  -i-  \J2,t  dy]  =  Ua.o-î-  G2,o, 

Uo^o  désignant  quelque  détermination  particulière  de  cette  inté- 
grale indéfinie  et  Co,o  une  constante  arbitraire.  En  appelant  de 
même  C),),  Co,2  d'autres  constantes  arbitraires  et  U),),  Uo,2  des 
déterminations  particulières  des  intégrales  indéfinies  des  diffé- 
rentielles 

\J2,idx  -T-  Ui,2  dy,     U1.2  dx  ■+■  Uo^zdy, 

qui  sont  exactes  comme  la  précédente  à  cause  des  deux  dernières 
conditions  (17),  il  vient  aussi 


Ul,l-i-  Cl,,,  Uo,2=   Uc 


-'0,2' 


Cette  opération  ascendante,  poursuivie  avec  des  notations  ana- 
logues et  dans  des  conditions  de  possibilité  qui  sont  évidentes, 
conduit  successivement  à 

iii,o  =  f[ii-2,odx-h  ui,idy]  =  U,,o-+-  -^^  ^H 7^^"^  ^i-»' 

r  r 

"0,1  ="  f[ui,idx  -¥-  Uo,idy]  =  Uo,i  -+-  -^^  x  -h  — ^  J  +  Co,i, 
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puis  lînalcinciU  à 

II.  — /[;/,  o(/.r-f-  11(1,1  f{y\ 

en  appliquant  les  rèi;les  cvidcnlcs  de  l'intégration  des  polynômes 
entiers  (!215,  IV,  in/.). 

213.  Dès  les  premières  définitions  (15o)  (165),  nous  savons  que 
les  dérivées  d'une  fonction  demeurent  olotropes  aussi  longtemps 
que  celle-ci.  Nous  pouvons  maintenant  compléter  cette  remarque 
par  cette  autre  :  Quand  ht  fonction  cesse  d'être  olotvope,  elle  a 
certainement  dans  chaque  ordre  une  déris'ée  au  moins  cjui 
entre  en  même  temps  dans  une  phase  singulière.  Car  si  dans 
l'ordre  R  les  dérivées  restaient  toutes  olotropes,  la  fonction,  con- 
sidérée comme  une  détermination  particulière  de  l'intégrale  indé- 
finie de  sa  difiérentielle  totale  d'ordre  K,  ne  pourrait  manquer 
d'être  aussi  olotrope  (211,  III),  ce  qui  estcontraire  à  l'hypothèse. 

214.  Pour  chaque  développement  de  l'intégrale,  on  peut  sup- 
poser, dans  tout  ce  qui  précède,  que  les  notations  (4)  représenteni 
les  plus  grands  rayons  de  convergence  communs  à  tous  les  déve- 
loppements des  fonctions  données  construits  à  partir  des  inêmes 
valeurs  initiales  de  .r,  jk?  •  •  •  •  Ces  plus  grands  rayons  donnent 
donc  les  valeurs  maximums  des  rayons  de  convergence  du  déve- 
loppement de  l' intégrale  ;  car,  si  celui-ci  en  possédait  de  plus 
grands,  ils  appartiendraient  à  ceux  de  toutes  ses  dérivées  (loo) 
(165),  en  particulier  à  ceux  des  fonctions  données  (i4)- 

On  remarquera  la  concordance  parfaite  de  cette  conclusion 
avec  le  théorème  général  du  n°  201,  d'où  nous  aurions  même  pu 
la  déduire  immédiatement.  Elle  s'étend  sans  plus  de  difficulté  à 
toutes  les  opérations  analogues  que  nous  traiterons  encore  dans 
ce  Chapitre,  et  nous  nous  dispenserons  de  la  reproduire  à  nouveau 
pour  chacune. 

215.  Quand  A,  nomhre  des  variables  indépendantes,  se  réduit 
à  I,  aucune  condition  d'intégrabilité  n'intervient  plus  et  l'on  peut 
dire  en  gros  que  toute  fonction  olotrope  d'une  seule  variable 
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est  lit  dérivée  de  tel  ordre  cju  on  voudra  de  quelque  autre  Jonc- 
tion olotrope  de  la  même  variable. 

Ce  cas  particulier,  déjà  remarquable  par  sa  simplicilé  et  celte 
absence  de  toute  restriclion,  l'est  bien  davantage  par  cette  cir- 
constance que  tous  les  autres  peuvent  y  être  ramenés  (220,  inf.\. 
et  c'est  sur  lui  que  se  formulent  la  plupart  des  règles  de  l'intégra- 
tion. Voici  ce  que  nous  pouvons  en  dire  actuellement. 

1.   En  représentant  par 

U(:r)  =  ao-+-  «i(^  —  ^0  )-+-••  --i-  a,n{x  —  Xç^)'n -\- .  .  . 

le  développement  de  la  fonction  à  intégrer,  on  trouve  immédia- 
tement (208) 

fUixjdx^  C+—{x  —  Xo)-h  ~(x  —  xty--h... 

puis  (211)  (212) 

ff\J{x)dx'-=  Co+Ci(:r  — a:-o)4-  ~  {x  —  x^)'^  ^ .  .  . 

(X  —Xq)"^+^  —.  .  .. 


{m  -h  i  ){rn  -h  ■?. ) 


où  C,  Co,  C,.  ...  sont  des  constantes  arbitraires. 

Comme  chaque  intégration  multiplie  par  un  facteur  infiniment 
petit  le  coefficient  du  terme  général  du  développement,  la  con- 
vergence de  la  série  devient  de  plus  en  plus  rapide  ;  il  arrive  même 
fréquemment  que  des  valeurs  de  x  (situées  sur  le  cercle  commun 
de  convergence)  font  à  la  fois  diverger  les  développements  de  la 
fonction  et  de  ses  premières  intégrales,  converger  au  contraire 
ceux  des  intégrales  subséquentes. 

II.  Si^  en  appelant  «i,  «o?  •••?  (^ig  des  constantes  c/uel- 
conques,  on  a  identiquement 

(i8)  \!i{x)  =  ai\}i{x)-^  a.î\}i{x)^ .  .  .^'a^Vg^x), 

on  aura  pareillement 

flj(x)dx  =  aif\]i(x)dx  -1-. .  .-r-  agf\}g{x)dx. 

C'est  ce  que  rendent  évident,  soit  le  développement  simultané 
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des  deux  membres  de  celle  fonmile  fail  comme  ci-dessus  (I)  et) 
tenant  compte  de  la  relation  (i8),  soit  ce  simple  fait  que  les  déri- 
vées de  ces  deux  membres  sont  identiquement  égales  (100)  à  cause 
de  cette  même  relation. 

En  particulier,  si  le  nombre  des  constantes  et  des  lonciidris 
simples  se  réduit  à  i,  il  reste 

•  fal](x)  dx  =  af\}{x)dx. 

On  peut  ainsi  faire  sortir  tout  facteur  constant  (Je  dessous 
le  signe  d'intégration. 

Si  les  constantes  considérées  se  réduisent  les  unes  à  -hi,  les 
autres  à  —  i ,  il  vient 


(19) 


f[±\]i{x)±\].{x)±...]dx 
=  ±if\}i{x)dx±if\}i{x)dx 


Cette  transformation  se  nomme  V intégration  par  décomposi- 
tion. 

Dans  ces  diverses  formules,  nous  ne  mettons  en  évidence 
aucune  constante  arbitraire,  parce  que  chaque  intégrale  indéfinie 
en  contient  une  virtuellement.  Elles  ne  veulent  pas  dire  qu'une 
détermination  quelconque  du  premier  membre  est  égale  à  une 
(juelconque  du  second  ;  elles  signifient  simplement  que  l'ensemble 
des  fonctions  de  x  contenues  dans  le  premier  membre  se  con- 
fond avec  celui  des  fonctions  contenues  dans  le  second.  Ces 
deux,  observations  sont  applicables  à  toutes  les  formules  contenant 
des  intégrales  indéfinies. 

III.  h?i  pratique  du  calcul  des  intégrales  indétinies  consiste  à 
les  exprimer  au  moven  de  fonctions  déjà  connues  chaque  fois 
qu'on  le  peut.  Elle  exige  avant  tout  qu'on  ait  assez  bien  fixé  dans 
sa  mémoire  les  dérivées  des  fonctions  connues  les  plus  simples, 
pour  pouvoir  les  reconnaître  quand  elles  viennent  à  se  représenter 
comme  fonctions  à  intésrrer  et  écrire  immédiatement  leurs  inté- 
grales.  Cette  opération  empirique  se  nomme  Vintégration  à  vue. 

La  seule  que  nous  puissions  exécuter  actuellement  est  celle  où 
la  fonction  placée  sous  le  signe  d'intégration  est  un  monôme  xV- 
dont  l'exposant  'x  est  un  entier  positif  ou  négatif,  mais  non  =  —  1 . 
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On  trouve  alors  (157,  2")  (209,  II) 

(  20)  fxV-  dx  = f-  C, 

^  [JL  -T-   I 

formule  qu'on  obtiendrait  encore  en  développant  xl'-  par  la  for- 
mule de  Taylor  et  opérant  eomnie  dans  l'alinéa  I. 

Le  cas  de  [j.  =  —  i  conduit  à  une  transcendante,  le  logaritlimc 
népérien,  que  nous  ne  connaissons  pas  encore. 

IV.  Quand  aucun  des  entiers  p.),  tjLo,  .  . . ,  \Kg  n'est  égal  à  —  i, 
la  combinaison  de  la  formule  (ao)  avec  les  règles  de  l'alinéa  II 
conduit  à  la  formule  plus  générale 

/(aia"(^.~.  .  .-H  a..xV-s)  dx  =       '^'      xV-^+^ -^ . .  .-\ ^^^—  xV-s+^  +  C 

qui  opère  en  particulier  l'intégration  immédiate  d'un  polynôme 
entier. 

Nous  exposerons  ailleurs  (270,  333,  //?/•)  les  autres  règles 
usuelles  de  l'intégration  pratique. 

216.  Dès  à  présent,  nous  attirons  toute  l'attention  du  lecteur 
sur  la  méthode  que  nous  avons  employée  pour  la  première  fois 
aux  n°*  208,  211,  parce  que  nous  n'en  appliquerons  presque  pas 
d'autre  dans  les  Chapitres  suivants,  où  nous  aurons  à  traiter  les 
questions  les  plus  importantes  de  l'Analyse  infinitésimale. 

Elle  consiste  essentiellement,  quand  il  s'agit  de  découvrir 
quelque  fonction  ololrope  inconnue,  à  admettre  provisoirement 
son  existence,  à  calculer  ensuite  d'après  cette  hypothèse  et  au 
moyen  des  conditions  que  la  nature  du  problème  lui  impose,  les 
seules  valeurs  numériques  admissibles  pour  les  coefficients  de  son 
développement,  à  prouver  ensuite  que  la  série  ainsi  obtenue  pos- 
sède quelque  système  de  rayons  de  convergence  tous  différents  de 
zéro  (c'est  habituellement  la  partie  la  plus  difficile  de  l'opération), 
à  vérifier  enfin  après  coup  que  la  somme  de  cette  série  remplit 
effectivement  les  conditions  voulues. 

Cette  méthode  n'est  donc  pas  autre  chose  que  celle  connue  dès 
les  premiers  éléments  sous  le  nom  de  Méthode  des  coej/icienls 
indéterminés  et  qui  rend  tant  de  services  dans  les  circonstances 
les  plus  nombreuses  et  les  plus  variées.  Elle  en  diffère  cependant 
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en  ce  que  les  équalions  à  résoudre  pour  calculer  les  valeurs  des 
coefficienls  inconnus  sont  comme  eux  en  nond>re  illimilc,  en  ce 
que  ce  sont  des  séries  qui  fournissent  la  solution  du  problème  et 
qu'il  V  a  ainsi  à  se  préoccuper  de  leur  convergence. 

Intégration  des  différentielles  incomplètes. 

217.  Sous  ce  titre,  nous  comprenons  tous  les  problèmes  par- 
ticuliers du  calcul  inverse  des  dérivées  qui  ne  rentrent  pas  dans 
les  deux  cas  auxquels  nous  avons  consacré  le  paragraphe  pré- 
cédent. Voici  le  plus  intéressant  d'entre  eux  : 

l^roin'er  une  fonction  u{x,  y,  .  .  .,  x' ,  y',  .  .  .)  des  h  va- 
riables x^  y^  .  .  .  et  des  h'  autres  variables  x\  y',  ...  qui  ait 
pour  dérivées  premières  par  rapport  à  celles  du  premier  'groupe 
les  II  fonctions  données 

(i)         Va:{x,y,  ...,  x',y\  ...),     \jy{x,y,  ...,  x',y,  ...).,      .... 

Nous  distinguerons  les  rôles  bien  différents  que  les  diverses 
variables  jouent  dans  la  question,  en  A^^eXsini  principales  celles 
du  premier  groupe  x,  y,  ...  et  paramétriques  celles  du  se- 
cond x' ,  y,  ....  D'après  cela,  il  s'agit  de  faire  naître  à  la 
fois  les  identités 

idu  ,     ,        , 

^  =  U,r(^,7,  ...,x,y  ,  ...), 
du        ^.    ,  ,      ,  . 

-^  =\)y{x,y,  ...,x,y  ,  ...), 


équations  différentielles  formant  un  système  immédiat  partiel 
aux  h  variables  principales  x^y,  .  ..,  aux  li'  variables  para- 
métriques x\  y\  .  .  . ,  e^  à  la  fonction  inconnue  unique  u  n^ en- 
trant dans  aucun  de  leurs  seconds  membres,  ni  par  elle-même, 
ni  par  ses  dérivées  (Cliap.  XII,  iuf-)- 

I.  Le  développement  de  la  fonction  inconnue  en  une  série 
entière  par  rapport  aux  h  -\-  h'  différences  {x  —  Xq),  {y  — J'o),  •  -  ■  i 
{x' ~ x'^)^  (y — j„),  ...  suivi  de  l'identification  de  ses  dérivées 
premières  par  rapport  aux  variables  principales  x,  y,   ...  avec 
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les  développements  semblables  des  fonctions  données  (i),  toiir- 
nira  encore  une  suite  illimitée   d'équations  linéaires  à  résoudre 
pour  avoir  ses  coefficients  .  .  .,  Um./,,...,?»', ,/,...-,  •  •  •• 
Aucune  de  ces  équations  ne  contient  les  coefficients 

(3)  •  •  •  )        Wo^o,...,/n',«'....i 

dont  tous  les  indices  principaux  ni^  /«,  ...  se  réduisent  à  zéro 
et  par  suite  ils  restent  absolument  indéterminés. 

Mais,  pour  chacun  des  autres,  les  mêmes  équations  fournissent 
une  valeur  soit  unique,  quand  A,  nombre  des  variables,  se  réduit 
à  I,  soit  multiple  (habituellement)  quand  h  est  ^  i. 

Dans  ce  dernier  cas,  la  concordance  de  ces  valeurs  multiples 

doit  être  assurée  par  les  - —  '  conditions  d" intégvabililé  préa- 
lables 

^U,       d\}t 
^4)  ■••'    -dT^-di'     ■■•' 

où  ...,  {s,  t),  ...  sont  les  diverses  combinaisons  deux  à  deux 
des  II  variables  principales^,  y,  .  .  . ,  et  dont  la  nécessité  s'aperçoit 
a  pj-io/i  comme  pour  celles  trouvées  dans  le  paragraphe  précédent. 

II.  En  les  supposant  satisfaites,  et  en  attribuant  :  premièrement 
aux  coefficients  (3)  des  valeurs  arbitraires,  mais  cependant  déna- 
ture à  faire  de  la  série  partielle,  en  [x' — jp„),  {y' — y\^,  .  •  . 
seulement,  formée  par  les  termes  du  développement  de 
u(x,  y^  ...,  x'^y'j  .  . .)  auxquels  ils  appartiennent,  le  pre- 
mier développement  d'une  fonction  des  variables  paramé- 
triques U(i^Q^.,Xx\  y' ^  .  . .)  olotrope{au  moins  localement)  dans 
les  aires  où  les  fonctions  données  (i)  sont  supposées  Vétre  et  avec 
les  mêmes  olomètres,  deuxièmement  aux  autres  coefficients,  les 
valeurs  calculées  ci-dessus  sans  ambiguïté  et  sans  contradiction, 
puis,  en  raisonnant  comme  dans  le  paragraphe  précédent,  on  trouve 
sans  difficulté  que  la  série  entière  en  (x  —  Xq),  (y  — yo),  •  •  • , 
{x' — x'^)^  (y'  —  y'ff),  ...  ainsi  obtenue  est  le  premier  dévelop- 
pement d'une  fonction  des  h  +  A'  variables  de  Ici  question, 
qui  est  localement  olotrope  dans  les  mêmes  aires  et  avec  les 
mêmes  olomètres  que  les  fonctions  données  (i)  et  la  fonc- 
tion Uo,o....{^'  1  y,  •'-)',  on  trouve  enfin  qu'<?//e  donne  bien  lieu 
a ux  iden t ités  vou lues  {i). 
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m.  On  exprime  encore  (juc  les  condilions  d'intégrabiliu;  ('j) 
sont  salislailcs,  en  disant  que  ///  (UOcrcnliellc  toldle 

aux  II  variables  principales  x,  y,  .  .  . ,  aux  h'  variables  para- 
métriques x',  y,  .  .  . ,  est  exacte. 

On  appelle  aussi  intégrale  indéfinie  de  celte  difTérenlicile  el 
Ton  représente  par 

(5)  f[\}^dx+\5ydy  +  ...\ 

Texpression  générale  des  fonctions  ololropes,  tant  des  variables 
paramétriques  que  des  variables  principales,  qui  donnent  lieu  aux 
Idenlllés  (2).  C'est  V intégrale  générale  des  équations  (2). 

Dans  le  développement  de  la  fonction  m,  la  somme  des  termes 
cpil  ont  les  quantités  (3)  pour  coefficients  est  une  fonction  arbi- 
traire des  variables  paramétriques  x' ,  r',  .  .  . ,  tandis  que  celle  des 
autres  termes  est  une  fonction  de.r,j)',  .  .  .,  x',}''.,  .  .  .  qui  dépend 
seulement  de  la  nature  des  fonctions  données  (1)  et  nullement  de 
ces  quantités.  Il  en  résulte  que  la  différence  de  deux  détermi- 
nations de  r  intégrale  indéfinie  (  5)  5e  réduit  toujours  à  quelque 
fonction  des  variables  paramétriques  x',y,  .  .  .  seulement,  et 
par  suite  qu'o/?  obtient  une  expression  de  cette  intégrale  indé- 
finie, en  faisant  la  somme 

'u{x,y,  ...,  x\y\  ...)^c{x',  y,  ...) 

de  V  une  de  ses  déterminations  particulières'  u{x,  y  ^ ...,  x',y,  ...) 
choisie  à  volonté  et  d\ine  fonction  arbitraire  c[x' ,  y',  . .  .)  des 
variables  paramétriques. 

IV  .  On  peut  dire  en  gros  que  les  calculs  courants  ne  sont  pas 
compliqués  sensiblement  par  cette  présence  de  variables  paramé- 
triques dans  l'intégrale  (5),  dont  nous  venons  d'analjser  les  efTets. 

1218.  On  arrive  à  des  conclusions  analogues,  en  supposant  que, 
dans  la  dldérentielle  totale  d'ordre  supérieur  K  du  n"  211,  les 
lonetions  Uyr,,^^...  dépendent  aussi  des  variables  paramétriques  .r', 
r',  ....  Il  est  évident,  par  exemple,  que  son  intégrale  indéfinie 
s'obtient    en   ajoutant  à   quelque  détermination    particidière    un 
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polynôme  entier  de  degré  K  —  i  par  rapport  aux  variables  princi- 
pales x^  y,  .  . . ,  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  arbitraires 
des  variables  paramétriques  x',  y' ^  .... 

i219.  Une  certaine  décomposition  d'une  différentielle  quel- 
conque, accompagnée  de  la  transformation  temporaire  d'une 
partie  de  ses  variables  principales  en  variables  paramétriques, 
permet  d'opérer  dans  son  intégration  un  fractionnement  que  nous 
allons  expliquer  pour  le  premier  ordre  seulement. 

Soit  donc  à  intégrer  la  différentielle  totale  (i  i)  du  n'^  209  que 
nous  supposerons  exacte,  puis,  pour  fixer  les  idées,  ne  dépendre 
que  des  quatre  variables  x,y^  z-,  t;  posons 

^l  =f[V:,dx-^  Uydy  -h  U- (h  -i-Vtdl], 

vl  considérons  l'ensemble  de  quelques  termes  seulement  de  la 
différentielle,  les  deux  premiers  par  exemple 

\J:,dT^\]ydj. 

Cette  expression  est  une  différentielle  totale  aux  deux  variables 
principales  x,  i',  aux  deux  variables  paramétriques  ^,  t,  qui  est 
exacte  à  cause  de  l'identité 

dlJx  _  dUy 

dy  dx 

l'une  des  conditions  d'intégrabilité  de  la  différentielle  proposée. 
I^a  fonction  inconnue  a  est  donc  comprise  dans  l'intégrale  indéfinie 

|)uisque  celle-ci  renferme  toutes  les  fonctions  de  x^  r,  ^,  / 
ayant  U^,  Uj  pour  dérivées  premières  par  rapport  à  x,  y,  c'est- 
à-dire  de  la  forme 

(6)  F{x,y,z,t)-hc{z,t), 

F  désignant  quelque  détermination  particulière  de  cette  dernière 
intégrale  et  c(z,  t)  une  fonction  inconnue  de  z,  t  seulement  y 
jouant  le  rôle  de  variables  paramétriques,  fonction  qu'il  faut  main- 
tenant choisir  de  manière  que  l'expression  (6)  ait  aussi  U~,  U; 
pour  dérivées  premières  par  rapport  à  ^,  /. 
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On  y  réussira  éviclcniiiKMil  en  assujcllissanl   la  fonciioii  c{z^  l) 
à  salisfairc  aux  équalions  (IKlrronlicllos 

de       ,,   ,  ,       rfF 

de        ,,   ,  dV 

dont  les  seconds  membres  se  Irouvciil  èlre  ind('[)endanls  de  ^,j>'. 
Car,  en  prenant  par  exemple  la  dérivée  du  dernier  par  rapport  à  x, 
(tu  irouvc 

dVi       ±d^  _  f^_  ^Ux 

dx         dt  dx         dx  dl 

l'onction  de  x,  i',  ;.  /  qui  est  idcnliquement  nulle  à  cause  de 
l  identité 

d\}.r  _  d\^ 
dt  dx 

aulre   condition  dintégrabilité   de  la  différentielle  proposée;  de 
même  pourjVi  de  même  pour  l'autre  second  membre  (I9i). 
En  outre,  la  différentielle 

("=-S)"-(^''-§)* 

est  exacte,  parce  qne  son  unique  condition  d  intégrabilité 


rfu. 

d'-  F         r/Uf 

f/^F 

dl 

dz  dl         dz 

dz  dl 

se  réduit  à 

dl    ~    dz  ' 

autre  condition  d'intégrabilité  de  la  différentielle  proposée. 

On  obtiendra  donc  la  fonction  c\z^  l)  en  prenant  Tintégrale 
indéfinie  de  la  différentielle  (7)  aux  deux  variables  ;,  t  seule- 
ment; d'où,  si  l'on  nomme 'c(::,  l)  une  de  ses  déterminations  et  (> 
une  constante  arbitraire, 

C(  5,    t)  ='c{z,   t)-r-  C, 

puis 

Il  =  ¥{x,y,  z,  0-+-'c(-,  f)-^G. 

L'intégration  de  la  différentielle  (-)  pourrait  encore  être  frac- 
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lionnée  de  la  même  manière  ;  et  ainsi  de  suite,  si  les  variables  de  la 
proposée  étaient  plus  nombreuses. 

On  voit  ainsi,  d'une  manière  générale,  qu'en  décomposant  le 
nombre  h  des  variables  indépendantes  d'une  dififérentielle  exacte 
en  une  somme  A,  +  Ao +  ••..  + Ao-  de  parties  quelconques,  son 
intégiation  peiil  être  décomposée  en  celles  de  g-  différentielles 
semblables  ne  comportant  respectivement  que  A|,  //o,  ...,  h  g 
variables  principales. 

Il  est  vrai  que,  sauf  une,  toutes  ces  différentielles  sont 
compliquées  de  variables  paramétriques  coexistant  avec  leurs 
variables  principales.  Mais  nous  avons  déjà  dit  (217,  IV)  qu'en 
fait  cela  n'a  rien  de  gênant,  du  moins  dans  les  calculs  ordinaires. 

12!20.    Habituellement  on  fait  toujouis  i;==  //,  d'où 

/l  l  =    hl   —  .  .   .  —    Il fr  =  t , 

parce  que  le  cas  où  h  =  i  est  à  la  fois  irréductible  et  le  plus 
simple;  c'est  la  déconiposilion  à  laquelle  nous  avons  fait  allusion 
plus  haut  (215). 

221.  Un  premier  élargissement  de  la  question  traitée  au  n°  211 
donne  l'énoncé  du  problème  suivant,  dont  il  nous  suffira  d'es- 
quisser la  solution  : 

Assigner  toutes  les  fonctions  dont  telles  ou  telles  dérivées 
(r un  même  ordre  total  donné  K  sont  égales  à  des  fonctions 
{olotropes)  données  de  x,  j',  .... 

I.  La  possibilité  du  problème  exige  l'intervention  de  certaines 
conditions  d'intégrabilité  qui  se  formeront  toujours,  en  cherchant 
les  dérivées  de  moindres  ordres  de  la  fonction  inconnue  qui 
puissent  être  considérées  comme  des  dérivées  de  plusieurs  des 
dérivées  données,  et  en  égalant  identiquement  pour  chacune  les 
diverses  expressions  qu'on  en  trouve  en  différentiant  convenable- 
ment les  fonctions  données. 

Le  nombre  de  ces  conditions  dépend  de  ceux  des  variables  et 
des  dérivées  d'ordre  K  qui  sont  ainsi  données.  Il  est  nvil  quand  le 
nombre  de  ces  dernières  se  réduit  à  i  ;  il  atteint  sa  plus  grande 
valeur  quand  elles  sont  toutes  données  comme  au  n°  211. 
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II.  Comme  dans  les  cas  précédcmmciil  examiiK'-s,  |,i  lui'lliodc 
des  cocfncicnls  iiidélerminés  C^IC))  ("oiirniL  une  inlinih;  do  coeffi- 
eienls  du  dévcloppemcnl  de  la  (oiiclioii  iiKonniie,  mais  elle  laisse 
i'iiticrenu'nt  arhit faircs  huis  ccii.r  des  termes  de  def>:vés  «<  K, 
une  partie  de  ceux  des  termes  de  degré  K  cl  une  injinilr  de 
ceux  des  termes  de  degrés  >-  K. 

11  s'introduit  ainsi  dans  l'expression  i;énérale  de  la  fonction 
cliorchée  des  éléments  d'indétermination  consistant  en  des  con- 
stantes et  fonctions  arbitraires  dont  le  nombre  et  la  nature  dépen- 
dent des  circonstances.  Nous  l'avions  déjà  constaté  d'une  manière 
plus  précise  aux  n"'^  i217,  218,  où  nous  nous  trouvions  dans  des 
cas  que  celui-ci  comprend  aussi. 

III.  Comme  au  n"  I21i2,  des  intégrations  successives  de  différen- 
tielles totales  premières,  fractionnées  au  besoin  par  la  métliode 
du  n^  219,  conduiraient  encore  à  l'expression  générale  de  la  fonc- 
tion cherchée. 

222.  Une  dernière  extension  de  la  mémo  question  donne 
l'i-noncé  suivant,  qui  comprend  tous  les  cas  imaginables  du  calcul 
inverse  des  dérivées  : 

Trouver  toutes  les  fonctions  dont  des  dé ri>,'ées  d'ordres  rjuel- 
conques  donnés  (égaux  ou  inégaux)  sont  égales  à  des  fonc- 
tions données. 

Les  conditions  d'intégrabilité  s'obtiendront  toujours,  en  identi- 
fiant dans  les  moindres  ordres  totaux  les  expressions  diverses 
de  chaque  dérivée  de  la  fonction  inconnue  qui  j)0urraienl  être 
déduites,  par  des  diflérentiatious  différentes,  de  plusieurs  des  fonc- 
tions données  à  la  fois. 

Pour  remonter  ensuite  à  la  fonction  inconnue,  on  pourra,  entre 
autres  méthodes,  chercher  la  fonction  la  plus  générale  que  déter- 
mineraient celles  des  dérivées  données  qui  sont  de  l'ordre  total  le 
moins  élevé  (221).  Après  quoi,  il  ne  reste  plus  qu'à  restreindre  l'in- 
détermination des  fonctions  arbitraires  contenues  dans  l'expres- 
sion provisoirement  obtenue,  en  égalant  aux  autres  fonctions 
données  ses  dérivées  des  ordres  voulus. 

Comme  dans  tous  les  cas  plus  restreints  précédemment  exa- 
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minés,  les  fonctions  qui  répondent  à  la  question  restent  locale- 
ment olotropes  dans  toutes  aires  oii  les  fonctions  données  et 
celles  arbitraires  introduites  par  l'intégration  le  sont  toutes 
elles-mêmes.  Ce  point  essentiel  résulte  en  substance  de  ce  que 
nous  n'obtenons  jamais  les  fonctions  cherchées  que  sous  forme 
de  séries  entières  par  rapport  aux  accroissements  des  variables. 
Pour  en  faire  une  démonstration  détaillée,  il  suffirait  de  raisonner 
comme  nous  l'avons  fait  dans  les  cas  dont  nous  avons  donné  une 
('•lude  complète. 

223.  Il  serait  oiseux  d'insister  davantage  sur  des  questions  aussi 
faciles;  nous  nous  contenterons  d'éclaircir,  par  les  exemples  sui- 
vants, les  indications  données  dans  les  deux  numéros  précédents. 

I.  On  donne 

Ici  aucune  condition  d'intégrabilité  ne  s'impose;  une  première 
intégration  (par  rapport  k y)  donne  (217) 

^  =/Ui,if/>'  =  u,,o(^,  r)  +  'ci,o(^); 

une  dernière  (par  rapport  à  x)  conduit  à 

"  =/U,,of/^^-/'c,,o(.y)f''-p 

=  Uo,o(-ï",  JK)  +  Ci,o(a7)-f-Co,i(jK); 

U|  o>  Uo,o  désignent  des  déterminations  particulières  des  inté- 
grales indéfinies  successivement  rencontrées;  'c,^o("^)  et  par  suite 
f|^o(-^)  sont  des  fonctions  arbitraires  de  x;  Co,i(jk)  en  est  une 
autre  àe  y. 

II.  On  donne 

du       ^-      ,  d'il        ■,.      , 

Il  y  a  une  condition  d'intégrabilité  en  jeu,  parce  que  ,  ,  ^ 
peut  être  obtenue  de  deux  manières;  elle  est 

dy-  dx 
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L'inh'-gralion  de  la  première  équation  donne 
"  =  Uo,o(^,  r)-f-Co,o(7), 

Uo,o  désignant  une  délerminalion  de  /U^o*^-^»  et  Co,o{y)  ""•' 
fonction  de  j'  seulement,  à  particulariser  de  manière  rpie  raiitic 
équation  soit  satisfaite.  Il  faut  pour  cela  que 

-^^  =  U„,,(^,j')--^^=U,(j), 

parce  que.r  a  disparu  du  second  membre  de  cette  équation  à  cause 
de  la  condition  d'intégrabilité  (raisonnement  du  n°  219). 

Deux  intégrations  par  rapport  à  y  exécutées  consécutivement 
donnent 

^=/U,(7)^j  =  U.O')-4-C„ 

<^o,o(7)  =  /[U,(j)-+-  C,]f//  =  Uo(7)+  Co+  Cij. 

On  en  conclut  définitivement 

"  =  Uo,o(^,  7)-T- Uo(7)-i-Co— CiK, 

Co,  C|  désignant  deux  constantes  arbitraires  et  Uo,o,  Uo  deux 
fonctions  l'une  de  x^y,  l'autre  de  y  seulement,  à  choisir  une  fois 
pour  toutes  parmi  les  diverses  déterminations  dont  elles  sont  sus- 
ceptibles. 

223  bis.  Comme  nous  le  verrons  dans  la  quatrième  Partie  de 
cet  Ouvrage,  l'évaluation  de  Taire  découpée  dans  un  plan  par  un 
arc  de  ligne  plane,  les  ordonnées  de  ses  extrémités  et  l'axe  dc> 
abscisses,  exigent  le  calcul  de  la  fonction  qui  a  pour  dérivée  l'or- 
donnée d'un  point  de  celle  ligne,  considérée  comme  une  fonction 
de  son  abscisse.  A  cause  de  cela,  on  a  donné  le  nom  générique  de 
quadratures  aux  diverses  opérations  du  calcul  inverse  des  déri- 
vées, en  l'appliquant  toutefois  d'une  manière  plus  spéciale  à  l'in- 
tégration d'une  différentielle  totale  première  donnée. 

Indépendance  relative  de  différentiations  et  d'intégrations 
successives. 

224,  Dès  la  nomenclature  des  dérivées  (158),  nous  savons  que 
le  résultat  de  dérivations  d'ordres  et  de  natures  quelconques  ne 
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dépend  pas  de  leur  mode  de  succession.  Même  obsen'atîon  s'ap- 
plifjue,  du  moins  en  général  et  sous  certaines  conditions  é\'i- 
(lenles,  à  une  superposition  quelconque  de  pareilles  opérations 
cl  de  celles  in^^erses  étudiées  dans  ce  Chapitre,  cest-à-dirc 
d'intégrations. 

L'étude  complète  des  deux  cas  particuliers  ci-après  suffira  am- 
plement à  l'intelligence  de  la  chose,  ainsi  qu'à  tous  nos  besoins 
ultérieurs. 

22o.   Si  la  différentielle 

(0  ^x{^,y,  ^)dx+\}y{x.,y,  z)dy 

est  exacte,  cas  auquel  cette  autre 

d\}a:    ,  dljy    , 

—j—  dx  H y-  dr 

dz  dz      '' 

l'est  évidemment  aussi,  on  a 

(^)  ^^  f[\}^dx^\Jydy]  =^/[^  '^^-^'-^  ^^]' 

celte  relation  signifiant  ciuducun  membre  n'a  de  détermina- 
lions  (olotropes)  qui  n'appartiennent  aussi  à  l'autre. 

Si   u{x,  y,  z)  désigne  quelque   détermination   particulière  de 

l'intégrale  indéfinie  de  la  différentielle  (i),  -,;  en  est  une  aussi 

du  premier  membre  de  la  relation  [u)  et  du  second  également  à 
cause  de 

d   du  _    d   du  _  dVjc  d   du  _    d    du  _  dUy 

dx  dz        dz  dx         dz  dy  dz        dz  dy         dz 

En  appelant  donc  c(;),  c,(s)  deux  fonctions  olotropes  arbi- 
traires de  z  seulement, 

du        dc(z)  du  .    . 

dz  dz  dz 

seront  les  formes  générales  des  deux  membres  de  cette  relation. 
Or  ces  expressions  ne  renferment  que  les  mêmes  fonctions;  car 

c{z)  avant  été  déterminée,  on  rendra  Ci{z)=  — j^,  en  prenant 
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^•,  (c)=  c'(v);  si  au  contraire  c'est  C|(c)  qui  a  clr  d'ahord  (h'-lrr- 

c(z 
dz 

220.   On  a  dans  le  nie  me  sens 


minée,  on   rciulra — j-^  z=  Ci{z),  en  prenant  c(^:.)z=fci{z)f/: 


f[dzf{  V^..^d.v  -+-  Uy,zdj^ )-^dtf{  Uo:,^  dx  +  U^,, c/j)] 
=  f[da;f{  Vx,:dz  -h  \Jx,tdt  )-\-dy  f{  My^^dz  -j-  Uy,« dl )] , 

U.r,c.  •  .  •  désignant  des  fonctions  des  quatre  variables  x^y^  c,  /, 
poitrKU  que  la  nature  relati^'c  de  ces  fonctions  et  le  choix  des 
fonctions  arbitraires  rendent  exactes  toutes  les  différentielles 
à  intégrer  successi^'cment. 

La  possibilité  supposée  des  intégrations  (quand  bien  même  on 
ne  la  connaîtrait  que  pour  un  seul  membre)  assure  évidemment 
l'existence  de  quelque  fonction  ololrope  u{x,y,  z,  ^)  jouissant  de 
la  propriété  d'avoir  Ux,z,  Uj,s,  Ux,t)  ^y.c  pour  dérivées  secondes 
par  rapport  à  ^  et  ^,  y  et  ^,  x  el  t,  y  el  t,  respectivement  ;  et  cette 
fonction  est  évidemment  une  détermination  particulière  tant  du 
premier  membre  que  du  second. 

En  appelant  Cz{z,  f),  Cc{z,  t)  deux  fonctions  de  Zj  t  seulement, 
entièrement  arbitraires  sous  la  seule  condition  de  rendre  exacte 
la  diflerentielle  c^dz  -{-  c^dt,  et  cÇx^y)  une  fonction  arbitraire 
de  ■X',y  seulement,  la  forme  générale  du  premier  membre  est  évi- 
demment 

u  -+-  f{Czdz  -H  Ctdt)  -T-  c{x,  y); 

celle  du  second  est  pareillement 

(3)  u^f{'ixdx~"(ydy)^[-^yz,  0; 

et  ces  deux  expressions  renferment  encore  les  mêmes  fonctions. 
Car  pour  rendre,  par  exemple,  la  seconde  identique  à  une  détermi- 
nation donnée  de  la  première,  il  suffit  de  prendre 

,  de  de 

ï  =  S{cz dz  -+-  ct  dl  ),         V.C  =  ^  ,         Yj.  =  — 

et  de  choisir  convenablement  ta  détermination  de  l'intégrale  indé- 
finie qui  figure  dans  l'expression  (3). 

M.  -  I.  .3 
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Intégrales  définies  simples. 
227.  En  appelant 

quelque   détermination  particulière  de  l'intégrale  indéfinie 

de  la  différentielle  totale  première  à  li  variables,   supposée 

exacte, 

(i)  \}:j;dx-^\]ydy-^..., 

puis 

il)  [-roX],     [jKoY],      ..., 

des  chemins  commençant  en 

(3)  -^0,  yo,    ■■■, 
finissant  en 

(4)  X,     Y,     ... 

et  tracés  arbitrairement  dans  des  aires 

Sx)      ^y      •  •  •  ? 

oii  toutes  les  fonctions  U.r,  Uv,  •  •  •  restent,  bien  entendu,  loca- 
lement olotropes,  la  différence 

(5)  F(X,  Y,  ...)-F(:ro,7o,  •.•) 

des  valeurs  initiale  et  finale  de  ¥{x,  y,  .  .  .)  calculée  en  mar- 
chant sur  les  chemins  {-a)  (171)  (172),  conserve  la  même  valeur 
quand  on  substitue  à  cette  fonction  toute  autre  détermination 
F,(a^,  j,  .  .  .)  de  la  même  intégrale  indéfinie. 

Comme,  en  appelant  C  quelque  quanlllé  constante,  on  a  Iden- 
tiquement (209,  II) 

F,(^,j,  ...)  =  F(x,j,  ...)  +  C, 

on  a  aussi  au  commencement  et  à  la  fin  des  chemins  (2)  les  égalités 

Fi(a"o,JKo,  ...)  =  F(^o,  7o,  ...)+G, 
Fi(X,  Y,  ...)    =F(X,  Y,  ...)   -i-G, 
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(lonl  la  soiislraclion  membre  à  membre  eoDcluil  à  celle  qu'il  fallait 


228.  La  différence  (5)  se  nomme  rinlé<,M'ale  (h'Jlnia  de  celte 
différentielle,  prise  sur  ces  chemins  d' intégration ,  entre  les 
limites  injérieures  (3)  et  supérieures  (4)-  On  la  représente  par 

^X,Y,... 

(6)  /  {\]^dx  +  \]ydy^...), 

en  remplaçant  quelquefois  les  limites  par  tel  autre  signe  rappelant 
mieux  les  chemins  à  suivre. 

Elle  dépend  ainsi  de  ses  limites  (3),  (4),  considérées  comme  2A 
variables  indépendantes,  et  peut  changer  de  valeur  avec  la  forme 
des  chemins  d'intégration.  C'est  donc,  en  réalité,  ce  que  nous  avons 
appelé  \]ne  pseudo-fonction  des  limites  (172)  et  confondu  avec 
une  fonction  véritable  sous  des  restrictions  qu'il  ne  faut  pas 
oublier  (17o,  IV). 

Les  équations  fondamentales 

dV      ,-   ,  ,         d¥       ,.   , 

montrent  immédiatement  que  cette/onction  (6)  a 

U^(X,  Y,  ...),     U,.(X,  Y,  ...),     ... 
et 

—  Ux(.2^o,  JKoi    •••),      ~^y{^o,  yo,    ■'•),      ■■■ 

pour  dérivées  premières  par  rapport  à  ses  limites  supérieures 
et  inférieures  respectivement. 

A  cause  de  cela,  on  représente  souvent  par 

/T,y,... 
{\]xdx  ^\}ydy  ^. .  .) 

la  détermination  de  l'intégrale  indéfinie  qui  s'annule  en  ^q?  Vo.  .  .  .  ; 
mais  la  confusion  faite  ainsi  entre  les  limites  supérieures  et  les 
variables  d'intégration  met  dans  cette  notation  une  certaine  incor- 
rection contre  laquelle  il  faut  rester  en  garde. 

229.  Pour  les  motifs   donnés  ai   n"  215  nous  nous  placerons 
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désormais  dans  le  cas  dune  seule  variable  d'intégration,  et  nous 
commencerons  par  quelques  observations  presque  évidentes! 

I.  En  appelant 

F(^,),     F(r.2),     ...,     F(a:^.) 

les  valeurs  successivement  acquises  par  F(j;)  eu  .r,,  jTo,  .  .  .,  x/^ 
points  intermédiaires  marqués  à  volonté  sur  le  chemin  d'intégra- 
tion, l'égalité 

F(\)-F{xo)  =  [F(x,)-F{xo)]-^[F(x,)-F(x,)]-^... 
^[FiX)-F(x,)] 
ou  bien 

r    U(T)dx=  f     \j{x)dx-^   f     {]ix)dx^...+    f    li(x)dr, 

montre  que  l'intégrale  définie  considérée  est  la  somme  de  celles 
quon  obtient  en  la  prenant  successivement  sur  (es  tronçons  du 
chemin  d'intégration  arbitrairement  découpé. 

II.  Deux  chemins  d' intégration  de  mêmes  extrémités  don- 
nent la  même  valeur  à  V intégrale  définie,  si  V un  peut  être 
amené  à  coïncider  avec  l'autre  par  une  déformation  progres- 
sive effectuée  dans  une  aire  où  la  fonction  U(.r)  placée  sur  le 
signe  f  reste  localement  olotrope.  Car  dans  une  pareille  aire 
toute  détermination  de  l'intégrale  indéfinie  est  localement  olo- 
trope  (208)  et  de  j)lns  monodrome  (173). 

III.  L intégrale  définie  est  nulle,  quand  elle  est  prise  de  .r„ 
à  Xq  sur  un  chemin  {partant  fermé)  dont  on  peut  rapprocher 
indéfiniment  tous  les  points  de  Xq  en  le  rétrécissant  progressi- 
vement dans  une  aire  de  la  nature  spécifiée  ci-dessus  (II). 

Car,  F(x)  étant  encore  monodrome  dans  cette  aire,  on  a 

F(X)  =  F(:ro) 
à  cause  de  X  =  x^. 

IV.  Le  chemin  [.ToX]  allongé  de  son  parcours  en  sens  contraire 
constitue  un  chemin  fermé  auquel  l'observation  précédente  est 
applicable.  On  a  donc  (I) 


\]{x)dx+   I      U{x)dx  =  0, 
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(111  hion 


f  ''v{x)dx  =  —  f    \}{x)dx, 


re  qu'on  exprime  en  disant  que  Vinlégrale  change  simple  me  ni 
de  signe  quand  on  permute  ses  limites  sans  changer  la  forme 
géométrique  du  chemin  d'intégration. 

V.  Sur  un  cliciuin  fermé  quelconque,  l'intégrale  définie  ne 
s'évanouit  plus  nécessairement  comme  dans  l'alinéa  III.  Mais  5?//- 
deux  contours  fermés  elle  prend  des  valeurs  égales,  cjuand  on 
peut  faire  coïncider  l'un  avec  Vautre,  en  figure  et  en  sens  de 
parcours,  par  une  déformation  progressive  exécutée  clans  une 
aire  où  U(x)  est  olotrope  (ce proprement  parler). 

Formons  en  effet  un  autre  contour  fermé  en  plaçant  bout  à 
ixtut  :  i"  le  premier  contour  intérieur  [jTo-^^o]  parcouru  dans  le  sens 
voulu,  de  l'un  de  ses  points  x»  au  même  point  Xo]  1°  un  chemin 
ouvert  [^0-2^1  ]  tracé  arbitrairement  dans  l'aire  spécifiée  de  .To  à  .r, , 
point  choisi  à  volonté  sur  le  second  contour;  3°  le  dernier  contour 
[X(X|]'  parcouru  dans  un  sens  contraire  au  sens  voulu;  4°  le 
eheniin  ouvert  [x,  a:'o]. 

Il  est  visible  que  ce  nouveau  contour  satisfait,  relativement  à 
1  aire  spécifiée,  aux  conditions  de  l'alinéa  III.  L'intégrale  définie 
s'y  évanouit  donc,  ce  qui  donne 

1 370^0  !  -+-  j^o^^i  I  +  i^i^Tii'-l-  ia^ia^oi  =0, 

en  affectant  ces  diverses  notations  à  ses  quatre  parties  fournies 
respectivement  par  les  quatre  tronçons  ci-dessus  définis  du  par- 
cours total  (I). 
Comme  on  a 

î  ^1  ^0  !  =  —  i  ^0  ^1  !  ! 

parce  qu'il  s'agit  de  la  même  ligne  géométrique  [j:"o.2:')]  parcourue 
d'abord  dans  un  sens,  ensuite  en  sens  contraire  (IV),  puis  pour  la 
même  raison 

\XiXi\    —  —  \XiXi\, 

Xf  X,  !  représentant  l'intégrale  définie  prise  sur  le  second  contour. 
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mais  maintenant  dans  le  sens  voulu,  il  reste  seulement 

ce  que  nous  voulions  prouver. 

230.  Voici  ce  que  deviennent  pour  les  intégrales  définies  les 
premières  règles  usuelles  du  calcul  des  intégrales  indéfinies. 

I.  En  supposant  dans  la  formule  (i8)  du  n°  215  les  intégrales 
indéfinies  remplacées  par  des  déterminations  particulières  rendant 
les  deux  membres  égaux  quelle  que  soit  x,  on  trouvera  aussi  en 
marchant  sur  un  même  chemin  d'intégration  pour  toutes 

/      U{x)dcc=  ai  I     \]i{x)  dx-h  a^  1      {J2{x)dx -+- . .  .-\- a/r  j      \ig{x)dx. 

H.  La  même  particularisation  faite  dans  la  relation  (19)  du 
numéro  cité  donnera  aussi 

f    [zh\]i{x)±i\ii{x)±...]dx  =  ±   f    \ii{x)dx±  f    {j.2{x)dx±..., 

pourvu,  bien  entendu,  que  les  conditions  posées  soient  toujours 
remplies. 

231.  Quand  la  fonction  y'(j:,  x')  est  localement  olotrope  dans 
les  aires 

nous  avons  vu  généralement  aux  n°^217et  suivants,  qu'une  déter- 
mination particulière  quelconque  F(.r,  x')  de  l'intégrale  indéfinie 

Sf{^,  x')dx 

est  une  fonction  de  la  variable  principale  x  et  de  la  variable  para- 
métrique x' ^  qui,  elle  aussi,  est  localement  olotrope  dans  ces  deux 
aires.  L'intégrale  définie 

(8)  Ç  f{x,  x')dx  =^Y{^,  x')—Y{x^,  x') 

prise  sur  un  chemin  d'intégration  tracé  dans  S^  est  donc  une  fonc- 
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tioiî  (les  Irois  variables  Xo,  X,  .r',  qui  jouit  de  la  nicmc  propriélf* 
pour  toutes  les  valeurs  des  deux  premières  qui  tombent  dans  S^ 
et  de  la  dernière  qui  sont  situées  dans  Sx'-  H  en  résulte  que  eeltc 
fonction  peut  èlre  dilTérentiéc  ou  intégrée  par  rapport  ;i  x'  pour  de 
pareilles  valeurs,  j^q,  X  jouant  alors  le  rôle  de  paramètres.  En 
appliquant  alors  cequc  nous  avons  vu  dans  les  n"^  2l2o  et  suivants, 
on  obtient  en  particulier  les  deux  formules  que  nous  allons  établir. 

232.    On  a 

(9)  ^  j^^  Ax,  x)clx  =J^^    --^-^  dx, 

le  chemin  cVinlégration  étant  naturellcnient  le  même  dans  le 
second  membre  cjne  dans  le  premier. 

D'après  la  relation  (8),  le  premier  membre  de  cette  formule  est 
égal  à 

d¥{'X,x')       dY(xQ,x') 

c'est-à-dire  à  la  difTérence  des  valeurs  initiale  et  finale  de rî — - 

dx 

calculées  sur  le  cliemin  d'intégration.  .Mais  (22o)  cette  dernière 
fonction  est  quelque  détermination  de  l'intégrale  indéfinie 


/ 


dfix,x') 

dx'         ^^^' 


la  difFérence  (lo)  est  donc  celle  des  valeurs  initiale  et  finale  de 
cette  détermination,  calculée  sur  le  chemin  d'intégration,  c'est- 
à-dire  la  valeur  du  second  membre  de  la  formule  (9),  comme  il 
fallait  le  faire  voir. 


233.   En  intégrant  de  x'^^  à  X'  sur  un  chemin  tracé  dans 
Caire  S^-,  on  a 

f      dx'   I     /(x,x')dx=   j     dx  I      f{x,x')dx'. 

D'après  ce  qui  a  été  vu  au  n°22Gdan3  un  cas  même  bien  moins 
simple,  il  existe  quelque  fonction  \]{x,  x'),  localement  ololrope 
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dans  les  aires  (7),  qui  satisfait  à  réqualion  différentielle 
d' u  d    du  d    du 


dx  dx'        dx  dx         dx'  dx 
et  les  fonctions 


=  f{x,  x'); 


Uo,i(x,  x)=  -jj,,         Ui,o(^,  a?  )= -^ 

sont  ainsi  des  déterminations  particulières  des  intégrales  indéfinies 

//( X,  x') dx,         ff( X,  x')dx'. 
Il  en  résulte 

/     f{x,  x)dx  =  Uo,i(X,  x')—  Uo,i(j:'oï  ^'), 
ce  qui  donne  pour  valeur  du  j)rcmier  membre  de  la  relation  (11) 

Jf      Uo,i(X,  x')dx'  —   I      Uo,i(iro)  x')dx' 

=  U(X,  X')-\}{\/x'^)-\}ix,,X')-^\]{xo,x',), 

expression  dont  les  trois  premiers  termes  sont  les  valeurs  finales 
acquises  par  U(.r,  x)  quand,  partant  de  la  valeur  initiale  U(.ro,  J?!,), 
on  fait  parcourir  les  chemins  d'intégration  par  :  soit  x,  x'  simulta- 
nément, soit  X  seulement,  soit  x'  seulement. 

Cette  méthode,  appliquée  au  second  membre  de  la  relation  (  1 1), 
en  prenant  \]\^q{x^  x')  pourpoint  de  départ,  conduit  à  celte  même 
expression,  ce  qu'il  fallait  constater. 

A  cause  de  cette  indifférence  de  l'ordre  des  intégrations,  on 
représente  habituellement  le  résultat  de  leur  exécution  successive 
par 

/       /     f{x,x')dxdx', 

variété  la  plus  simple  des  intégrales  doubles  dont  nous  aurons 
à  parler  dans  notre  troisième  Partie. 

234.  En  faisant  varier  l'ordre  de  la  différentielle,  le  nombre  de 
ses  variables  soit  principales  soit  paramétriques,  le  nombre  et  la 
nature  des  intégrations  et  des  différentiations  à  exécuter  sur 
elle,   etc.,  le  principe  général  d'indépendance  dont  nous  avons 
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donné  les  premiers  aperçus  aux  n'"  52124  et  suivants  conduirait  à 
une  infinih'  d'autres  proposilions  analogues;  on  les  démontrera 
sans  peine  par  les  mêmes  procédés,  mais  leur  réunion  en  un  seul 
énoncé  sérail  ])lus  laborieuse  que  difficile  et  utile.  J^es  deux  pré- 
cédentes, qui  peuvent  leur  servir  de  tvpes,  sont  les  plus  simples  et 
les  plus  souvent  employées. 

235.  La  propriété  suivante  des  intégrales  définies  fournit  leur 
définition  habituelle  ;  et,  bien  que  son  intérêt  purement  analytique 
soit  des  plus  médiocres,  bien  que  ce  point  de  vue  soit  des  moins 
commodes  et  des  moins  satisfaisants,  la  plupart  des  auteurs  s'y 
placent  encore;  mais  elle  est  d'une  utilité  capitale  dans  l'évalua- 
tion numérique  de  beaucoup  de  grandeurs  concrètes  et,  par  suite, 
dans  les  applications  géométriques  et  physiques. 

Si  dans  une  aire  iniperforée  S  oit  f{x)  est  ololrope,  on 
prend  m  -\-  'i  valeurs  particulières  de  x 

{i-}.)  x^.     xi,     Xi,     ....     x„t,     X, 

les  extrêmes  Xq,  ^  fixes,  les  autres  Xs,  ...,  x„i  variant  en 
nombre  et  en  position  de  manière  à  remplir  ces  deux  condi- 
tions :  que  le  plus  grand  module  r,u  de  la  différence  de  deux 
consécutives  soit  infiniment  petit  [ce  qui  exige  que  m  soit  infini) 
et  que  la  somme  positive 

l„i  =  niod(iri  —  Xi)) -h  mod(a"2  —  .Ti )-!-... -H  mod(X  —  x„,) 

reste  inférieure  à  quelque  quantité  invariable  L,  la  variante 

V,«  =  {Xi  —  Xo)f{XQ  )-{-(X.2  —  Xi)/(x^)  +  ...-^{\  —  T,„)f{x,„  ) 

a  pour  limite  V intégrale 

(i3)  C  f{x)dx 

prise  sur  un  chemin  quelconciue  tracé  de  x^  à  X  dans  l'aire  S. 

Comme  F(.r),  détermination  particulière  arbitrairement  choisie 
de  ff[x)dx,  est  olotrope  dans  l'aire  S  avec  le  même  olomètre  o 
que/(.r)  (208)  (209,  VI),  on  a  pour  toutes  valeurs  de  x  tombant 
dans  S  et  de  mod/i  inférieures  à  o 

¥{x-hh)  =  ¥{x)  +  ]i¥'{x)-\-  h-^oix,  h), 
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où  (200)  on  peut  assigner  une  quanlilc  positive  î  ■<  o  telle  que, 
pour  les  mêmes  valeurs  de  x  et  pour  mod/i  <;  î,  on  ait  sans  cesse 

mod'^(a',  h)  <  R, 

R  désignant  quelque  quantité  positive  invariable. 

A  partir  du  moment  où  r„i  reste  inférieur  à  s,  on  trouvera,  en 
faisant  successivement 

(^x,h)  =  {xQ,Xi  —  X(;),  {xi,Xi  —  xC),   ...,  {xi,Xi+i  —  Xi),   ...,  {x„„\  —  x,„) 

dans  la  relation  précédente,  en  se  rappelant  que  V [x)=f[x)  et 
en  ajoutant  membre  à  membre  les  résultats  obtenus, 

F(X)— F(.ro)=    /    f{x)dx  =  \„^-^:£.,{xi+i  —  Xiy-o{Xi,Xi+i  —  Xi). 

Le  terme  de  la  somme  S,  mis  en  évidence,  a  un  module  évidem- 
ment inférieur  à  /•„jmod(x/^,|  —  ^/)R;  le  module  de  cette  somme 
est  donc  inférieur  à  /v,j/wR<;  RL/'„j  et  par  suite  infiniment  petit 
comme  r„t,  ce  qu'il  suffît  de  prouver. 

236.  Quand  la  première  condition  de  l'énoncé  précédent  est 
remplie,  la  seconde  Vest  cV elle-même  si  les  quantités  (12)  sont 
les  sommets  d'une  ligne  brisée  convenablement  inscrite  dans 
une  ligne  [xy^]  <^^'  forme  invariable,  tracée  de  Xq  à  X  dans 
l'aire  S  (et  composée  d'arcs  sans  points  singuliers)  ;  nous  démon- 
trerons effectivement  dans  notre  c[uatrième  Partie  que  Im  tend 
alors  vers  la  longueur  même  de  la  ligne  [^o^]  en  lui  restant  tou- 
jours inférieure.  On  se  place  habituellement  dans  cette  hypothèse, 
en  prenant  ces  quantités  (12)  sur  le  chemin  d'intégration  même 
où  l'intégrale  définie  (i3)  doit  être  calculée;  mais  elle  n'est  pas 
nécessaire. 

237.  I:n  appelant  M  une  limite  supérieure  de  mod/Çx)  sur 
le  chemin  d'intégration  de  longueur  [j,  on  a 


lod    r  f{x)dx  <^\\.. 
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Car  011  a  c\  idcnimcnl,  quel  (jiic  soil  //^ 
modV,„</„,M  <iML, 
en  vciiu  ili'  rol)Scrval!<in  failc  dans  le  iui(n('ro  prcccdcnt. 

Intégrales  définies  artificielles. 

238.  Tontes  les  eonsidéralions  précédentes  exig^enl  csscntielle- 
nicnl  (jue  les  fonctions  considérées  soient  olotropcs  dans  les  cir- 
constances où  l'on  raisonne.  Il  en  résulte,  en  particulier,  rpie  la 
notation 

M)  r    f{x)clx 

n  a  plus  aucun  sens  quand  le  chemin  d'intégration  contient 
quelque  valeur  de  .X,  singulière  pour  fÇx),  ou  bien  rjuand  il  est 
illimité  dans  quelque  direction.  Mais  alors  il  y  a  souvent  intérêt 
à  lui  donner  une  signification  conventionnelle  dans  les  cas  dont 
nous  allons  parler. 

239.  Supposons  d'abord  quey(.2;)  entre  dans  une  phase  singu- 
lière en  X  seulement,  et  soit  X'  une  quantité  variable  se  rappro- 
chant indéfiniment  de  X  sur  le  chemin  d'intégration.  L'!nl«'i;ralc 
définie  qui  existe  sans  cesse 


(2) 


j    f{^)dx 


constitue  alors  une  variante  d'une  nature  spéciale  qui  peut  ou  non 
avoir  une  limite.  Dans  le  premier  cas,  on  dit  et  on  écrit  pjar 
convention 

(3)  /     f{x^dx  =  \'\m.   I      J\x)dx. 

Dans  le  second  cas,  on  dit,  selon  les  circonstances,  que  l'inté- 
grale définie  (i)  est  infinie  ou  indéterminée. 

240.    Supposons,  en  second  lieu,  (pie  le  chemin  dinli'-gration. 
toujours  dans  une  aire  où/i'x)  est  ololrope,  s'allonge  indéfiniment 
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dans  le  sens  où  il  faut  y  marcher.  On  considérera  de  même  l'inté- 
i;rale  définie  variable  (2)  où  X'  désigne  un  point  s'cloignant  indé- 
finiment sur  ce  chemin  dans  la  direction  voulue;  si  elle  tend  vers 
une  limite,  on  écrit  encore 

f  J{x)dx  =  \\m  f    /{x)dx; 

sinon  on  dit,  selon  le  cas,  que  le  premier  membre  de  cette  égalité 
est  infini  ou  indéterminé. 

!241.  Par  exemple,  /,-  étant  un  entier  positif  >>  i, 


L 


0 

x-^^  dx 


OÙ  la  fonction  sous  le  signe  a  ^  =  0  pour  valeur  singulière,  est 
infinie.  Efl'cctivement  l'intégrale  définie  variable  (2)  est  alors 


X'-A-4-l_^-/.  +  l 


quantité  infinie  pour  X'  infiniment  petite. 

Au  contraire,  et  en  supposant  a^onon  =  o,  cette  dernière  expres- 

sion  tend  pour  X'  infinie  vers  la  limite '^ que  l'on  convient 

^  —  /î  -{-  I    * 

de  prendre  pour  valeur  de 


f 


x-^'  dx 


(ici  la  forme  du  chemin  d'intégration  est  indifférente). 

242.  Quand  l'intégrale  indéfinie  peut  être  exprimée  au  moyen 
de  fonctions  auparavant  connues,  la  discussion  de  l'intégrale 
définie  variable  (2)  se  trouve  ramenée  aux  types  courants  et  ne 
présente  habituellement  aucune  difficulté;  c'est  ce  qui  avait  lieu 
pour  l'exemple  proposé  ci-dessus.  Mais  il  est  rare  qu'il  en  soit 
ainsi,  qu'on  ne  se  trouve  pas  en  présence  de  l'inconnu  et  de  l'aléa- 
toire impliqués  dans  toutes  les  phases  singulières.  Voici  les  arti- 
fices les  plus  généralement  employés. 

I.   Dans  le  cas  du  n"  239,  on  peut  d'abord  essayer  de  déve- 
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loppcr  /(j:)  par  la  formule  de  Ta^lor  à  partir  d'une  valeur  iiii- 
liale  Xo  prise  assez  voisine  de  X,  pour  que,  sauf  en  X  évenlucllc- 
ment,  la  série  converge  pour  loute  valeur  de  x  prise  entre  X„ 
et  X  à  l'extrémité  du  chemin  d'ialéi^ration.  En  inlégrnnt  ternie 
à  terme  cette  série  entière  en  x  —  Xo,  on  en  obtient  une  autre 
indiquant  ce  qui  se  passe,  si  toutefois  il  est  possible  d'apercevoir 
comment  varie  sa  somme  quand  x  tend  vers  X. 

Ou  a  plus  de  chances  de  succès  en  cherchant  à  exécuter  sur/(x), 
à  partir  de  la  valeur  singulière  X  elle-même,  quel([uc  développe- 
ment procédant  suivant  telles  ou  telles  fonctions  simples  (non 
toutes  ololropes  en  X)  et  toujours  intégrable  terme  à  terme 
(Cy*.  273,  in/.);  tels  sont,  par  exemple,  ceux  procédant  suivant  les 
puissances  de  j:  —  X  à  exposants  non  entiers  positifs,  dont  nous 
parlerons  dans  notre  deuxième  Partie.  La  nouvelle  série  engendrée 
par  l'intégration  de  celle-ci  est  habituellement  bien  plus  facile  à 
discuter  que  celle  de  Tavlor  mentionnée  tout  à  l'heure. 

On  remarquera  que  r intégrale  définie  arlificielLe  (i)  existe 
toujours,  si  f(x)  est  finie  quand  x  tend  vers  X  sur  le  chemin 
d'intégralion.  L'intégrale  (2)  est  effectivement  une  variante  dont 
deux  états  de  grandeur  correspondant  aux  valeurs  X',  X''  de  sa 
limite  variable  ont  pour  différence 

f    f{x)dx—f    f{x)dx=f    f{x)dx     (229,1), 

«/»■„  -'x,  -'x- 

et  le  module  de  cette  dernière  intégrale  tend  toujours  vers  o,  car 
il  ne  peut  surpasser  le  produit  du  module  maximum  de./(j7)  qu'on 
suppose  fini,  par  la  longueur  du  chemin  [X'X"]  qui  est  infiniment 
petite,  comme  différence  de  celles  des  chemins  [xoX"],  [jCqX'] 
ayant  pour  limite  commune  celle  de  [xoX]  (237).  La  variante  en 
([ucslion  est  donc  convergente  (78). 

IL  Dans  le  cas  du  n''2i0,  le  partage  du  chemin  dintégralloa 
variable  [j^q^']  en  tronçons  invariables  [^o^r,],  [x,ro],  .... 
[a:,\r/+,],  .  .  ,  complétés  par  [ar^X'j,  les  uns  et  les  autres  découpés 
suivant  une  loi  appropriée  aux  circonstances,  transforme  l'inté- 
grale vai'iable  (2)  en  la  somme 

ifj4- «i-T- "2-^. .  .4- iv-i-^  /     f{^)dr, 
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OÙ,  pour  abréger,  w/  représente  l'inlégralc   /       f{x)dx.  Quand 

/(X')  lend  verso,  occurrence  la  plus  fréquente,  et  quand  on  rend 
finie  la  longueur  du  dernier  tronçon  [a^o-X'],  l'intégrale  figurant 
dans  la  somme  ci-dessus  est  infiniment  petite  (237);  et  quelque 
limite  existe  évidemment  ou  non  pour  l'intégrale  variable  (2), 
selon  que  la  série 

Mo-)-  î<i  -i-  «2  -!-•  •  • 

est  convergente  ou  divergente.  C'est  un  mojen  de  discussion 
souvent  précieux. 

Un  autre  bien  plus  rapide,  quand  il  aboulil,  consiste  à  décom- 
poser le  chemin  d'intégration  infini  en  deux  parties,  l'une  inva- 
riable et  contenant  la  valeur  ^  =  o  si  elle  se  trouve  sur  le  cbemin 
proposé,  l'autre  illimitée  et  ne  contenant  plus  le  point  x^=o. 
L'intégrale  (2)  se  trouve  ainsi  décomposée  en  deux  parties  corres- 
pondantes, dont  la  seconde  est  seule  à  discuter.  En  appelant/  une 

nouvelle  variable  d'intégration,  la  substitution  x  ^=  -  (333,  inf.) 

transforme  cette  seconde  intégrale  en  une  autre  à  calculer  sur  un 
nouveau  chemin,  auquel  les  considérations  de  l'alinéa  précédent 
sont  applicables  quand  il  est  de  longueur  finie,  ce  qui  arrive  habi- 
tuellement. 

24-3.  Plaçons-nous  enfin  dans  le  cas  le  plus  général  où  le  chemin 
d  intégration  est  illimité  dans  les  deux  sens  et  où  il  contient  en 
outre  des  valeurs  singulières  en  nombre  quelconque  q, 

(4)  a,     b,     c,     ...,     h. 

En  appelant  ^Tq,  x^^  x^^  .  .  .,  Xq_i,  X  des  valeurs  particulières 
invariables  de  x  prises  à  volonté  sur  le  chemin  d'intégration,  la 
première  en  deçà  de  a,  la  seconde  entre  a  et  b,  la  troisième  entre  b 
et  c,  .  .  . ,  la  dernière  au  delà  de  h,  puis  xl,  X'  deux  quantités 
variables  s'éloignant  à  l'infini  sur  le  chemin  d'intégration,  la 
seconde  dans  le  sens  où  il  faut  y  marcher,  la  première  en  sens  con- 
traire, puis  encore  a',  a"  deux  quantités  variables  se  rapprochant 
indéfiniment  de  a  sur  le  chemin  d'intégration  en  l'estant  toute- 
fois la  première  en  deçà,  la  seconde  au  delà  de  a,  et  aussi 

(b',  b"),     (c,  c"),     ...,     {h',  h") 
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(les  couples  de  quaiililés  vai'iahles  jouissant  do  la  même  [)ropricl(; 
rclalivcmcnl  aux  autres  valeurs  singulières,  on  consid<''reia  les 
intégrales  variables 


l  f  °fix)Jx,       f    /{x)dx,       f   'f(x)clx.       f   f{x)dx, 

I     f   'f('r)d.r,      ...,        f     f{x)dr,        f  /(x)dx,       f    f{x)dx 

Si  chacune  d'elles  tend  individuellement  vers  une  limite,  cela  de 
quelque  manière  que  x\^  a',  a",  b\  h",  ...,  li' .  h",  IL'  puissent 
varier  simultanément  dans  les  conditions  générales  qui  ont 
été  spécifiées,  leur  somme  tend  aussi  vers  une  limite  qu'on  adopte 
pour  valeur  conventionnelle  de  l'intégrale 


dx 


prise  sur  le  chemin  dont  il  s'agit.  Sinon,  on  dit  comme  ci-dessus 
que  cette  intégrale  est  infinie  ou  indéterminée. 

Si  les  valeurs  singulières  (4)  étaient  en  nombre  illimité,  il  v 
aurait  à  prendre,  au  lieu  de  la  somme  des  limites  vers  lesquelles 
tendent  les  intégrales  (5),  la  somme  de  la  série  formée  par  ces 
limites  quand  elle  est  convergente. 

2i-i.  Dans  les  cas  où  la  somme  variable  des  intégrales  (5)  n'a 
point  de  limite,  il  peut  arriver  qu'on  lui  en  fasse  acquérir  une  en 
imposant  à  quelques  couples  des  limites  variables  qui  ont  servi  à 
la  former  les  conditions 

mo(l(«" — a)  =  mocl(rt' — a),         inocl(6" — 6)=mod(6' — b).         .... 

Alors  l'intégrale  (6)  reste  bien  toujours  infinie  ou  indéterminée, 
mais  on  dit  qu'elle  a  pour  valeur  principale  cette  limite  spéciale 
dont  la  considération  est  quelquefois  utile. 

Par  exemple,  l'intégrale 

(7)  f   x-f^dx        (k>i), 

prise  sur  l'axe  des  quantités  réelles,  de  la  limite  négative  Xq  à  la 
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limite    positive    X,    est   infinie    ou    indéterminée,    parce    que    la 
somme  (5)  se  réduit  ici  à 


(X-^-+l  — ^Fô*""' 


'-A-4-l_  «,"-/'•+!  Y 


où  «',  a!'  tendent  vers  zéro,  la  première  négativement,  la  seconde 
positivement.  Mais  si  k  est  impair  et  si  l'on  prend  égales  les  valeurs 
numériques  de  a\  ci' .  celte  somme  conserve  la  valeur  constante 


(X--^- 


-A+ 1 


qui  en  constitue  dès  lors  la  limite  et  qui  est  la  valeur  principale 
de  l'intégrale  (7). 

!2io.  Il  faut  noter  avec  soin  qu'aucune  des  expressions  dont 
nous  venons  de  parler  n'est  une  intégrale  définie  autrement  que 
de  nom;  par  suite,  on  ne  peut  leur  étendre  telle  ou  telle  proposi- 
tion du  paragraphe  précédent  avant  de  s'être  assuré  qu'on  en  a 
bien  le  droit,  à  l'aide  d'un  nouveau  raisonnement  institué  par 
exemple  sur  les  expressions  maniables  des  parties  critiques  de 
l'intégrale,  que  les  considérations  du  n''  2i2  permettent  habituel- 
lement de  former. 


CIIAPITKE  IX. 


FONCTIONS    COMPOSEES. 


Circonstances  générales  dans  lesquelles  les  fonctions   composées 

sont  olotropes. 

!2i6.  La  composition  des  fonctions,  qui  en  lait  naître  une  infinité 
de  quelques-unes  en  nombre  extraordinairement  restreini,  est  une 
opération  tellement  courante  qu'on  l'exécute  à  chaque  instant 
presque  sans  en  avoir  conscience.  Elle  consiste  à  substitue/'  aux 
variables  u.  r,  ...  d'une  fonction  donnée 

I  I)  /{u,  C--,    ...), 

autant  d'autres  fonctions  données 

(i)  U(a7,  j,  ..•>,     V(^,7.  ...),      ... 

d'autres  variables  ce,  j',    ...,  ce  qui  engendre  évidemment   une 
nouvelle  fonction  de  ces  dernières 

H)  F(.r,j,  ...)=/[U(:r,j',  ...),     V(^,^^...),     ...1. 

Des  dénominations  spéciales  caractérisent  les  rôles  relatifs  joués 
dans  cette  opération  par  les  diverses  fonctions  qui  y  concourent  : 
les  fonctions  (2)  sont  dites  simples  ;  /(u.,  r,  ...)  se  noniine  la 
fonction  composante  et  F(a:,  y,   .  .  .),  la  fonction  composée. 

Par  exemple,  la  somme,  le  produit,  le  rapj)ort,  etc..  de  plusieurs 
fonctions  simples,  ne  sont  pas  autre  chose  que  des  fondions 
composées  formées  avec  les  composantes 

u 
«  -{-  p  -i- . . . ,     «f  . . . ,    -  >     .... 

».' 

Les  fonctions  rationnelles  soni    celles  que  Ion   prend   le   plus 
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fréquemment   pour   fonctions   simples    et    siirlout   pour  compo- 
santes. 

247.  La  méthode  suivie  dans  cet  Ouvrage  nous  impose,  pour 
cliaque  nouvelle  espèce  de  fonctions,  l'obligation  d'assigner  avant 
tout  les  limites  entre  lesquelles  elles  sont  olotropes.  Pour  les  fonc- 
tions composées  et  dans  un  cas  qui  est  de  beaucoup  le  plus  étendu, 
ces  limites  sont  déterminées  par  le  théorème  suivant  : 

SI  les  fonctions  simples  (2)  sont  toutes  olotropes  dans  les 
aires  limitées  Sj-,  Sj,  .  .  .  et  si  la  composante  (i)  Jouit  de  la 
même  propriété  dans  des  aires  S^,  S^,  .  .  .  contenant  toutes  les 
valeurs  que  font  acquérir  aux  fonctions  simples  les  dii'erses 
valeurs  de  x,  y^  ...  tombant  dans  S^,  Sj,  ...,  la  fonction 
composée  est  certainement  olotropc  dans  ces  dernières  cnres. 

La  grandeur  des  olomèlres  étant  indifTérenlc  à  l'exactitude 
générale  du  raisonnement  (202),  nous  simplifierons  nos  écritures 
en  désignant  simplement  par  8,  2r  deux  quantités  positives  infé- 
rieures, l'une  à  tous  les  olomèlres  des  fonctions  simples  à  la  fois, 
l'autre  à  tous  ceux  de  la  composante.  En  outre,  nous  supposerons 
d'abord  que  les  valeurs  o,  o,  ...  àe  x,  y.,  ...  tombent  dans  les 
aires  S^,  Sj,  ...  et  annulent  toutes  les  fonctions  simples,  que 
les  valeurs  0,0,  ...  de  w,  v,  .  .  .  tombent  pareillement  dans  les 
aires  S,/,  S^,  .  .  .,  et  qu'il  s'agit  de  développer  la  fonction  com- 
posée par  la  formule  de  Maclaurin. 

Pour  la  composante,  un  pareil  développement  donnera  la  série 
entière 

(4)  f(u.   ^,    ...)  =  :S(/-M,N,...«*'t^-^...) 

dont  tous  les  rayons  de  convergence  sont  supérieurs  à  3?;  pour  les 
fonctions  simples,  il  fournira  les  séries  entières 

I   \}{x,y,  ...)  =  S(a„,,„,...^'«j«...), 
<5)  \y{x.y.,  ...)  =  S(6„,, „,.... ^'«7"...), 


qui  ne  contiennent  point  de  termes  constants,  et  dont   tous  les 
rayons  de  convergence  sont  au  moins  égaux  à  0. 

Appelons  maintenant  0'  une  quantité  positive  inférieure  à  0  et  M 
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une  liniilp  sii|n'ri('iirc  commune  des  nioiliilcs  de  tontes  les  fonc- 
tions simples,  dans  les  aires  S.r,  S,-,  .  .  .  accrues  de  zones  addition- 
nelles dont  les  épaisseurs  sont  comprises  cnlrc  o'  cl  o  (181).  Celle 
quanlilé  M  sera  en  particulier  une  limite  supérieure  des  modules 
des  sommes  des  séries  (5),  pour  toutes  valeurs  de  x.,y,  ...  ayant 
des  modules  égaux  à  o';  et,  comme  ces  séries  sont  dépourvues  de 
termes  constants,  on  conclura  du  n°  13!2  que,  pour  des  modules  ;, 
T,,  ...  de  x^  yi  .  .  .  tous  inférieurs  à  o',  les  sommes 

—  V  "^"i, ",-..?       U     •••h        -'V  H'".".--- ?         I      •■•/'         ••• 

des  séries  formées  par  les  modules  de  leurs  termes  sont  toutes 
inférieures  à  la  même  quantité  positive 


M 


[(■~l)(-^)-] 


Cette  expression  tendant  évidemment  vers  zéro,  en  même  temps 
que  i,  r,,  ...  simultanément,  restera  inférieure  à  S'  pour  toutes 
valeurs  de  ces  modules  inférieures  à  une  certaine  quantité  posi- 
tive d  que  l'on  peut  assigner. 

Cela  posé,  le  développement  de  la  fonction  composée  par  la 
série  de  Maclaurin  a  des  rayons  de  convergence  au  moins  égaux 
à  d.  Efifectivement,  la  substitution  des  sommes  des  séries  (5)  à  u, 
\,...  respectivement  transforme  la  série  (4)  en  une  autre  dont  le 
terme  général  est  la  série  entière  en  ^,  jk,  •  •  •  résultant  (IIG,  \l\) 
du  développement  de 

(6)  /.XN„..[S(a,„,„,...:r'«j-"...)]''[:i:(^'/«,«...^'«7«... )]■'''••• 

et  dont  la  somme  des  modules  des  termes 

mo(U-M,N,..,X  [S(:^„,,„,.  J'«r/'.  .  .)]"[S  (|3,„,„,.  J'^r/'.  .  .)]>'  .  .  . 

est  inférieure  à 

(-)  mocI/vM,N,.      <  .t?»'.=?^  ..., 

dès  que  ç,  r,,  .  .  .  sont  inférieurs  à  d.  Or  les  quantités  (■-)  forment 
une  série  convergente,  parce  qu'elles  sont  précisément  les  modules 
des  termes  de  la  série  (4),  pour  des  valeurs  de  u,  v .  ...  ayant  des 
modules  égaux  à  3r,  Sr,   ...   et  par  suite  Inférieurs  à  ses  rayon? 
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de  convergence.  Il  en  résulte  que  pour  des  valeurs  de  x,  y,  ... 
dont  les  modules  sont  inférieurs  à  d,  les  séries  partielles  ana- 
logues au  développement  de  (6)  restent  convergentes,  quand  à 
chaque  terme  on  y  substitue  son  module,  ce  que  nous  savions  déjà, 
puisque  les  sommes  de  ces  diverses  séries  de  modules  forment 
elles-mêmes  une  série  convergente.  On  peut  donc  appliquer  le 
théorème  du  n"  107  à  la  série  qui  a  pour  termes  les  développe- 
ments des  expressions  (6),  et  la  transformer  en  une  autre  procé- 
dant suivant  les  termes  élémentaires  même  de  ces  dévelo])pemenls, 
langés  et  groupés  arbitrairement,  en  particulier  en  une  série 
entière  par  rapport  à.  a:,j',  ...  ;  c'est  précisément  ce  qu'il  fallait 
constater. 

Pour  établir  la  possibilité  du  développement  de  la  fonction  com- 
posée à  partir  de  x^jj'o,  •  •  •  ■,  valeurs  initiales  quelconques  de  ;r, 
r,  .  .  . ,  le  raisonnement  est  le  même,  à  cela  près  que  les  séries  (5) 
sont  remplacées  par  d'autres  entières  en  (x  —  Xq),  {y  — y  a),  -  •  - 
fournissant  le  développement  des  excès 

\j{x,  y,  ...)—\]{xo,  yo,  ■■•),     V(a7,  j-,  .  ..)  — V(.ro,7o,  •••),     •••. 

et  qu'à  la  série  (4)  il  faut  substituer  celle  en  (a  —  Uq),  (ç  —  Vo)i  •  •  • 
fournissant  le  développement  de  la  composante  à  partir  des  valeurs 
initiales  iio  ^  U{xo,  yo^  ■  •  •)'  ^o  =  ^{^o,  fo^  •  •  •)?  •  •  •  •  ^"  trou- 
\era  toujours  d  pour  limite  inférieure  commune  des  olomètres  de 
la  fonction  composée,  parce  que  cette  quantité  dépend  uniquement 
de  M,  ô,  ?j  et  nullement  des  valeurs  initiales  considérées  pour  x, 
y,  ...,«,  (^, 

248.  Ce  théorème  une  fois  obtenu,  celui  du  n"  201  fournit 
immédiatement  les  plus  grands  ravons  de  convergence  du  déve- 
loppement de  la  fonction  composée,  cela  d'après  la  configuration 
des  aires  S^,  S,-,  .  .  . ,  les  positions  qu'y  occupent  les  valeurs  ini- 
tiales de  X,  j,  .  .  .  et  d'une  manière  sensiblement  indépendante  de 
la  grandeur  de  la  quantité  d  ci-dessus,  dont  par  suite  il  ny  a  pas 
à  se  préoccuper.  En  outre,  l'observation  générale  faite  au  n"  203 
étend  sa  validité  au  cas  où  ces  aires  seraient  illimitées  en  tout 
ou  en  partie. 

Nous  abrégerons  son  énoncé  en  disant  simplement  <i\\\'  une  fonc- 
tion composée  reste  localement  olotrope  aussi  longtemps  que 
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A'.v  fonctions  simples  cl  lu  composante  le  ficnieurcnt  toutes 
elles-mêmes. 

Oïl  rclicndra  soijj^ncuscinciiL  que  les  formules  générales  de  la 
théorie  des  fonctions  composées  supposent  toutes  la  réalisation 
préalable  des  conditions  sous  lesquelles  il  subsiste. 

!2i9.  Il  rt'siilte  du  iiicinc  théorème  (m'une  fonction  composée 
entre  dans  une  phase  critique  (li6)  seulement  quand  il  se  pré- 
sente une  phase  singulière  (14i)  (145)  pour  une  ou  plusieurs 
des  fonctions  (simples  ou  composante)  qui  concourent  ci  sa 
génération,  c'est-à-dire  dans  des  cas  que  la  nature  spéciale  de 
ces  diverses  fonctions  permet  toujours  d'assigner  a  priori.  La 
résolution  de  celte  phase  critique  ne  peut  s'opérer  qu'en  faisant 
intervenir  les  propriétés  spécifiques  de  ces  fonctions,  et  elle  donne 
des  résultats  variahles  avec  les  circonstances. 

S'il  s'agit,  par  exemple,  des  fonctions  simples 

\}{x)  =  x-P,         \{x)  =  x-'i 

se  trouvant  dans  des  phases  singulières  pourx  =^  o  (151),  et  de  la 
composante 

s'v  trouvant  aussi  pour  //,  v  infinies,  la  fonction  composée 

entre  pour  x^o  dans  une  phase  critique  se  résolvant  en  une 
phase  singulière  ou  ordinaire,  selon  que  l'entier  z^'xp-àz^/q  est 
négatif  ou  non, 

250.  ^  oici  les  premiers  corollaires  du  théorème  fondamental 
dont  nous  nous  occupons. 

I.  Quand  soit  la  composante,  soit  les  fonctions  simples  se 
réduisent  à  des  polynômes  entiers,  la  fonction  composée  reste 
olotrope  aussi  longtemps  que  le  sont  elles-mêmes  les  fonctions 
simples  dans  le  premier  cas,  la  composante  dans  le  second  ; 
car  les  polynômes  entiers  sont  indéfiniment  olotropes  (150). 
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II.  L'inverse  arithmétique  d' une  fonction  simple  est  olotrope, 
tant  que  celle-ci  reste  olotrope  sans  s  évanouir. 

Car  celle  fonclion  composée,  y^- ; »  a  pour  composanle 

la  fonclion  fractionnaire  simple  -  qui  est   olotrope   pour  loule 
valeur  de  u  non  =;  o  (153). 

III.  Le  rapport  "de  deux  fondions  olotropcs  jouit 

'  (-^j  y-!  •  •  •  ) 

de  cette  propriété  pour  toutes  les  valeurs   des  variables  qui 
n^annulent p)as  son  dénominateur. 

Car  on  peut  le  considérer  comme  une  fonction  composée  de  la 
composante  entière  uv  el  des  deux  fonctions  simples 

\3{x,y,  ...), 


V(2-,7,  ...) 


qui  sont  toutes  deux  olotropcs,  la  première  par  hypothèse,  la 
seconde  comme  inverse  d'une  fonction  olotrope  qui  ne  s'évanouit 
pas  (I),  (II). 

Ce  rapport  entre  dans  une  phase  critique  pour  les  systèmes  de 
valeurs  de  .v,  y^  ...  qui  satisfont  à  l'équalion  V(t,  j)^,  ...)  =  o. 

Si  le  numérateur  ne  s'annule  pas,  celte  fonclion  composée  est 
infinie,  parlant  non  olotrope. 

S'il  s'annule,  il  faut  une  discussion  spéciale  que  nous  ferons  dans 
notre  deuxième  Partie  pour  le  cas  d'une  seule  variable.  Ici,  nous 
remarquerons  seulement  que  dans  le  cas  de  plusieurs  variables  le 
rapport  considéré  peut  varier  de  toutes  les  manières  possibles; 

telle  est,  par  exemple,  la  fonction  —  pour  x  el  y  toutes  deux  infi- 
niment petites. 

I\  .  Une  fonction  rationnelle  est  olotrope  pour  toutes  les 
valeurs  des  variables  qui  n'annulent  pas  son  dénominateur; 
car  elle  est  un  rapport  de  deux  fonctions  qui  sont  entières  el,  par 
suite,  indéfiniment  olotropcs  (TU). 

V.  Une  fonction  rationnelle  de  fonctions  simples  toutes  olo- 
tropes  jouit  de  cette  propriété  tant  cjue  son  dénominateur  ne 
s'évanouit  pas;  car  les  valeurs  des  variables  qui  annulent  ledéno- 
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minateur  sont  les  seules  pouvant  correspondre  à  celles  pour  les- 
quelles la  composante  peut  cesser  de  l'être  (IV). 

l2ol.  On  suit  par  cheminement  la  valeur  d'une  fonction  com- 
posée dont  la  composante  cl  les  fonctions  simples  sont  seule- 
ment localement  ololropes  (175,  IV),  en  construisant  (ra])ord  les 
chemins  jiarcourus  simullanc'ment  j)ar  les  valeurs  des  fonctions 
simples  pour  les  marches  données  de  leurs  variables  x,  y,  ..  ., 
puis  en  faisant  décrire  ces  mêmes  chemins  aux  variables  de  la  com- 
posante. Il  faut  seulement  prendre  les  côtés  des  chemins  suivis 
par  X,  y,  . .  .  assez  petits  pour  que  les  modules  des  accroisse- 
menls  des  fonctions  simples  restent  inférieurs  aux  olomctres  de  la 
composante. 

2o2.  Pour  les  fonctions  composées  remplissant  les  conditions 
du  numéro  précédent,  les  observations  faites  au  n"  177  entraînent 
celles-ci  qui  sont  très  importantes. 

I.  On  a  identiquement 

V{x,y,  ...)=/fU(.r,  y.  ...),  V(^,7,  ...).  ...]=o 

pendant  toute  la  durée  des  cheminements  praticables,  si  Von 
sait  seulement  que  cette  identité  a  lieu  quand  x,  y,  ...  restent 
dans  les  limites  de  convergence  du  premier  développement  de 
cette  fonction  composée. 

II.  On  a  identiquement 

¥{x,y,  ...)^'¥{x,y,  ...) 

dans  les  mêmes  circonstances,  si  Von  sait  seulement  que  cette 
identité  a  lieu  entre  les  premiers  développements  de  ces  deux 
fonctions  composées. 

Différentiation  des  fonctions  composées. 

253.  Quand  les  conditions  sous  lesquelles  nous  avons  énoncé  le 
théorème  du  n"  247  sont  remj)lies,  ce  que  nous  supposerons  tou- 
jours expressément,  le  calcul  des  dérivées  de  tous  ordres  de  la 
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fonction  composée  ne  présente  aucune  difficulté  théorique.  Il 
suffit  effectivement  de  développer  les  accroissements  des  fonctions 
simples  par  la  série  de  Tajlor 


i  Au  =  y 


c/'«+»+--  U         A'»  k" 


dx"^  dy"' ...    i  .1. . .  m   \  .1. .  .  n 

(1)  i    X V  —  V    ^'""^"'^■••V  h"'  A« 

^^  dx'" dy" ...    \  .x.  . .  m   i  .2..  .  .  n 


de  les  substituer  à  ceux  de  a,  c,  ...  dans  le  développement  seni- 
hlable  de  la  composante 


(  -1  )    /(  H  -^  Am,  V  -f-  Ap,  ,  .  .  )  =  2 


cp\+y+...f        Am«  \v^ 


du^W/v^...    i.'^...M  1.2...N 


cl  (le  multiplier  par  les  facteurs  numériques  convenables  (162)  les 
coefficients  des  divers  monômes  entiers  en  //,  /.•,  .  .  .  dans  le  ré- 
sultat développé  et  ordonné  par  rapport  à  ces  accroissements. 

La  structure  des  formules  ainsi  obtenues  est  évidemment  indé- 
pendante des  natures  spéciales,  soit  des  fonctions  simples,  soit  de 
la  composante. 

254.  En  tenant  compte  de  ce  que  les  séries  (•)  ne  contiennent 
pas  de  termes  indépendants  de  A,  A ,  .  .  . ,  on  aperçoit  cette  loi 
générale  avec  moins  de  peine  qu'il  n'en  faudrait  pour  suivre  notre 
raisonnement  si  nous  ne  le  supprimions  pas. 

Une  dérivée  cVordre  total  K  de  la  fonction  composée  est 
toujours  un  polynôme  entier  par  rapport  à  celles,  soit  de  la 
composante,  soit  des  fonctions  simples,  dont  les  ordres  sont 
égaux  ou  inférieurs  à  K. 

Ce  polynôme  est  essentiellement  linéaire  et  homogène  par 
rapport  aux  dérivées  de  la  composante,  meus  son  degré,  par 
rapport  à  celles  des  fonctions  simples,  peut  atteindre  l'entier  R 
sans  toutefois  le  surpasser. 

255.  Nous  appliquerons  celte  méthode  directe  au  cas  seulement 
où  la  composante  se  réduit  au  produit  uviv ...  et  où  les  fonctions 
simples  ne  dépendent  toutes  que  d'une  seule  et  même  variable  x. 
Pour  avoir  la  dérivée  d'ordre  K  de  \J  {x)Y {x)W (x)  .  .  . ,  il  suffit 
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alors  lie  mulliplicr  par  i  . '^> .  .  .  K  le  coefficient  ilc  A''  (hiiis  le  [jpo- 
diiit  (les  (léveloppenicnls 


d"'\J        /?"« 

2 . . .  m 


U  (  a:  -+-  //  )  =   >  —, ■ — 


d"'\\        h'" 
dx'"^    i  ."i.. . .  m 


eirectiié  conformément  à  la  règle  du  n*^  110,  puis  ordonné  par  rap- 
port à  h.  On  trouve  immédiatement  ainsi 


(4) 


DK(UVW...) 

_   Y»  I.2...K  dPU  diY  d'\y 

~  ^à   1 .  2 .../?.  I .  '2  ...</.  I  .../■..  .    dxP    dxi    dx'' 


la  sommation  étant  étendue,  comme  dans  le  binôme  de  Newton,  à 
tous  les  systèmes  distincts  de  solutions  en  entiers  positifs  ou  nuls, 
de  l'équation  indéterminée 

/)  —  7-T-r-!-...=  K. 

Cette  formule,  qui  est  quelquefois  fort  utile,  se  déduirait  encore, 
mais  plus  péniblement,  de  ce  que  nous  allons  dire  svir  le  calcul  des 
dérivées  premières,  par  la  méthode  générale  des  vérifications  suc- 
cessives déjà  employée  au  n"  121  dans  un  cas  tout  difTérent. 

2o6.  Les  raisons  qui  ont  porté  les  géomètres  à  concevoir  plus 
volontiers  une  dérivée  d'ordre  supérieur  comme  résultant  de  plu- 
sieurs difFérentiations  du  premier  ordre  exécutées  consécutive- 
ment (163)  leur  ont  fait,  dans  la  pratique,  préférer  à  la  méthode 
générale  ci-dessus  indiquée  (2o3)  l'emploi  répété  d'une  formule 
très  simple  permettant  d'écrire  immédiatement  les  dérivées  pre- 
mières d'une  fonction  composée.  Ce  procédé  est  d'autant  plus 
avantageux,  qu'on  a  rarement  à  exécuter  des  différentiations 
d'ordres  bien  élevés. 

En  se  bornant,  comme  de  raison  (  lo6),  au  cas  d'une  seule  \a- 
riable  x,  la  dérivée  première  de  la  fonction  composée 

F(^)  =  /[U(a-),  V(r),  VV(:r),  ...] 
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esl  donnée  par  la  formule 

dF  _  d/dV       df  d\_        df  d\W 
dx        du  dx        dv  dx        dw    dx 

où  il  Jaul  naturellement  faire  dans  -y^>  ^-'  ^'  •  •  •  ^^^  substi- 
I Niions  u  =  U(.r),  v  =  V(:r),  <v  =  W(.r),  .... 

Celle  dérivée  est  efTeclivemenl  égale  au  coefficient  de  h  dans  la 
série  obtenue  en  substituant  à  A?/,  Ac,  ...  dans  le  développe- 
ment (•>),  les  séries  (3)/;/"/ree5  de  leurs  premiers  termes.  Comme 
alors  tous  les  termes  restant  dans  ces  séries  contiennent  Ji  en  fac- 
teur, les  termes  en  Ah,  ou  Ap,  ou  . . .  du  développement  (2)  don- 
neront seuls  dans  le  résultat  des  termes  oiî  h  n'entrera  pas  avec  un 
exposant  >i.  On  trouvera  donc  le  terme  en  h  dans  le  résultat 
ordonné  et  réduit,  en  ajoutant  les  produits  obtenus  en  multipliant 

I  7     1  »   •        / o \  df    df 

respectivement  les   termes  en  //   des   séries  (o)  par  —--,  -j--,  ••• 

coefficients  de  A«,  Ac,  ...  dans  le  développement (2),  ce  qui  con- 
duit bien  à  notre  formule  (5). 

257.  En  vertu  de  celte  formule,  une  dérivée  première  quel- 
conque d'une  fonction  composée  de  plusieurs  variables  est  une 
certaine  fonction  entière  des  dérivées  premières  des  fonctions 
simples  et  de  la  composante,  c'est-à-dire  une  nouvelle  fonction 
composée  à  composante  entière,  de  fonctions  dont  nous  savons  cal- 
culer les  dérivées.  Si  donc  on  l'applique  une  seconde  fois  par  rap- 
port à  X  ou  à  j',  .  .  .,  on  trouvera  telle  dérivée  seconde  que  l'on 
voudra  de  la  fonction  composée  considérée.  On  passera  de  la 
même  manière  aux  dérivées  du  troisième  ordre,  et  ainsi  de  suite. 

On  retrouvera  facilement,  en  opérant  de  cette  manière  et  en 
employant  la  méthode  des  vérifications  successives,  la  loi  géné- 
rale signalée  au  n°  loA. 

2o8.  L'application  de  la  formule  (5)  à  des  fonctions  composées 
formées  avec  les  composantes  rationnelles  les  plus  simples  conduit 
à  des  règles  de  différenliation  dont  on  fait  un  usage  continuel. 

I.   Composante  linéaire  et  homogène 

f(u,v,  . . .)  =  au  -^  b{>  -i-  cw  -\- . . . . 
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On  a  (lo7,  3'^) 

du,         '         f/c 

1           '^f 

l'où 

^(aU-^^'V-+-cW-4-... 
dx 

f/U             r/V            ^AV 
~       dx    '        dx           dx 

c'est-à-dire /c/  même  fonction  linéaire  cl  liomogcnc  des  dérivées 
semblables  des  fonctions  simples. 

La  dérivée  du  produit  dune  fonction  donnée  par  une  con- 
stante est  le  produit,  par  cette  constante,  de  la  dérivée  de  cette 
fonction. 

La  dérivée  cV une  somme  ou  d'une  différence  est  égale  à  la 
somme  ou  à  la  différence  des  dérivées,  etc.  {Cf.  1C6). 

II.    Composante  f{u,  r,  (v,    .  .  .)  =  uvw  .... 

On  a 


d'où 


df  df  df 

-^    =  VW  ....  -f-   =  UW  .  .  .  ,  ',—    —  MP 

du  rtc  dip 


^(UVW...)=  ^  VW...--U  ^\V...^UV^  ........ 

On  retombe  sur  la  formule  (4)  écrite  pour  R  =  i . 

m.  Composante  f{u)=  a^,  l' entier  vs  étant  positif  ou  négatif. 
On  a  (157,  2°) 


d'où 


df 

-^  =  wu-^-\ 
du 


d  ,.  ,,      ,  dM 

dx  dx 


Si  Tiî  >.  o,  cette  formule  coïncide  avec  celle  de  l'alinéa  pré- 
cédent pour  un  produit  de  to  fonctions  simples  égales  à  U(x). 
Pour  TU  :=  —  r ,  elle  se  réduit  à 


d^^__ \_d^ 

dx  V  ~       U2  dx 
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lY.    Composante  f{u^  ^')  ^^^  ~' 


On  a  (lo7,  P/',  3") 


il  en  résulte 


4f  _  1  (^.f 

du        ^■  dv 


V  '1^-  _  TJ  ^ 
d    \}         \    d\j         U   dV  dx  dx 


dx  \         V   dx        V2  dx 

V.    Composante 


y-i 


«1     t'i 


<létei'ininani  croidre  quelconque  q^  des q-  variables  //| ,  r, .  .... 

"2,  »'j, 

Le  développement  du  même  déterminant  des  fonetions  simples 


(0) 


U,    V, 
U,     Va 


puis  la  différentiation  de  ses  termes,  exéeutée  comme  ci-dessus  (II), 
puis  enfin  des  groupements  évidents  des  résultats  de  ces  opérations 
conduisent  immédiatement  à  cette  règle  :  Pour  former  la  dérn'ée 
du  déterminant  (G),  il  suffit  d'y  remplacer  tour  à  tour  cliaque 
ligne  [ou  bien  chaque  colonne) par  la  file  correspondante  des 
dérivées  de  ses  éléments,  et  d'ajouter  les  q  déterminants  ainsi 
obtenus. 

259.  Quand  on  rencontre  l'intégrale  définie  (8)  du  n"  231, 
ses  limites  ^o?  ^  sont  quelquefois  des  fonctions  de  la  variable 
paramétrique  .r',  ce  qui  fait  d'elle  une  fonction  composée  de  x' . 
Pour  la  différentier,  il  faut  alors  ajouter  à  la  différence  (lo)  du 


d\ 


dXn 


11"  232   les   produits  par  ~j—,  et  -y^  des  dérivées  de  l'intégrale, 

prises  par  rapport  àX  et^o,  qui  sont/(X,  x')  et  — /(.^o,  ^')(228). 
La  formule  (g)  du  n°  232  se  trouve  alors  remplacée  par 


A 
dx 


1   /    /(^>  x')dx=    l 


df{x,  x') 
dx' 


dx 


■■^^^'^'^S-'^^^O'^'^ë 
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!2o9  his.  On  simplifie  liahilucllcmcnl  récriture  en  rcpr(5scnlanl 
par  les  n)ènies  lellres  les  variables  indépendantes  de  la  com|)o- 
sanlc  et  les  fonctions  simples  qui  doivent  leur  être  respectivcmeni 
sul)slilu(''cs.  Kn  nit'Mic  temps,  nous  éviterons  certaines  confusions 
en  réservant  le  caractère  d  pour  la  notalion  des  dérivées  de  la 
composante. 

De  celle  manière  /(//,  r,  .  .  .)  rcj)r('-sentera  aussi  bien  une  fonc- 
tion composante  que  la  fonction  composée  naissant  de  la  substitu- 
tion de  U(x),  V(.c),  .  .  .  à  «,  r,  .  .  .  ;  et,  au  lieu  de  la  formule  (5), 
on  écrira  simplement 


di- 

_ 0/  du        ôf  dv         ùj    d\v 

eu 

du  dx  ~^  dv  dx        dw    dx 

Beaucoup  d'auteurs  emploicnl  le  caractère  d  ou  bien  ù^  selon 
(pril  s'ai;it  de  noter  les  dérivées  d'une  fonction  (sinq)Ie)  à  une 
si'ide  ou  à /j///.s'«e///.y  variables  indépendantes;  jnais  nous  n'aper- 
cevons aucune  utilité  à  cette  distinction. 


Intégration  des  fonctions  composées. 

!260.  La  différentiation  des  fonctions  composées  vient  de  nous 
(■onduire  à  une  classe  d'expressions  que  l'on  rencontre  à  chaque 
instant  et  dont  il  importe  que  nous  donnions  une  définition  géné- 
rale. 

Etendant  les  notions  posées  au  commencement  de  ce  (Chapitre, 
nous  appellerons  /o/?c//o/i  composée  diJ/'ci-entieUe  toute  fonction 
composée  proprement  dite  de  variables  indépendantes  données, 
de  fonctions  de  celles-ci  et  aussi  de  diverses  dérivées  de  ces  der- 
nières. A  ces  mêmes  dernières  nous  conserverons  le  nom  de  fonc- 
ùons  simples,  et  celui  de  composante  à  la  fonction  dont  on  a  ainsi 
remplacé  les  variables  primitives  par  les  variables  indépendantes 
définitives  et  par  les  fondions  simples  accompagnées  dequebjucs- 
unes  de  leurs  dérivées. 

L,' ordre  d'une  fonction  composée  din'érenlielle,  par  rapport  à 
telle  de  ses  fonctions  simples,  est  le  plus  élevé  des  ordres  totaux 
des  dérivées  de  celte  dernière  (pii  entrent  en'ecti\ement  dans  la 
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l'onction  composée  dont  il  s'agit.  Par  exemple, 

fi  ^  ^    V   ^  — 

•^r'      '  dx'  '  "'  dxP  '      '  dx'  '  *  ■'  dx'i 

est  une  fonction  composée  différentielle,  de  composante  /'  et 
d'ordres  p,  q  par  rapport  aux  deux  fonctions  simples  U,  V  de  la 
seule  variable  x. 

On  peut  considérer  les  fonctions  composées  proprement  dites 
comme  des  fonctions  composées  diff'érentielles  mais  d'ordres 
lous=:  o  par  rapport  aux  diverses  fonctions  simples.  Par  opposi- 
tion, on  les  nomme  aussi  des  fonctions  composées  y/ /i/(?5. 

D'après  cette  définition,  les  dérivées  d'une  fonction  composée 
finie  se  présentent  sous  forme  de  fonctions  composées  diff'éren- 
lielles  des  fonctions  simples,  dont  les  ordres  sont  égaux  à  ceux 
des  dilTérentiations  génératrices  (254).  Mais,  par  rapport  aux 
dérivées  elles-mêmes  des  fonctions  simples,  leurs  composantes 
sont  essentiellement  entières  et  particularisées  en  outre  par  k\q.'> 
Iraits  spéciaux. 

261.  Comme  les  dérivées  des  fonctions  simples  sont  ololropcs 
aussi  longtemps  (pie  celles-ci  (IGo),  il  suffit  encore  pour  que  les 
théorèmes  fondamentaux  des  n"*  247,  256,  257  soient  applicables 
à  une  fonction  composée  différentielle,  que  ses  fonctions  simples 
el  sa  composante  soient  toutes  olotropes. 

On  notera  avec  soin  que  toute  différentialion  première  aug- 
mente de  I  V ordre  d'une  fonction  composée  différentielle  par 
rapport  à  toute  fonction  simple  contenant  effectivement  la 
variable  intéressée. 

262.  Nous  rencontrerons  souvent  des  fonctions  composées  (finies 
ou  différentielles)  formées  avec  des  composantes  déterminées  et 
des  fonctions  simples  indéterminées,  et  nous  aurons  à  utiliser  les 
propositions  suivantes  : 

Pour  cpû  une  fonction  composée  différentielle  (260) 
de  fonctions  simples  indéterminées  U,   V,    .  .  .    des  variables 
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indépendantes  x^  j',  .  .  •  vo/V  nulle  idenliquement,  c^esL-à-dîra 
quelles  que  soient  jc^j-,  .  .  .  et  aussi  les  fonctions  prises  pour  U, 
V,  .  .  . ,  il  faut  et  ilsufjit  que  sa  composante  f  le  soit  elle-même. 

Appelons  iM,  N,   ...   les  ordres  de   la  foneLioM  eoniposc'c   pai- 
rapport  à  U,  V,  ...  respeclivement,  el 


des  polynômes  de  degré  M,  N,  .  .  .  en  x  —  Xq,  y  — y^,  .  .  . ,  où  les 
coefficients 

j   ....     u'"''/.-..),     ... 

(2)  {....,      V^P'f'-^       ... 


sonL  absolument  indéterminés. 

11  est  évident  que,  pour  x^  y,  .  .  .  = 

(3)  ■2:"o,     JKor       

la  fonction  résultant  de  la  substitution  de  ces  polynômes  entier; 
à  U,  V,  ...  respectivement  prend  la  valeur 

(4)/(^o,^o,..mU'o»'°'-^u'„^0'-^u1,0''' ■•',...,li'oO.'''-',iiV''''-',i''o'''''"' ) 


Si  donc  cette  valeur  est  toujours  nulle,  l'expression  (4)  où  les 
quantités  (2),  (3)  seraient  considérées  comme  autant  de  variables 
ind('pendantes,  constitue  une  fonction  identiquement  nulle.  Or 
cette  fonction  est  précisément  ce  que  nous  appelons  la  compo- 
sante; donc  la  condition  posée  est  nécessaire;  il  est  évident  d'ail- 
leurs qu'elle  est  suffisante. 

263.  Pour  que  deux  fonctions  composées  telles  que  (i)  soient 
égales  identiquement,  il  faut  et  il  suffit  que  leurs  composantes 
le  soient  l'une  à  l'autre.  Car  leur  difTérence  devant  s'évanouir 
quelles  que  soient,  et  les  fonctions  simples  mises  à  la  place  dos 
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indéterminées  u,  v,  .  .  . ,  et  les  valeurs  considérées  des  variables,  sa 
composante,  c'est-à-dire  la  différence  de  celles  des  fonctions  com- 
posées considérées,  doit  être  identiquement  nulle  (262). 

264.  De  quelque  manière  qu'elles  aient  été  obtenues,  deux 
expressions  d\ine  même  dérivée  de  nature  donnée  quelconque 
d'une  fonction  telle  que  (i),  au  moyen  de  x,  y,  ..  .,  de  U, 
V,  ...  et  de  leurs  dérivées,  sont  nécessairement  identiques 
(c'est-à-dire  sont  égales  identiquement  quand  on  y  considère  un 
instant  toutes  ces  quantités  comme  autant  de  variables  indépen- 
dantes les  unes  des  autres). 

Effectivement,  ces  deux  expressions  sont  aussi  des  fonctions 
composées  différentielles  de  U,  V,  ...,  que  l'attribution  à  ces 
fonctions  simples  d'un  même  groupe  quelconque  de  détermina- 
tions particulières  rend  nécessairement  égales  entre  elles,  quelles 
que  soient  les  valeurs  des  variables  indépendantes  x,  j,  .  .  .  (263). 

265.  Voici  maintenant  l'énoncé  général  d'un  problème  dont 
des  cas  particuliers  variés  se  posent  fréquemment  : 

Trouver,  s'il  en  existe,  toutes  les  fonctions  composées  diffé- 
renlielles  des  fonctions  simples  indéterminées  w,  v,  ...  des  va- 
riables indépendantes  x,y,  .  •  . ,  qui  ont  pour  dérivées  d'ordres 
partiels  déterminés,  des  fonctions  composées  différentielles 
données  des  mêmes  fonctions  indéterminées  u,  v.  .... 

Comme  toute  différenliation  du  premier  ordre  augmente  de  i, 
relativement  à  la  variable  qu'elle  intéresse,  les  ordres  partiels  les 
plus  élevés  des  dérivées  des  fonctions  simples  figurant  dans  une 
fonction  composée  différentielle  donnée  (261),  on  obtiendra  évi- 
demment ces  ordres  partiels  maximums  pour  la  fonction  inconnue, 
eu  retranchant  respectivement  des  valeurs  qu'ils  ont  dans  les  fonc- 
tions différentielles  données  celles  qu'ils  ont  dans  les  différenlia- 
tions  devant  transformer  la  fonction  composée  inconnue  dans  les 
fonctions  composées  données. 

On  écrira  ensuite  la  fonction  composée  différentielle  la  plus 
générale  de  u,  v,  .  .  .,  où  tous  ces  ordres  partiels  aient  les  valeurs 
ainsi  trouvées;  on  développera  ses  diverses  dérivées  spécifiées  dans 
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renoncé;  puis,  en  vertu  du  Icniiue  du  n"  l2()i,  on  identifiera  ces 
développements  aux  fonctions  composées  dlfTérenlielles  données. 
Cette  opération  fait  connaître  un  certain  nombre  de  dérivées  par- 
tielles de  la  composante  inconnue,  dérivées  desquelles  il  ne  res- 
tera plus  ([u'à  remonter  à  cette  dernière  en  exécutant  les  intégra- 
tions cxj)llc|uées  aux  n"^22l  et  suivants. 

Des  conditions  de  deux  sortes  sont  nécessaires  à  la  possibilité 
du  problème  :  il  faut  d'abord  que  l'identification  soit  possible;  il 
faut  ensuite  que  les  intégrations  soient  exécutables,  c'est-à-dire 
que  certaines  conditions  d'intégrabilité  soient  remplies.  Quand 
elles  le  sont,  la  solution  générale  du  problème  comporte  les 
mêmes  constantes  et  fonctions  arbitraires  de  x,  y^  ...  que  si  les 
fonctions  composées  différentielles  données  étaient  remplacées 
j)ar  de  simples  fonctions  de  x,  y,  .... 

!266.  Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  les  ordres  partiels  de 
la  fonction  composée  inconnue,  calculés  comme  nous  l'avons 
dit,  se  réduisent  tous  à  zéro,  c'est-à-dire  où  il  s'agit  de  trouver 
une  fonction  composée ^nie  ayant  pour  dérivées  d'ordres  par- 
tiels déterminés  des  fonctions  différentielles  données  {bien 
entendu  de  mêmes  ordres  partiels  maximums). 

Soil  vdovs  f\x ., y ^  .  .  . ,  M,  c,  .  .  .)  la  fonction  composée  inconnue; 

les  développements  de  ses  dérivées  spécifiées  dans  l'énoncé  sont 

à  l'égard  des  dérivées  de  m,  v,   .  .  .  par  rapport  à  .r,  r,  .  .  . ,  de 

simples  polynômes  entiers  ayant  pour  coefficients  telles  ou  telles 

dérivées  partielles  de  la  composante  f  par  rapport  à  ses  propres 

variables  x,  y,  ....   m,   t',    ...   (Soi).  Cette  séparation  absolue 

entre  x,  y^  ...,«,  t^,  ...  ne  figurant  que  dans  les  coefficients  de 

1       ,  ,,  du    du  d"'+"+--ii  dv 

ces  polynômes  dune  part,  et  ^,^,  ...,-^_^___,  ...,_,  ... 

V  jouant  le  rôle  de  quantités  ordonnatrices  d'autre  part,  rend 
l'identification  exécutable  à  vue,  soit  négativement,  soit  affir- 
mativement, et,  dans  ce  dernier  cas,  elle  fournit  sans  aucun 
calcul  les  dérivées  partielles  de  y  à  soumettre  aux  intégrations 
finales. 

267.    Comme  application  d'ailleurs  fort  utile,  cherchons  la  fonc- 
tion composée  finie /(.r,  j-,   ...,  «,  r,   ...)  qui  a  les  fonctions 
M.  -  I.  i5 
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composées  différentielles  du  premier  ordre  données 
^  /  du    du  dv     dv 


dx     dy  '  dx    dy 

( 5 )  {  --  /  du    du  dv     dv  \ 


pour  dérivées  premières  par  rapport  à  j:,  y,  ...  respectivement. 

Comme  on  a 

df  _  àf      ^  <^      <^  ^ 

dx       dx       du  dx       dv  dx       *  '  '  ' 

dl  _dj_        dfdu    ^    df  ch 

dy       dy       du  dy       dv  dy       '  '  '  ' 


la  possibilité  de  l'identification  exige  que  les  fonctions  différen- 
tielles données  (5)  se  réduisent  aux  formes 


,,  du      ..  dv 

X  +  U-ï — hV-5 — h..., 
dx  dx 

j,  du       -.  dv 

Y-4-U^--i-V-^ — h..., 
dy  dy 


,       »  ,.     ,    .  du     dv  du     dv  r. 

polynômes  linéaires  en  -y-,  -j-'  •••'-T->-r-'  •••  ayant  pour  coer- 

r     J  dx    dx  dy    dy  -^  ^ 

ficients  des  fonctions  de  x,  y^  .  . .,  a.,  r,  .  .  .  seulement;  après 
quoi  on  aura 

f{x,y,  ...,  u,  V,  ...)=^f{Xdx^Ydy-^...-r-  \5du -^\  dv  ^. . .) 
=  /o{x,y,  ...,  u,  V,  .  ..)^C, 

si  toutefois  la  diff'érentielle  est  exacte,  /o{x,  j',  .  .  . ,  n,  ç,  . .  .) 
désignant  quelque  détermination  particulière  et  C  une  constante 
arbitraire. 

1268.   Cherchons  encore  la  fonction  composée  finie/(^,  u)  ayant 

/  du    d-  u 

•^  \    '     ''  dx^  dx'^ 

pour  dérivée  seconde  par  rapport  à  x. 
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Ici  l'on  a 

dx^        ôx'^  ôx  du  dx        ôu'^\dx)         On  dx'^' 


Il  laut  donc  que  ^  se  réduise  à 

X,,,+  ,X,,^+Xo,.^^j   4-Xo..^,, 

polynôme  linéaire  en  -^,  du  second  degré  en  —,  et  dont  les 

coefficients  sont  fonctions  de  x,  u  seulement.  Si  cette  condition 
est  remplie,  l'identification  est  possible  et  donne 

dTi-^'^"       d^--^'^"       5^^--^''"       ^  =  '^"'2' 

équations  difterentielles  à  intégrer  par  les  méthodes  des  n°^  221  et 
suivants. 

Les  conditions  d'intégrabilité  sont 

^0.1  _  ^  d\o^i  _  <^X.2.o  _  f/X,,,  _ 

dx         "    '  '  du         '    '"'  du  dx    ' 

si  elles  sont  satisfaites,  deux  intégrations   indéfinies  donneront 
successivement 

^  =  f{\2,odx  -h  X,,,  du)  =  Xj,o  -\-  Gi,o, 

f(x,  u)  =/[(X,,o-f-  Gi,o)<r^J^4-Xo,i(:/«]  =  Xo,o-+-  Gi,oJ^-  -i-  Ga,o, 

formules  où  X,^o)  Xo,o  représentent  des  déterminations  particu- 
lières des  intégrales  indéfinies  que  l'on  choisira  à  volonté,  et  C\^o, 
Co,o,  deux  constantes  arbitraires. 

269.  Dans  le  cas  général  du  prol)lème  qui  nous  occupe,  les 
intégrations  ne  se  présentent  pas  autrement,  mais  l'identification 
est  infiniment  plus  laborieuse,  parce  que,  dans  les  expi'essions  entre 
lesquelles  il  faut  l'exécuter,  les  dérivées  des  fonctions  simples 
indéterminées  entrent  non  seulement  d'une  manière  entière  en 
dehors  des  dérivées  partielles  de  la  composante  inconnue,   jnais 
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encore  dans  ces  dérivées  elles-mêmes.  Nous  nous  contenterons  de 
l'exemple  suivant  pour  montrer  comment  les  choses  se  passent. 

On  demande  la  fonction  composée  différentielle  de  la  seule 
fonction  simple  indéterminée  u  de  la  variable  x,  qui  a 

-,  /  du    d^u  dk  u  \ 

pour  dérii'ée  première. 

Si  k  est  bien  l'ordre  effectif  àc  celle  expression,  c'est-à-dire  si 
la  dérivée  partielle  de  la  composante  ^  par  rapport  à  celle  de  ses 

propres  variables  que  -y-r.  a  remplacée,  n'est  pas  identiquement 

nulle,  la  supputation  indiquée  d'une  manière  générale  au  n°  265 
donne  A"  —  i  pour  ordre  effectif  de  la  fonction  composée  inconnue, 
que  nous  représenterons  en  conséquence  par 

f{x,  u,  u',  u",  .  ..,  u^/'-»'), 

en  désignant  par  ;/',  u" ,  .  .  . ,  «<*"'>,  pour  abréger,  les  dérivées  de  u, 
et  par/ la  composante  à  trouver. 
Comme  dans 

df       ùf      Of    ,      df    „      df    ,„  dj        ... 

dx        dx    '    Ou  du  du'  '  '  '       dw'^-i' 

;/;'*^  entre  linéairement,  il  faut,  pour  la  possibilité  de  ridentifi- 
cation,  que  cette  dérivée  entre  de  la  même  manière  dans  l'expres- 
sion donnée,  et  par  suite  que  l'on  ait 

X{x,  M,  U,  u",  ...,  î^'A-0  =  X(^--i'-4-  U'^-i'at^-', 

X<*~'',  U^*~'^  représentant  certaines  fonctions  connues  de 

(7)  X,  u,  u',  u",  ...,  a''''-" 

seulement  que  nous  avons  à  considérer  maintenant  comme  autant 
de  variables  indépendantes. 

Si  la  condition  est  remplie,  l'identification  donne  d'abord 

(•S'y  -^     =  Tja--i' 
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puis 

(9)  %  +  '4-  «'+  -f^  «"■^-  •  -^  T^  «''-"  =  X'^'-". 

•'^  Ox       Ou  Ou  Ou^i^--^ 

Celle  rclalion  (liflTércnliéc  par  rapporl  à  m"*'^  dcvicnl 


,     ,  lOxOu^''-^^    "  djfdji*'^-" 

(lO) 


d'-f  ..,.._n1    ,         '^Z       _  ^X'^'-" 


fjn^k-î)  du(k-i)  Ou^f-—^^        Ou^f^- 


en  ajoulanl  membre  à  membre  les  prodiills  par  i ,  ;/,  «",  .  .  . ,  ;/^~' 
des  résultais  de  la  diirérenliation  de  bi  relalion  (8)  par  rapport 
à  .r,  w,  ;/.  .  .  .,  ;/'^~-^  respectivement,  ou  trouve 


c)2/_  ^  d^/  ,  ^  0\f 


/(A--1) 


dx  Ou  Ou'^-" 

relation  qui,  retranchée  de  (lo),  laisse  précisément 

Of      _  0\^k-u  _  pdUU-i)  c)U'^-'-'     .^.^,,1  _        _^, 

ce  dernier  membre  étant  une  fonction  connue  des  variables  (7). 
Moyennant  quoi,  la  relation  (9)  donne 

(,.^)   ^  +  ^  u'  +  . . .+  -4^  «^--  -  Xi'i-"  -  Ut^-î'îff'^-i)  =  \^k-r_ 
Ox       Ou  Ou'-'^-^' 

ce  dernier  membre  étant  encore  connu. 

Tl  esl  clair  maintenant  qu'en  opérant  sur  les  relations  (12),  (i  i), 
comme  nous  venons  de  le  faire  sur  (9),  (8),  on  trouvera 

ll(k-3)  —  Xf-k-3' , 


*"'  ■V,y,,,      ^_¥ 


[  Ox       Ou  '  '  '       du'^-*' 

puis  de  même 


(i4) 


du(A-i) 


\  Ox       Ou  Ow'^-"' 
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et  ainsi  de  suite  jusqu'à 

<■«)  %  =  ^- 

Cela  posé,  on  déduit  immédiatement  des  formules  (lO),  (i5),  . . ., 
(■0,(8) 

f[T.  a,  H,  il",  ....  «/'^'-i)] 

=  flXclx-i-l]  du  -V-  U'du' -+-...+  U'^-2'  ^a(/'-!"  +  U'/--"  f/a'/'-" ], 

à  condition,  bien  entendu,  que  la  différentielle  soit  exacte. 

Tous  les  autres  cas  ne  diffèrent  de  celui-ci  que  ytar  une  conijill- 
cation  de  calculs  qui  croît  d'une  manière  très  rapide. 

270.  Aux  considérations  de  ce  genre  se  rattache  Vintégration 
par  parties,  transformation  employée  à  chaque  instant,  soit  pour 
le  calcul  effectif  de  beaucoup  d'intégrales  indéfinies,  soit  pour  la 
réduction  à  d'autres  plus  simples,  de  celles  qu'on  ne  peut  exprimer 
au  moyen  de  fonctions  antérieurement  connues. 

L'identité  évidente 

donne  immédiatement 

formule  applicable  à  toute  intégrale  indéfinie  oii  la  fonction 
sous  le  signe  f  est  décomposable  en  deux  facteurs  dont  l'un 
se  trouve  être  la  dérivée  d'une  fonction  connue. 

271.  La  formule  analogue 

/  Li  —, dx  =  Ij  — ; = h . . . 

r/m-i  U  f/'«  TJ 

^(-iyn-1  ^ î^  V-(-i)'"-'/V  V^  dx, 

'  dx"^-^  '        •'       dx>" 
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dont  on  a  besoin  quelquefois,  s'cLahlit  en  appliquant  m  fois  la 
prccédcnlc  (ij)  à  rinlcgralc  considérée,  ou  bien  en  observant 
simplement  que  les  dérivées  de  deux  membres  sont  identiquement 
égales. 

272.  En  remplaçant  les  intégrales  indéfinies  de  la  formule  (i-) 
par  des  déterminations  j)articulières  rendant  les  deux  membres 
égaux  quelle  que  soit  ^,  on  trouvera  en  marcbant  sur  un  même 
chemin  d'intégration, 

où  la  notation  placée  en  tète  du  second  membre  représente  l'excès, 
sur  sa  valeur  initiale  en  Xq,  de  la  valeur  finale  acquise  par  la  fonc- 
tion UV  après  le  parcours  du  chemin  d'intégration. 

C'est  V iiitégral'ion  par  parties  du  calcul  des  intégrales 
définies. 

272  bis.  Les  questions  qui  ont  été  traitées  dans  ce  paragraphe 
et  dans  le  précédent,  celles  qui  le  seront  dans  les  Chapitres  sui- 
vants, sont  de  beaucoup  les  plus  intéressantes  de  celles  qui  peuvent 
se  poser  à  propos  des  fonctions  composées.  Mais  il  y  en  a  bien 
d'autres,  dans  lesquelles  il  est  toutefois  inutile  que  nous  nous 
eng^airions. 


Séries  ayant  pour  termes  des  fonctions  olotropes  d'un  même 
groupe  de  variables  indépendantes. 

273.  Les  analogies  nombreuses  existant  entre  la  50/«/?«e  d'une 
série  convergente  et  une  somme  proprement  dite  de  quantités  en 
nombre  limité  rapprochent  aussi  des  sommes  ordinaires  de  fonc- 
tions simples  les  séries  dont  nous  allons  nous  occuper,  et  assignent 
par  suite  à  leur  théorie  une  place  toute  naturelle  à  côté  de  celle 
des  fonctions  composées.  En  voici  d'abord  la  première  base. 

Si  les  fonctions 

f\{x,y,  ...),    Mx^y,  ...),     ....     fp{x,y,  ...),     ... 
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sont  toutes  olotropes  dans  les  aires 

(1)  S.„    Sj,     ... 
avec  les  mêmes  olomètres 

(2)  Oj-,     ôy,      ...; 

si,  de  plus,  dans  les  aires  (1)  accrues  de  zones  additionnelles 
d^  épaisseurs 

(3)  oi,     83.,     ... 

inférieures  aux  quantités  (2),  on  peut  assigner  aux  modules 
des  valeurs  de  ces  fonctions,  des  limites  supérieures  {indépen- 
dantes de  X,  y,  .  .  .)  formant  une  série  convergente 

(4)  M,-+-M2  +  ...-+-M,.-4-.... 
cas  auquel  la  série 

(5)  fi{^,y,  ...)^fi{x,y,  ...)  +  ...^fg{x,y,  ...)+... 

ne  peut  manquer  de  V  être  aussi,  la  somme  F  (a:,  y,  .  .  .)de  cette 
même  série  est  certainement  olotrope  dans  les  aires  {\)avec  des 
olomètres  au  moins  égaux  aux  quantités  (3). 

Développons  fg{x,  y,  .  .  .)  par  la  formule  de  Tajior  à  partir 
de  valeurs  initiales  x^,  y^^,  .  .  .prises  à  volonté  dans  les  aires  (i); 
comme  d'une  part  cette  série  entière  en  x  —  x^,  y — y^^  ... 
admet  les  rayons  de  convergence  (2)  supérieurs  à  (3),  comme 
d'autre  part  le  module  de  sa  somme  reste  inférieur  à  M^pour  tous 
modules  de  ces  différences  égaux  à  ces  dernières  quantités,  la 
somme  des  modules  de  ses  termes,  pour  tous  modules  ^,  rj,  .  .  . 
(le  ces  mêmes  différences  pris  au-dessous  des  quantités  (3)  est, 
d'après  le  théorème  du  n°  132,  inférieure  à 


M. 


[(-é)(-è)-] 


Cette  quantité  est  le  terme  général  d'une  série  convergente, 
parce  qu'on  l'obtient  en  divisant  celui  de  la  série  (4)  qui  est  sup- 
posée l'être  par  un  diviseur  indépendant  de  g.  Le  théorème  du 
n°   107  est   donc  applicable    à  la  série  de  séries  partielles,  dans 
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laquelle  se  Iransforme  la  proposée  (;">)  par  le  développcmenl  simul- 
tané (le  tous  ses  termes.  Comme  on  peut,  ainsi  déplacer  ei  i,^roupcr 
arbitrairement  les  termes  élémentaires  de  ces  dévelo|)pements,  on 
peiil  en  particulier  mctlr(;  F(.r,  jk,  ...)  sous  forme  d  une  si'ilc 
entière  en  (.r  —  Xq),  {y — yo)^  •  •  •  admettant  les  rajons  de  con- 
vergence (3);  c'est  précisément  ce  qu'il  fallait  jirouver. 

274.  Sot/s  les  mêmes  conditions,  on  a,  comme  s'il  s^ agissait 
(V une  somme  de  fonctions  simples  en  nombre  limité  (258,  1), 

dP^i^-¥{x,y,  •  • .)  _  V^    di'+'i-^-ff.{x,y,  .  .  .) 
dxP  dy'i .  .  .  ~  ^g-  d.TP  dy'l ... 

Car  on  vient  de  voir  (pic  pour  obtenir  le  coefficient  de  IiP k'i .  .  . 
dans  le  développement  de  F(.r  +  A,  r -h  A",  •  •  •),  il  suffit  de 
sommer  les  coefficients  des  termes  semblables  dans  ceux  de 

fi(x  -h  h,  y  -+-  k,   .  .  .),     f.,{x  -+  h,  y  ^  /.....  i.      .... 

27o.  Relativement  à  l'exécution  du  calcul  inverse  des  dérivées 
sur  de  pareilles  séries,  on  a  des  propositions  analogues  dont  voici 
un  tj'pe  plus  que  suffisant  pour  nous;  il  fait  pendant  à  l'intégra- 
tion par  décomposition  (21o,  II). 

Sous  les  conditions  énumérées  au  n°  273,  en  posant 

(6)  Y{x)=^fy{x)+Mx)-^...^f,.{x)  +  ... 

et  en  représentant  par  ^^''ff{x)dx^  le  résultat  de  R  intégra- 
tions indéfinies  exécutées  sur  f(x),  on  a  aussi 

(;)  ^^^fF(x)dx^^  =  '^)ffi(x)dx^^.  .  .-^  («!//„„  (,r)  f/^r^^.  ... 

pourvu  que  dans  le  second  membre  et  pour  une  même  valeur 
initiale  Xq  de  x,  tombant  dans  l'aire  Sx,  les  valeurs  initiales 

des  intégrales  indéfinies  et  de  leurs  dérivées  d'ordres  i ,  i 

(K  —  \)  forment  K  séries  toutes  convergentes. 

Si 

«'«■'  -^  «'.<?■' {x  —  Xo)  -h  .  .  . 

est  le  développement  de  f^r^x),  celui  de  ^g[x),  détermination 
de  '^^ffg(x)dx^  qui  s'annule  pour  .r  =  Xq,  elle  et  ses  (K  —  i)  pre- 
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mières  dérivéeSj  est 

<\(x-a:o)^-i-       ^     "fl -(^-roy^+«+...         (215,1); 

1.2..  .K  2.3..  .(K-M) 

el  comme,  en  attribuant  à  (x  —  x^)  un  modale  S  <<  o'^.,  la  somme 
des  modules  des  termes  du  premier  de  ces  développements  est 
inférieure  à 

la  même  somme  pour  le  second  développement  le  sera  à  plus 
forte  raison  à 


0.r 


'<?- 


terme  général  d'une  série  convergente,  comme  la  quantité  précé- 
dente l'était  déjà. 

En  raisonnant  donc  comme  au  n"  273,  on  trouvera  que  la  série 

f,(a7)  +  f2(:r)  +  ...-)-f„(:r)--... 

est  convergente,  que  sa  somme  -i' (x)  peut  être  mise  sous  forme 
d'une  série  entière  en  x  —  Xa  et  qu'elle  est  précisément  la  déter- 
mination de  '^*^'fF(x)dx^  qui  s'annule  avec  ses  K  —  i  premières 
dérivées  pour^  =  x^,  car  dans  J^(;r)  le  coefficient  de  (x  —  Xq)'"'^'^ 
est  ainsi 


(m  -I-  i)(m  ^  2). .  .{m  -+■  K) 


T-A< 


rW  . 


c'est-à-dire,  en  vertu  de  la  relation  (6),  celui  même  du  terme  sem- 
blable dans  le  développement  de  la  détermination  dont  il  s'agit. 
Si  maintenant  on  appelle  U'"^,  U"\  .  .  .,  U**^"^'  les  sommes  des 
séries  toutes  convergentes  par  hypothèse 


«y" 

(1) 


''  '  '     -i-  ;/  V  .. 

(8)  ^   "^  -         ^ 


que  forment  les  valeurs  initiales  des  intégrales  du  second  membre 
de  la  formule  (7),  à  elles-mêmes  et  à  leurs  dérivées  d'ordre  i, 
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y,  .  .  .,  (K—  i),  on  a 

I  I  .  2  .  .  .  (  K  —  1  ) 

d'où  résulte  rcxaclilmle  de  la  formule  en  question  à  cause  de 

"  "  1  ^         1 .2. . .  (K  —  i;        " 

Le  cheminemenl  étend  ensuite  Ja  même  relation  à  tout  l'inté- 
rieur de  l'aire  S^-;  car  après  chaque  pas  les  valeurs  finales  des 
intégrales  du  second  membre  et  de  leurs  dérivées  d'ordres  i, 
2,  . .  .,  (K  —  i)  forment  K  séries  convergentes,  et  ce  sont  précisé- 
ment elles  qu'il  faut  prendre  comme  valeurs  initiales  pour  faire  le 
pas  suivant. 

Si  les  séries  (8)  restent  convergentes  quand  on  en  réduit  les 
termes  à  leurs  modules  (on  peut  évidemment  toujours  s'arranger 
de  manière  qu'il  en  soit  ainsi),  on  aperçoit  sans  peine  qu'au  bout 
d'un  même  chemin  quelconque  tracé  dans  l'aire  Sj-  les  modules 
des  valeurs  des  intégrales  figurant  dans  la  série  (7)  sont  respecti- 
vement inférieurs  à  des  quantités  positives  en  série  convergente. 
Si,  de  plus,  ces  intégrales  sont  toutes  monodromes  dans  celte  aire, 
jiartanl  olotropes  à  proprement  parler,  cette  série  y  jouit  encore 
des  mêmes  propriétés  que  la  proposée  (6). 

Le  cas  particulier  le  plus  utile  de  la  formule  (7)  est 

/     F(x)dx~    j     fi{x)dx  —-..  .-^  I     f^{x)dx-\-..., 

les  intégrales  définies  étant  toutes  prises  sur  un  môme  chemin 
tracé  à  l'inléi'ieur  de  S.r. 

275  bis.  Les  conditions  posées  ci-dessus  (273  ci  suiv.)  sont 
de  rigueur  (');  mais  quand  les  aires  (i)  peuvent  subir  une  réduc- 


(')  L'exemple  suivant  fera  bien  ressortir  l'utilitc  de  celle  qui  pcuL  paraître  la 
moins  nécessaire. 

Comme  on  le  verra  clans  la  deuxième  Partie  de  cet  Ouvrage  ''Cliapitres  VI  et  \'II)j 
la  fonction  cosmx,  quel  que  soit  l'entier  m,  est  indéfiniment  ololrope;  pour  x 
réelle,  elle  ne  prend  jamais  que  des  valeurs  réelles  dont  les  valeurs  absolues  ne 
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lion  à  de  moindres  S\.,  S',  .  . . ,  par  l'ablation  de  zones  soustrac- 
lionnelles  d'épaisseurs  non  nulles,  si  faibles  d'ailleurs  qu'elles 
soient,  les  théorèmes  précédents  ont  évidemment  lieu  dans  les 
aires  réduites,  pourvu  seulement  que  dans  les  proposées  les  fonc- 
tions y,,  f.y,  ...  aient  des  olomètres  communs  quelconques  et 
que  leurs  modules  s'j  maintiennent  au-dessous  des  termes  corres- 
pondants de  la  série  convergente  (4).  Les  aires  réduites  différant 
des  proposées  aussi  peu  qu'on  le  veut,  nous  rappellerons  ces 
théorèmes,  tous  fort  précieux,  dans  ces  termes  inexacts  mais  bien 
plus  brefs  :  Si,  dans  des  aires  données,  les  termes  de  la  série  (5) 
sont  tous  olotropes  et  y  conservent  des  modules  inférieurs  à 
ceux  de  quelque  série  convergente,  sa  somme  y  est  olotrope 
et  peut  être  différentiée  ou  intégrée  terme  à  terme,  comme 
celle  d^une  série  entière  (157,  3°)  (21o,  I),  comme  une  somme 
ordinaire  de  Jonctions  simples. 


surpassent  pas  i;  elle  a  pour  dérivée  seconde  — m^cosma?;  on  a  enfin  coso  =  >; 
M  désignant  en  outre  quelque  quantité  positive  >  i,  la  série  à  termes  positifs 

,     ,  INI        M  M 

{a)  _  +  _+.. .-^ --f-... 

est  convergente. 

Il   en  résulte  que  sur  un  segment  quelconque  de  l'axe  des  quantités  réelle^, 
pris  pour  l'espace  S^  du  n"  273,  les  termes  de  la  série 

,,,  cosa:        cos2a7  cosnix 


sont  des  fonctions  olotropes  ajant  pour  olomètre  commun  une  quantité  positive 
de  grandeur  arbitraire,  qu'ils  y  conservent  des  modules  respectivement  inférieurs 
aux  termes  de  la  série  (a),  que  par  suite  cette  série  (6)  y  est  toujours  conver- 
gente. Et  cependant,  si  l'on  voulait  différentier  deux  fois  sa  somme  (supposée 
olotrope)  en  opérant  séparément  sur  ses  différents  termes,  on  obtiendrait  la  série 


qui  est  divergente  pour  x  =  o  k  cause  de  coso  =  i. 

Ce  résultat,  qui  pourra  surprendre  certains  lecteurs,  tient  à  ce  que,  pour  toute 
valeur  x'-{-ix"  de  x  dont  le  second  élément  x"  n'est  pas  nul,  cosmx  est  une 
quantité  infinie  pour  m  infini,  si  petite  cependant  que  soit  la  valeur  numérique 
de  x".  On  ne  peut  ainsi  accroître  l'espace  S^  d'une  zone  additionnelle  quelconque 
sans  faire  perdre  aux  modules  des  termes  de  la  série  (6)  la  propriété  d'y  rester 
inférieurs  à  des  quantités  positives  indépendantes  de  .r  formant  une  série  conver- 
gente. L'existence  de  cette  propriété  est  donc  une  condition  sans  laquelle  celle 
des  propositions  contenues  dans  ce  paragraphe  n'est  pas  certaine.  On  observera 
qu'ici  Tespace  S^  ne  peut  subir  l'ablation  d'aucune  zone  soustractionnelle. 
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Développement  des  fonctions  rationnelles. 

2TC.  Nous  avons  vu  (!2oO,  1\  )  qu'une  funclion  ralionnclle 
mise  sous  forme  d'une  fraction  avant  pour  termes  des  polynômes 
entiers 

(i)  R(.r,  y,  ...): 


est  olotrope  aussi  longtemps  que  son  dénominateur  ne  s'cvanoui  l 
pas.  On  peut  prouver  en  outre,  ce  dont  nous  nous  dispenserons 
pour  abréger,  qu'<?//e  cesse  toujours  de  Vclre  pour  les  valeurs 
(les  variables  qui  annulent  son  dénominateur^  à  condition, 
bien  entendu ,  que  ses  ternies  aient  été  débarrassés  de  tout  fac- 
teur entier  commun.  En  la  supposant  donc  réduite  à  sa  plus 
simple  expression,  ce  que  nous  ferons  désormais,  il  résulte  immé- 
diatement de  cette  simple  observation  que  R(.r  +  A,  y  -+-/.,  . .  .) 
est  développable  par  la  formule  de  Taylor  à  partir  seulement 
des  systèmes  de  valeurs  initiales  qui  ne  donnent  pas 

(2)  p{x,y,  •.•)  =  o> 

et  seulement  aussi  pour  les  modules  de  h,  k^  . .  . ,  tels,  que  cette 
équation  ne  soit  satisfaite  pour  aucun  système  de  valeurs  des 
variables  tombant  soit  sur  les  circonférences,  soit  à  l'intérieur 
des  cercles  ayant  ces  modules  pour  rayons  et  les  valeurs  ini- 
tiales pour  centres  (201). 

La  discussion  de  l'équation  entière  (2)  fournit  donc  à  la  fois, 
et  les  valeurs  initiales  à  partir  desquelles  le  développement  est 
possible,  et  ses  rayons  de  convergence  maximums. 

Quand  il  y  a  plusieurs  variables,  cette  équation  est  indéterminée 
et  il  est  visible  qu'en  général  les  plus  grands  rayons  de  conver- 
gence ne  sont  pas  déterminés  individuellement  ;  nous  voulons 
dire  que  l'augmentation  des  uns  peut  être  compatible  avec  la 
diminution  des  autres,  fait  particulier  conforme  à  une  indication 
générale  donnée  depuis  longtemps  (119),  comme  un  autre  du 
même  genre  que  nous  aurions  pu  signaler  dès  le  n"  120. 

277.   Le  calcul  des  coefficients  noIFre  pas  de   difficultés  t/iéo- 
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riques,  puisque  nous  savons  diflTérenlier  les  polynômes  entiers  et 
les  fractions  dont  les  termes  sont  des  fonctions  connues  (258,  IV)  ; 
mais  les  difficultés  pratiques  sont  considérables  pour  peu  qu'on 
s'éloigne  dans  le  développement.  La  méthode  des  coefficients 
indéterminés  (216)  est  bien  préférable. 

Supposons  pour  fixer  les  idées,  et  aussi  parce  que  tous  les 
autres  cas  se  ramènent  immédiatement  à  celui-ci,  qu'il  s'agisse 
de  développer  Vl{x,  y,  . . .)  par  la  série  de  Maclaurin,  les  va- 
leurs o,  G,  ...  des  variables  ne  satisfaisant  pas,  bien  entendu,  à 
l'équation  (2).  En  se  bornant  au  cas  de  deux  variables  et  en 
appelant  K,  k  les  degrés  effectifs  (29)  des  termes  de  la  fonc- 
tion (i),  on  a 

P(:r,7)=Po,o-t-(P,,o^-+-Po,ir)  +  --- 

+  (pK,o-rK -I- PK-M^'^-'r +  •  •  ■+  Po.uy^), 

/'(^>  r)=/'o,o+(/?i,oa7-4-jOo,ir)-t--  •  • 

les  coefficients  Po,05  •  •  •  ?  7^0,01   •  •  •  étant  connus,  et 

(3)  \\{x,  j^)=  Ro,o+(R,,o^  +  Ro,i  j)-4-. . ., 

les  coefficients  Ro,o>  Ri,oj  Ro,)'  •  •  •  étant  à  déterminer. 
•  On  sait  (116,  II)  que  les  modules  des  termes  du  développement 
de  R(.r, y)  forment  une  série  convergente  à  l'intérieur  des  cercles 
de  convergence*,  on  peut  donc  multiplier  ce  développement  par 
toute  autre  série  entière  convergente  ou  polynôme  (110),  en  par- 
ticulier par/>(a:,  y).  Comme,  en  vertu  de  la  relation  de  défini- 
tion (i),  on  doit  régénérer  ainsi  P(jc,j^)  identiquement,  les  divers 
coefficients  du  produit  ordonné  par  rapport  ^i  3C,y  doivent  être 
égaux  respectivement  à  ceux  des  termes  semblables  dans  P(.r,  y), 
c'est-à-dire  àPo,o>  Pi,oi  ••  ••,  Pq.k  jusqu'au  degré  K,  à  o  au  delà  (137). 
En  écrivant  ces  diverses  égalités  pour  les  termes  de  degrés  o, 
I,  2,  ...  successivement,  on  trouve  entre  Ro,o?  (Ri,oi  f^o,i)'' 
(RojO?  Ri,)5  Ro,2)j  •••  i^ine  suite  illimitée  d'équations  linéaires 
dans  chacune  desquelles  figure  visiblement,  avec  d'autres  dont  les 
deux  indices  donnent  diverses  sommes,  une  seule  inconnue  où 
cette  somme  a  la  valeur  maximum.  Cette  inconnue  d'ailleurs  y  a 
toujours  pour  coefficient  la  quantité  /?o,o  l^ii  n'est  pas  nulle  à 
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cause  (\c  p(o,o)non=  o.  Les  équations  dont  il  s'agit  se  résolvent 
donc  successivement  clans  l'ordre  où  nous  les  avons  fornu-cs, 
chacune  d'elles  ne  contenant,  outre  l'inconnue  à  plus  grande 
somme  d'indices,  que  d'autres  dont  les  équations  précédentes  ont 
fourni  les  valeurs. 

278.  Les  coefficients  du  développement  (3)  forment  ainsi  une 
suite  récurrente,  parce  que  le  calcul  de  chacun  d'eux  comporte 
un  recours  aux  précédents.  Mais  cette  dénomination  est  plus 
exclusivement  réservée  à  des  suites  sur  lesquelles  nous  allons 
donner  un  peu  plus  de  détails. 

Dans  le  cas  d'une  seule  variable  x,  la  question  se  siin|)lifie  beau- 
coup. On  a  alors 

P(^)  =  Po+  Pi:p  -^. .  .+  Pk^c'S 

et 

(4)  R(^)  =  Ro-t- RiJ7-t- R2a72-+- 

Nous  supposerons  pa  comme  p^  non  =  o  et  aussi  K^  k  —  i ,  sauf 
à  attribuer  la  valeur  o  à  quelques-uns  des  derniers  coefficients 
de  P(-c)  dans  le  cas  où  le  degré  effectif  de  P(^)  est  <ik  —  i . 

Les  équations  linéaires  à  résoudre  successivement  pour  obtenir 
les  valeurs  de  Rq,  R),  Ro,  •  •  •  sont  d'abord 

/JoRo  =  Po. 
jOoR|+/?iRo=  Pi, 

(5)  (  />oR2+/>iRi-i-/^2Ro-P2, 


/OoRk-+-/'iFIk-i-+- =  Pk; 

elles  sont  ensuite  indéfiniment 

(6)  /?oRm-l-/'lR/;;-l-+--  ■■-^Pk^ni-k  —  O, 

pour  toute  valeur  >  K  de  l'indice  m. 

En  vertu  de  cette  relation,  la  somme  des  produits  par  les  k  -\-  i 
constantes 

il)  Po,Pi,  •■•>  Pk, 

de  A' +  I   coefficients  consécutifs  de   la  série  (4)  écrits  dons 
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V ordre  inverse  finit  par  conserver  la  valeur  o.  C'est  ce  qui  a 
fait  donner  à  ce  développement  le  nom  de  série  récurrente,  et  à 
l'ensemble  des  quantités  (7)  celui  à^ échelle  de  relation.  La  récur- 
rence exprimée  par  l'équation  indéfinie  (6)  est  immédiate  ou 
retardée,  selon  qu'elle  commence  à  une  valeur  de  m  égale  ou 
supérieure  à  k. 

Une  progression  géométrique  de  raison  x  ofTre  l'exemple  le  plus 
simple  d'une  série  récurrente  :  l'échelle  de  relation  s'y  réduit 
à  -h  I ,  —  I . 

479.  Il  est  évident  qu'une  série  récurrente  considérée  en  elle- 
même  est  entièrement  déterminée,  quand  on  connaît,  avec  son 
échelle  de  relation  {'j)  dont  les  termes  extrêmes  ne  s'évanouis- 
sent pas,  les  valeurs  IIq,  Hi,  •  •  •,  l^u  de  ses  coefficients,  en  nom- 
bre K+i^/r,  précédant  le  premier  de  ceux  dont  le  calcul  doit 
se  faire  par  la  résolution  des  équations  (G).  De  plus,  il  est  visible 
que,  cjuelles  que  soient  ces  données,  une  pareille  série  est  tou- 
jours convergente  pour  des  modules  de  x  sujjisamment  petits, 
et  que  sa  somme  se  réduit  à  une  fonction  rationnelle,  dont  le 
dénominateur  p{x)  a  pour  coefficients  les  éléments  de  V échelle 
de  relation,  dont  le  numérateur  ^{^x^  a  pour  coefficients  les 
valeurs  des  premiers  membres  des  équations  (5). 

Effectivement,  si  admettant  provisoirement  la  convergence  de 
ctîtte  série  on  en  multiplie  la  somme  par  p{x),  on  trouvera  que 
les  K  +  I  premiers  coefficients  du  produit  se  réduisent  aux  pre- 
miers membres  des  équations  (5)  et  tous  les  autres  à  o  à  cause  de 
la  récurrence  (6).  Mais,  à  cause  de  po  non  =  o,  la  fonction  ration- 
nelle       \  se  développe  en  une  série  entière  en  x  dont  les  coeffi- 

cients  sont  liés  précisément  par  les  relations  (5),  (6).   Donc  la 
série  récurrente  considérée  ne  peut  différer  de  ce  développement. 

!280.  La  décomposition  des  //-actions  rationnelles  en  frac- 
tions simples,  opération  rattachée  aux  éléments,  mais  sur  laquelle 
nous  reviendrons  dans  notre  deuxième  Partie,  permet  de  mettre 
sous  une  autre  forme  le  terme  général  d'une  série  récurrente. 

Une  fraction  simple  est  une  fraction  rationnelle  ayant  pour 
numérateur  une  constante,  pour  dénominateur  une  puissance  d'un 
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binôme  du  premier  degré,  où  il  est  évidemment  permis  de  suppo- 
ser =  1   le  coefficient  de  x\  et,  comme  nous  le  reverrons,   une 

fraction  rationnelle  quelconque     /     peut  être  transformée  en  une 
T  '      p{x)  ' 

fonction  linéaire  et  homogène  de  fractions  simples  telles  que 

où  les  constantes  a  sont  les  diverses  racines  de  l'équation  entière 

(9)  /)(a7)  =  o 

et  les  exposants  q,  des  entiers  égaux  ou  inférieurs  à  leurs  degrés 
de  multiplicité.  Quand  K  surpasse  U  —  i,  ces  fractions  simples 
sont  accompagnées  de  certains  monômes  entiers  dont  l'ensemble 
reproduit  précisément  le  quotient  de  la  division  algébrique  de  P(:r) 
par/>(a:). 

Cela  posé,  comme  ici  aucune  des  quantités  a  ne  s'évanouit, 
parce  qu'on  a  /?(o)non  =  o,  la  formule  du  n''  152,  construite  en 
prenant  a:o  = — «,  h  =  x^  p  =  q,  donnera  immédiatement  le 
développement  de  la  fraction  simple  (8),  indépendamment  de 
toute  considération  de  récurrence.  En  formant  donc  la  même 
fonction  linéaire  et  homogène  des  termes  généraux  de  ce  déve- 
loppement et  de  ceux  de  toutes  les  fractions  simples  analogues, 
en  réunissant  aux  premiers  termes  les  monômes  entiers  pou- 
vant provenir  de  la  décomposition  de  la  fonction  rationnelle,  ou 
obtiendra  le  terme  général  de  son  développement. 

Cette  méthode  particulière  combinée  avec  ce  que  nous  savons 
(  131)  sur  la  convergence  des  développements  des  fractions  simples, 
fait  immédiatement  retrouver,  pour  rayon  de  convergence  maxi- 
mum du  développement  de  notre  fonction  rationnelle,  la  valeur 
résultant  des  considérations  générales  du  n°  276,  savoir  le  plus 
petit  des  modules  des  racines  de  l'équation  (9). 


M.  —  I.  16 


CHAPITRE  X. 

PRINCIPE  ESSENTIEL  DE  LA  THÉORIE  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  TOTALES. 


Généralités. 

281.  Une  relation  entre  des  fonctions  données  d'un  même 
groupe  de  variables  est  l'expression  de  l'égalité  identique,  c'est- 
à-dire  quelles  que  soient  les  valeurs  de  ces  dernières,  de  deux 
fonctions  composées  données,  l'une  ou  l'autre  finie  ou  différen- 
tielle (260),  des  fonctions  dont  il  s'agit. 

Comme  d'habitude,  on  réduit  le  second  membre  à  o,  en  faisanl 
tout  passer  dans  l'autre  qui  prend  alors  le  nom  de  premier 
membre,  lui-même  ou  souvent  sa  composante. 

Selon  que  le  premier  membre  ainsi  défini  est  une  fonction 
composéey?^fe  ou  différentielle  de  tels  et  tels  ordres,  la  relation 
elle-même  prend  ces  divers  noms. 

282.  Quand  les  fonctions  simples  intéressées  dans  une  rela- 
tion sont  olotropes,  ainsi  que  la  composante  de  la  fonction  com- 
posée différentielle  qui  en  constitue  le  premier  membre,  celle-ci 
a  des  dérivées  de  tous  ordres,  calculables  par  l'application  des 
règles  générales  (2o3  et  siiiv.);  et  toutes  ces  dérivées  sont,  comme 
elle,  identiquement  nulles  (187). 

D'une  pareille  relation  finie  ou  différentielle  donnée,  on  en 
déduit  donc  une  infinité  d'autres  entre  les  mêmes  fonctions, 
mais  toutes  différentielles,  en  égalant  à  o  les  dérivées  de  tous 
ordres  de  son  premier  membre. 

La  formation  de  ces  nouvelles  relations  différentielles  se  nomme 
la  différentiation  de  la  relation  primitive. 

11  faut  toujours  être  prêt  à  former  et  à  utiliser  ces  relations 
accessoires  provenant  ainsi  de  la  différentiation  de  relations  don- 
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nées,  cl  celles  aussi  qui  naisscnl  de  leurs  comliinaisons  variées. 
Enlrc  les  fonctions 


I  I 

u  =  -,  V  = ) 

X  i-f-  a: 


par  exemple,  il  existe  d'abord  la  relation  finie 
x'^u^{i-\-  x)v  —  I  —  X  =o, 

puis  les  relations  différenlielles  d'ordres  1,2,   ... 

^da      ,  ^  dv 

—  \  -{-  1XU  -^  V  -\-  x^  —, i-(i-4-a:)-r-  =0, 

dx  dx 

du  dv  „  d'^  u       ,  ^  d^v 

puis  enfin  toutes  les  autres  relations  résultant  des  diverses  com- 
binaisons des  précédentes. 

283.  Un  système  cV équations  finies  ou  différentielles  est  la 
même  chose  qu'un  système  de  relations  proprement  dites,  à  cela 
près  que  les  fonctions  u^  r,  ...  qui  s'y  trouvent  engagées  sont 
inconnues,  et  qu'il  s'agit  précisément  de  trouver  ce  qu'elles  doi- 
vent être  pour  que  les  relations  données  aient  toutes  lieu  entre  elles. 

Quand  toutes  les  équations  considérées  sont  finies,  le  système 
est  à\\.  fini;  les  fonctions  qui  satisfont  à  ses  équations  se  nom- 
ment les  solutions,  souvent  les  racines  du  système.  Nous  devons 
attendre  le  Chapitre  suivant  pour  parler  de  la  résolution  des  sys- 
tèmes de  cette  espèce. 

Quand  ces  équations  sont  différentielles  en  tout  ou  en  partie, 
les  solutions  du  système  s'en  nomment  les  fonctions  intégrales 
{Cf.  209,  II  et  suiv.). 

Les  solutions  d'un  système  fini  peuvent  être  des  fonctions  quel- 
conques, mais  les  intégrales  d'un  système  d'équations  diffé- 
rentielles ne  peuvent  être  conçues  autrement  qu'olotropes, 
entre  certaines  limites  tout  au  moins.  Effectivement^  puisque  leurs 
dérivées  jouent  un  rôle  dans  la  question,  il  faut  que  ces  fonctions 
aient  des  dérivées;  or  nos  définitions  (loo  et  suiv.)  n'en  attri- 
buent normalement  qu'aux  fonctions  ololropes  {Cf.  207). 


244  PRE.MIKRE   PARTIE.    —   PRINCIPES   GÉNÉRAUX 

284.  U intégration  d'un  système  d'équations  différentielles  est 
l'opération  consistant  à  trouver  toutes  ses  intégrales,  ce  qui  veut 
dire  tantôt  les  exprimer  au  moyen  des  fonctions  que  l'on  con- 
naissait avant  de  s'occuper  du  système,  tantôt,  quand  cela  ne  se 
peut,  les  étudier  et  les  classer  méthodiquement. 

Ce  problème  a  pour  cas  particuliers  les  plus  simples  toutes  les 
questions  traitées  dans  le  Chapitre  VIII;  car  la  condition  pour 
une  fonction  inconnue  d'avoir  certaines  dérivées  égales  à  des 
fonctions  données  des  variables  indépendantes,  s'exprime  par  de 
véritables  équations  différentielles  dont  les  premiers  membres 
sont  formés  chacun  par  une  dérivée  seulement  de  la  fonction 
inconnue,  dont  les  seconds  membres  ne  contiennent  jamais  ni 
cette  fonction  inconnue  ni  ses  di'rivées.  Envisagé  dans  toute  sa 
généralité,  il  est  à  coup  sûr  le  plus  vaste  et  le  plus  important  de 
tous  ceux  de  l'Analyse.  L'intégration  des  équations  différen- 
tielles a  fait  découvrir  la  plupart  des  nouvelles  fonctions  trans- 
cendantes; elle  a  procuré  après  coup  la  conception  analytique  la 
plus  naturelle  et  la  plus  satisfaisante,  même  du  petit  nombre  de 
celles  qui  avaient  pu  être  aperçues  indépendamment  d'elle,  comme 
les  fonctions  circulaires  et  les  logarithmes;  elle  fournira  bientôt 
une  base  solide  à  notre  théorie  des  équations  finies.  Enfin  elle 
est  habituellement  la  voie  la  plus  aisée  par  laquelle  on  puisse 
déduire  les  lois  mathématiques  des  phénomènes  naturels,  de  faits 
accessibles  à  l'observation  et  faciles  à  combiner  par  le  raison- 
nement. Par  exemple,  il  serait  impossible  de  découvrir  par 
l'observation  directe  la  forme  du  chemin  que  suit  la  lumière  en 
se  propageant  dans  l'atmosphère;  mais  les  lois  de  la  réfraction 
dans  les  cas  les  plus  simples  permettent  d'écrire  immédiate- 
ment Téquation  différentielle  de  la  trajectoire  lumineuse,  d'où 
l'on  remonte  par  intégration  à  l'équation  proprement  dite  de  cette 
ligne. 

28o.  Un  système  quelconque  d' équations  différentielles  peut 
être  remplacé  par  un  autre  oii  aucune  des  dérivées  des  /onc- 
tions inconnues  ne  passe  le  premier  ordre. 

Supposons,  en  effet,  que,  dans  le  système  considéré,  les  dérivées 
de  u  atteignent  l'ordre  A'  >■  i . 
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Vm  [)osanl 

du  ,  du  , 

on  aura  cvidemmcnl 

d-  a        du'j.               d-  u      _  du'j.      _  du'y             d^  u  _  da'y 
dx^  ~   dx  ^           dx  dy    "^    dy       ~    dx  '            dy"^         dy 
d^  u  _  d-  u'j.             c?*  u     _   d'^  u'j.   _  d'^  u'y 
dx'^         dx^            dx'''  dy        dx  dy         dx^ 
j 

ce  qui  permet  de  remplacer  parloullcs  dérivées  de  «d'ordres  supé- 
rieurs au  premier  par  des  dérivées  de  w^.,  u'y,  .  .  .  d'ordres  tous 
moindres  d'une  unité  respectivement.  En  faisant  donc  ces  substi- 
tutions après  avoir  adjoint  à  «,  t',  ...  les  nouvelles  fonctions  incon- 
nues u\.,  i/'  .  . .,  au  système  proposé  les  équations  (i),  on  rempla- 
cera ce  système  par  un  autre  dans  lequel  f ,  .  .  .  entreront  aux  mêmes 
ordres,  u  au  premier,  où  les  dérivées  de  u'^.,  u'y,  .  .  .  atteindront 
l"ordre  A-  —  i  seulement,  et  dont  les  intégrales  représentées  par  les 
lettres  «,  c,  ...   coïncident  certainement  avec  celles  du  proposé. 

En  opérant  comme  nous  venons  de  le  faire  pour  u,  sur  w^, 
//,.,  .  .  .,  puis  sur  les  nouvelles  fonctions  inconnues  successivement 
adjointes,  on  arrivera  à  un  système  qui  sera  du  premier  ordre  par 
rapport  à  toutes  les  fonctions  inconnues  autres  que  v,  ....  En 
faisant  enfin  pour  v,  ...  ce  que  nous  venons  d'expliquer  pour  u, 
on  achèvera  la  transformation  du  système  proposé  dont  il  fallait 
établir  la  possibilité. 

Par  exemple,  toute  intégrale  de  l'équation  différentielle  unique 

du  troisième  ordre 

./  du    d'^u    d^u\ 

pourra  s'obtenir  en  prenant  quelque  intégrale  u  du  système  du 
premier  ordre  par  rapport  aux  trois  fonctions  inconnues  «,  u',  u", 

du  _    , 
dx 

du'         „ 
=  u  , 


fix,  u,  u',  u'\  ^)=o. 


dx 
II" 
dx 
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Ce  sont  des  réductions  de  ce  genre  que  nous  avons  exécutées 
au  fond,  quand  nous  avons  décomposé  en  intégrations  de  difTéren- 
lielles  du  premier  ordre  celles  de  difTérentielies  d'ordres  plus 
élevés  (les  unes  et  les  autres  totales  ou  incomplètes)  (Chap.  VIII). 

286.  Dans  la  théorie  des  équations  différentielles,  on  peut  ainsi 
se  borner  à  la  considération  des  systèmes  composés  exclusivement 
d'équations  du  premier  ordre,  mêlées  quelquefois  à  des  équations 
finies;  nous  nous  placerons  de  préférence  à  ce  point  de  vue  qui 
facilite  beaucoup  la  conception  et  renonciation  des  faits  généraux. 

Parmi  les  systèmes  du  premier  ordre,  il  faut  distinguer  d'une 
manière  toute  spéciale  ceux  que  nous  nommerons  immédiats  et 
dont  le  caractère  fondamental  est  de  fournir  immédiatement 
telles  ou  telles  dérivées  {premières)  des  fonctions  inconnues, 
exprimées  en  fonctions  composées  des  variables,  de  ces  mêmes 
fonctions  inconnues  et  de  leurs  autres  dérivées  {premières). 
Eux  seuls  effectivement  se  prêtent  à  l'édification  d'une  théorie 
simple,  et  il  faut  absolument  les  connaître  pour  pouvoir  étudier  les 
autres. 

287.  Le  présent  Chapitre  est  consacré  à  une  première  étude  de 
la  classe  la  plus  simple  et  aussi  la  plus  importante  des  systèmes 
immédiats.  Cette  classe  comprend  les  systèmes  dont  les  diverses 
équations  expriment  toutes  les  dérivées  {premières)  des  fonc- 
tions inconnues  en  fonctions  composées,  finies  par  conséquent, 
des  variables  indépendantes  et  de  ces  mêmes  fonctions  incon- 
nues ;  pour  cette  raison  on  les  appelle  des  systèmes  d'équations 
différentielles  totales. 

Leur  type  est  ainsi 


('i) 


on  x^y^  ...  représentent  les  variables  indépendantes,  m,  v,  . .  . 
les  fonctions  inconnues,  U^r^  V^-,  .  .  . ,  Uy,  V^,  .  .  .  des  fonctions 
composantes  données,  et  où,  pour  plus  de  clarté,  nous  avons  tou- 


du  _ 

dv 

dx 

U:, 

:(^-, 

7'  • 

. . ,  u. 

t',  • 

,..), 

dx 

=  yx{x, 

,7,  ■■ 

.,  u, 

^,  ■ 

..),  .... 

du 

dv 

dy~ 

u, 

■  {X, 

7>  • 

..,  u, 

^,  ■ 

■•), 

d'y 

=  Yy{X, 

7>  •■ 

. .  u, 

V,    ■ 

..),  .... 
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jours  [)lciC('  clans  une  inèiiic  colonne  les  é(|ualions  ayant  pour  |)re- 
iniers  nicinhrcs  les  dérivées  d'une  même  fonction  inconnue  par 
rapport  aux  diverses  variables,  dans  une  même  lij^nc  celles  dont 
les  premiers  membres  sont  les  dérivées  des  diverses  fonctions 
inconnues  par  rapport  à  une  mémo  variable. 

Les  lignes,  les  colonnes  et  les  équations  du  Tableau  (2)  sont 
ainsi  en  nombres  respectivement  égaux  à  ceux  des  variables,  des 
fonctions  inconnues  et  à  leur  produit. 

Par  exemple,  les  équations  exprimant  que  les  dérivées  de  l'inté- 
grale indéfinie  d'une  différentielle  totale  première  donnée  sont 
égales  aux  multiplicateurs  de  dx^  dy^  .  .  .  (208)  constituent  un 
système  immédiat  d'équations  différentielles  totales,  mais  avec 
cette  particularité,  que  la  fonction  inconnue  n'entre  dans  aucun 
second  membre. 

288.  Avant  tout,  une  distinction  essentielle  doit  être  faite  entre 
les  divers  groupes  possibles  de  fonctions  intégrales  du  système 
immédiat  (2). 

Dans  les  uns,  les  valeurs  des  variables  indépendantes  pour 
lesquelles  les  intégrales  demeurent  olotropes,  prises  avec  les 
valeurs  correspondantes 

de  ces  fonctions  sont  toujours  des  valeurs  ordinaires  (144) 
pour  x,yj  ...,  u,  v,  ...  considérées  un  instant  comme  varia- 
bles indépendantes  dans  tous  les  seconds  membres 

Uar( 07,7-    ••-,?',   l^,    •••),      Vj:(a7,  J,    ...,   W,   (',    ...),       ... 
UyiCV,y,    ...,   U,    i',    ...),       

des  équations  différentielles  (2).  En  d'autres  termes,  si  pour  j"', 
7',  ...,  valeurs  particulières  des  variables  prises  au  basard,  les 
intégrales  u(^,  y,  . .  .),  z>{x,  y,   .  .  .)  sont  olotropes  et  prennent 

les  valeurs  particulières  m' ^tj(;r',  jv' 5  •  •  •)' ^^'^^ 'f  (^'' j''  •••^'  •••' 
les  composantes  Ua:(^,  y,  .  .  .,  u,  v,  •  .  .  ),  V.r,  •  •  • ,  Uj,  .  .  .  seront 
toutes  olotropes  en  .r  =  x' ,  y  ^=y',  •  •  -,  u=  u',  (■  =  (',  .... 

Dans  d'autres  groupes  d'intégrales  au  contraire,  ces  valeurs 
correspondantes  des  variables  et  des  intégrales  sont  quelquefois 
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toujours  singulières  pour  l'un  au  moins  des  seconds  membres 
de  nos  équations  différentielles,  Uj:(x,  y,  ...,  w,  v,  .  . .)  par 
exemple,  et  selon  les  circonstances  tels  ou  tels  autres  seconds 
membres,  avec  celui-ci,  cesseront  toujours  d'être  olotropes  pour 

Ces  dernières  intégrales  dites  singulières  n'existent  pas  tou- 
jours. Quand  il  y  en  a,  c'est  par  hasard  et  leur  recherche,  leur 
étude  ne  peuvent  se  faire  qu'à  l'aide  de  procédés  impliquant  essen- 
tiellement la  considération  des  propriétés  spéciales  des  seconds 
membres  des  équations  différentielles  (2).  Il  en  est  d'ailleurs 
ainsi,  comme  nous  l'avons  dit  généralement  (149),  dans  toutes 
les  questions  où  se  rencontrent  des  fonctions  entrant  dans  des 
phases  singulières.  Nous  sommes  obligé  d'attendre  le  Cha- 
pitre XIII  (inf.)  pour  en  parler  avec  plus  de  détails. 

Nous  appellerons  ordinaires  les  intégrales  de  la  première  sorte  ; 
elles  existent  dans  des  cas  infiniment  plus  étendus,  et  ce  sont  les 
seules  qui  soient  susceptibles  d'une  théorie  générale.  Nous  allons 
maintenant  parler  d'elles  exclusivement. 

289.  Examinons  tout  d'abord  les  conséquences  résultant  de 
l'existence  de  quelque  groupe  d'intégrales  ordinaires  que  nous 
continuerons  à  représenter  par  les  lettres  u,i>^  . .  .,  comme  si  elles 
étaient  encore  inconnues. 

D'après  la  définition  même  de  pareilles  intégrales,  leur  substi- 
tution dans  les  équations  différentielles  données  (2)  transforme 
tous  leurs  seconds  membres  Uxi^,  y,  ....,  u,  i>,  ...),...  en  des 
fonctions  composées  de  u,  v,  ...  considérées  comme  fonctions 
simples,  dont  les  composantes  sont  essentiellement  olotropes 
(aussi  longtemps  du  moins  que  l'existence  de  ces  intégrales  est 
assurée).  L'observation  générale  faite  au  n"  282  est  alors  appli- 
cable, et  ces  intégrales  satisfont  ainsi,  non  seulement  aux 
équations  différentielles  (2),  jyiais  encore  à  toutes  celles  que 
l'on  trouve  en  les  différentiant  de  toutes  les  manières  pos- 
sibles. 

On  a  ainsi  entre  les  intégrales  i/,  v,  .  .  .  un  ensemble  illimité  de 
relations  différentielles  [comprenant  les  équations  données  (2)], 
que  nous  dirons />/'/m/^iVe5  pour  les  distinguer  d'autres  dont  nous 
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parlerons  dans  un  instant,  et  sur  lesquelles  nous  ferons  les 
remarques  suivantes. 

I.  Chacune  cV elles  a  pour  premier  membre  quelque  dérivée 
d'une  intégrale  et  pour  second  membre  une  fonction  composée 
différentielle  de  Vensemble  des  intégrales  considérées,  dont  le 
plus  grand  des  ordres  par  rapport  à  ces  diverses  fonctions  est 
inférieur  d'une  unité  au  moins  à  celui  du  premier. 

Car  ces  parlieularités  s'observent  pour  une  équation  quelconque 
du  système  (2) 

~  =  \\t{x,  y,  ...,  f,  ..  .,  u,  V,  ...,  w,  ...) 

dont  le  premier  membre  est  une  dérivée  |)remlère  et  le  second  une 
fonction  composée  d'ordres  tous  nuls,  et  sur  laquelle  k  dilTéren- 
tiations  quelconques  changent  le  premier  membre  en  une  dérivée 
d'ordre  /v  +  i  de  w  et  le  second  en  une  expression  dont  l'ordre 
par  rapport  à  w,  par  exemple,  ne  peut  surpasser  k,  soit  que  u  entre 
efiectivement  dans  W^,  soit  qu'accidentellement  cette  intégrale  n'y 
figure  pas  (261). 

IL  On  trouve  autant  de  relations  primitives  ayant  pour 
premiers  membres  une  même  dérivée  de  nature  donnée  d'une 
intégrale  donnée,  quil y  a  de  variables  différentes  intéressées 
dans  les  différentiations  génératrices  de  cette  dérivée. 

Il  est  évident  en  effet  qu'en  supposant/?,  q,  f'yéo.,  on  obtiendra 

quelque  relation  primitive  ayant  pour  premier  membre  -^  ^^  .  ^  ,  ,.? 

dérivée  dont  la  formation  comporte  des  différentiations  par  rap- 
port aux  trois  variables  distinctes  x,  y,  z,  et  qu'on  ne  pourra  le 
faire  que  de  l'une  de  ces  trois  manières  : 

1°  Soit  en  exécutant  la  différentiation  D'^^~J''^'''''''-  '  sur  celle  des 
équations  du  système  (2)  qui  se  note  par 

—  =  W^(a7,  y.  z,  ...,  u,  V,  ...,  w,  ...), 

2''  Soit  en  exécutant  la  différentiation  D^)!fz7.''''^'*''"  '  ^^'^  f  équa- 
tion 

-—  -  \\  ■ 


■250  PREMIÈRE    PARTIE     —    PRINCIPES   GÉNÉRAUX. 

3"  Soit  enfin  en  exécutant  la  clifTérentiation  £)[/^7;^"'-".<',...i  g^^j^. 


Téq  nation 


--  -  W 


III.  Les  seconds  membres  des  relations  primitives  sont,  par 
rapport  aux  dérivées  de  u,  v,  .  . .  rjiiiy  figurent,  des  polynômes 
entiers  ayant  pour  coejjlcients  telles  ou  telles  dérivées  partielles 
des  composantes  Uj:,  .  .  .  par  rapport  à  x, y,  .  .  .,  u,  v,  ...  (So^). 

IV.  Les  /-dations  primitives  fournissent  immédiatement 
ainsi,  pour  toute  dérivée  d'ordre  k^i  d'une  intégrale,  une 
expression  au  moins,  en  fonction  composée  des  variables  x, 
y-,  '  ■  .  des  intégrales  u,  v,  ...  et  de  leurs  dérivées  d'ordre  -<  /r; 
de  plus,  chaque  expression  de  cette  espèce  est  essentiellement 
entière  par  rapport  aux  dérivées  des  intégrales  ainsi  qu'aux 
dérivées  partielles  des  composantes  U^,  .... 

Nous  donnerons  aussi  à  ces  expressions  le  nom  de  primitives. 

V.  A  l'égard  du  nombre  des  expressions  primitives  d'une  dé- 
rivée donnée  d'une  intégrale,  il  y  a  à  distinguer  surtout  le  cas  où 

cette  dérivée  est  simple,  c'est-à-dire  de  la  forme  -^-^  ne  compor- 
tant de  difîérentiations  que  par  rapport  à  une  seule  et  même  va- 

■    1  1      .      ^  1     •      >       II  /  dP+l-^'-w        , 

riable  t.  de  celui  ou  elle  est  complexe,  comme-; -, ; — ■>  dans 

'  ■'  '  dxPdyidz'' 

laquelle  les  difi'érentiations  intéressent  simultanément  plusieurs 

variables  distinctes  x,  y,  z. 

Une  dérivée  simple  a  une  seule  expression  primitive  ;  une 

dérivée  complexe  en  a  nécessairement  plusieurs. 

VI.  On  notera  que  le  second  ordre  est  le  moindre  de  ceux  qui 
contiennent  des  dérivées  complexes,  et  aussi  que  chacune  d'elles 
n'y  possède  que  deux  expressions  primitives. 

VII.  Ptemarquons  enfin  que  si  l'on  fractionne  les  différentia- 
tions  pour  arriver  à  une  même  relation  (ou  expression)  primitive, 
C ordre  dans  lequel  elles  peuvent  se  succéder  n'a  aucune  in- 
fluence sur  la  nature  du  résultat  (264). 

290.   La  combinaison  variée  des  relations  primitives  les  unes 
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avec  les  aiilros  conduit  ensuite  à  une  infinité  d'autres  ndalions 
différentielles  entre  les  intégrales  ordinaires  du  système  (.>.)  dont 
nous  admettons  l'existence.  Nous  distinguerons  seulement  celles 
que  l'on  trouve  en  procédant  comme  il  suit. 

Nous  ferons  un  premier  groupe  des  équations  différcnliellos  (2) 
elles-mêmes,  conservées  sans  modifications. 

Nous  leur  ajouterons  les  relations  primitives  ayant  pour  pre- 
miers membres  les  dérivées  secondes  de  «,  r,  .  .  .,  après  y  avoir 
substitué  aux  dérivées  premières  figurant  dans  leurs,  seconds 
membres,  leurs  expressions  fournies  par  les  relations  du  premier 
groupe. 

A  ces  deux  premiers  groupes  nous  en  adjoindrons  un  troisième 
formé  par  les  relations  primitives  contenant  les  dérivées  troi- 
sièmes de  H,  (',  .  .  .  dans  leurs  premiers  membres,  où  nous  sub- 
stituerons encore  aux  dérivées  premières  et  secondes  de  ces  fonc- 
tions entrant  dans  leurs  seconds  membres,  toutes  leurs  expressions 
fournies  par  les  nouvelles  relations  déjà  obtenues  dans  les  deux 
premiers  groupes;  et  ainsi  de  suite.  Plus  généralement,  le  A''''"'' 
groupe  se  formera,  quel  que  soit  k,  en  prenant  les  relations 
primitives  ayant  les  dérivées  k'^"'^^  de  u,  f ,  .  .  .  dans  leurs 
premiers  membres,  et  y  substituant  aux  dérivées  d'ordres  j, 
2,  .  .  . ,  A-  —  i  de  u^v,  .  .  .^  qui  seules  figurent  dans  leurs  seconds 
membres  (289, 1),  toutes  les  expressions  quon  en  peut  tirer  des 
nouvelles  relations  antérieurement  construites  dans  les  k  —  i 
premiers  groupes. 

Nous  appellerons  ultimes  les  relations  de  cette  espèce,  ainsi  que 
les  nouvelles  expressions  qu'elles  fournissent  immédiatement  pour 
les  dérivées  de  tous  ordres  de  nos  intégrales.  Voici  leurs  caractères 
essentiels. 

I.  Les  seconds  membres  des  relations  ultimes  sont  tous 
d'ordres  nuls,  c'est-à-dire  se  réduisent  à  de  simples  fonctions 
composées  finies  de  x,  j-,  .  .  . ,  u,  v,  ....  La  chose  a  lieu  d'elle- 
même  pour  le  premier  groupe,  puisqu'il  est  composé  des  équations 
différentielles  données  elles-mêmes;  elle  subsiste  ensuite  pour 
le  A''''"'^  groupe^  parce  qu'elle  a  lieu  pour  les  k  —  i  premiers. 

II.  Ces  mêmes  seconds  membres  se  présentent  sous  forme  de 
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fonctions  composées  entières  des  seconds  membres  Uj-,  .  . .  des 
pqualions  différentielles  (2)  et  de  leurs  dérivées  partielles  par 
rapport  k  x,  y,  ...,  it,  <',  ....  C'est  une  conséquence  de  la 
nature  spéciale  des  relations  primitives  (289,  III)  combinée  avec 
ce  fait  évident  qu'elle  s'étend  au  A'"'"*  groupe  des  relations  ultimes 
dès  qu'on  l'a  vérifiée  pour  les  /r  —  1  premiers. 

III.  Selon  quelle  est  simple  ou  complexe  (289,  V),  chaque 
dérivée  de  u,  v,  .  . .  a  une  seule  expression  ultime  ou  plusieurs. 

Quand  la  dérivée  considérée  d'ordre  k  est  simple,  toutes  les 
dérivées  contenues  dans  son  expression  primitive  le  sont  néces- 
sairement aussi.  Il  s'ensuit  que  son  expression  ultime  est  unique, 
si  celles  des  dérivées  simples  d'ordres  i,  2,  . . . ,  k  —  1  jouissent 
de  cette  propriété.  Elle  l'est  donc  quel  que  soit  k,  puisque  les 
équations  différentielles  (a),  constituant  le  premier  groupe  des 
relations  ultimes,  assignent  une  seule  expression  ultime  à  chacune 
des  dérivées  premières  de  u,  p,  .... 

Quand  elle  est  complexe,  d'une  part  elle  a  plusieurs  expressions 
primitives  (289,  V),  d'autre  part  chacune  de  ces  expressions  peut 
contenir  des  dérivées  complexes  (d'ordres  moindres)  dont  chacune 
pour  celte  même  raison  peut  être  éliminée  de  plusieurs  manières, 
il  en  résulte  évidemment,  pour  ces  expressions  ultimes,  une  mul- 
tiplicité certaine  dont  l'étendue  égale  quelquefois,  surpasse  habi- 
tuellement celle  de  ses  expressions  primitives. 

IV.  Comme  d'une  part  les  dérivées  premières,  toutes  simples, 
ne  possèdent  chacune  qu'une  seule  expression  ultime,  comme 
d'autre  part  toute  dérivée  complexe  seconde  ne  possède  que  deux 
expressions  primitives  (289,  VI),  chacune  de  ces  dernières  n'est 
susceptible  que  de  deux  expressions  ultimes. 

V.  Réciproquement,  les  relations  ultimes  entraînent  les  i^ela- 
tions  primitives  comme  celles-ci  les  avaient  entraînées.  En 
remettant  effectivement  dans  les  relations  ultimes  à  la  place  de 
chaque  expression  qui  pour  les  construire  avait  été  substituée  à 
une  dérivée  de  u,  t',  ...  la  notation  de  celte  dérivée  (expression 
qui  est  égale  à  celte  dérivée  en  vertu  de  quelque  relation  ultime 
d'un  groupe  antérieur),  on  régénère  évidemment  toutes  les  rela- 
tions primitives. 
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Plus   brièvement,   le  passage  des  relations  priniiiivcs   aii.r 
lelalions  ultimes  est  une  opération  absolument  r(hx'rsible. 

291.   Deux  exemples  emprunli's  aux  cas  les  plus  simples  ('■elair- 
ciront  suffisamment  les  considérations  précédentes. 

1.   Pour  l'équation  difTérentielie   unique  à   une  seule   fcMiclion 
inconnue  a  d'une  seule  variable  indépendante  x, 

(3)  '^  =  lj{x,u), 

et  en  admettant  l'existence  d'une  intégrale  oïdinaire  u,  les  rela- 
tions primitives  seront  cette  équation  elle-Juènie  et  celles-ci  ojjte- 
nues  en  les  dillerentiant  indéfiniment 


du-   \  dx  j   ~^  Ox   dx"^^ 


dUi 

c)U          d\}  du 

dx''  ~ 

dx          du  dx 

d^u 

d'-\S            d2U 

du 

dx^ 

Ox-     '    "  dx  du 

dx 

d*u 
dx'* 

àx^        "  dx-du 

du 
dx 

Les  relations  ultimes  seront 

d-x    =U(^."), 

d^u        d\5  d\]^,. 

^  =  ^    +  du  ^^^'  ")' 

d^u       d'-U  d'-U     ,.       à'-V  ,,„       dU  V dU       dV 


1 


dx^        dx-  dr  du 

d*u       d^U       „    d^U 


du'  du  \_dx        Ou      J 


dx^         dx'^  dx'-Ou 


Ici,  comme  dans  tous  les  cas  oii  il  n'y  a  qu'une  seule  variable 
indépendante,  toutes  les  dérivées  des  intégrales  sont  essentiel- 
lement simples,  et  chacune  d'elles  nest  susceptible  que  d' une 
expression,  soit  primitive,  soit  ultime. 

II.   Pour  le  système  immédiat  à  une  seule  fonction  inconnue  u 
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de  deux  variables  indépendantes  x,  y, 

on  trouvera,  en  se  bornant  aux  expressions  des  dérivées  secondes 
i"  Pour  relations  primitives 


puis 

ou  bien 


selon  qu'on  opérera  en  différentîant  la  première  ou  la  seconde  des 
équations  (4),  et  finalement 

d^u  _  d\}y       ()Uy  du 
dy'^  dy  du    dy' 

2"  A  l'aide  des  équations  (4),  premier  groupe  des  relations  soit 
primitives,  soit  ultimes,  on  en  déduit  le  second  groupe  de  rela- 
tions ultimes 

d^-u       ()U^       d\]^ 


dHl 

dx- 

dx          du 

du 
dx 

d-u 
dx  dy 

^    du 

r  du 

d^u 

dx  dy  ~ 

dx 

du 

du 

Tx' 

dx  dy         dy  du 

et 


)y  uyjy 


dx  dy         dx  du 

d^-u  _  d\iy  ^  £Uj 
dy-  dy      '     du 


V:c, 


292.  Quand  le  système  (2) possède  quelque  groupe  d'inté- 
grales toutes  olotropes  en  Xq,  roj  •  •  •>  ^<?-5  développements  de 
ces  fonctions  par  la  formule  de  Taylor  à  partir  de  ces  valeurs 
des  variables  peuvent  être  reconstruits  dès  que  l'on  connaît 
seulement  leurs  valeurs  initiales  Uq-  v„,  .... 
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Comme  les  seconds  membres  des  relalions  ultimes  formées  au 
n"  290  eonlienncnt  x,y,  ...,//,  r,  ...  seulement,  et  qu'on  sait 
avoir 

pour 

X  =  Xç),         y  ■=  y^,  .  .  . , 

cette  dernière  hypothèse  numérique  les  transforme  tous  en  des 
(juanlilrs  connues.  On  obtient  ainsi  les  valeurs  correspondantes 
des  premiers  membres  de  toutes  ces  relalions,  c'est-à-dire  les 
valeurs  initiales  de  toutes  les  dérivées  des  intégrales  ordinaires 
dont  l'existence  est  admise.  Or  ces  valeurs  initiales,  avec  celles 
des  intégrales  elles-mêmes  que  l'on  connaissait  auparavant,  sont 
précisément  les  coefficients  des  développements  cherchés,  aux 
diviseurs  numériques  connus  près. 

Par  exemple,  si  l'on  sait  que  l'équation  (3)  possède  une  inté- 
grale ordinaire  olotrope  en  Xq  et  y  prenant  la  valeur  Uq^  le  déve- 
loppement de  cette  intégrale  en  série  entière  par  rapport  h  x  —  .To 
sera,  d'après  ce  qui  a  été  dit  au  n°  291,  I, 

.r  — 370 

i/o-V-  U(^o,«o) 


293.  Les  formules  primitives  (289)  pourraient  aussi  bien  être 
employées  à  la  reconstruction  de  ces  développements.  Il  suffirait 
d'j  poser  toujours  x  =  .Tq,  y  =  J'o?  ..  -,  de  les  écrire  par  ordies 
croissants,  et  de  les  résoudre  successivement  par  rapport  aux 
valeurs  initiales  des  dérivées  des  intégrales  que  cette  hypothèse 
numérique  y  aurait  introduites.  De  cette  manière  l'élimination 
progressive  des  dérivées  d'ordres  moindres  suivrait,  au  lieu  de 
la  précéder,  la  réalisation  de  l'hypothèse  numérique  initiale; 
mais  il  est  évident  qu'on  retrouverait  ainsi  les  mêmes  valeurs 
pour  les  coefficients  de  ces  développements  (290,  V). 

29i.  Nous  n'avons  fait  aucune  allusion  à  la  multiplicité  des 
expressions  primitives  ou  ultimes  des  dérivées  complexes  signalée 
ci-dessus.  Il  n'y  a  pas  efifectivement  à  s'en  préoccuper;  on  pourra 
bien  à  cause  d'elle  obtenir  de  plusieurs  manières  les  valeurs  de  cer- 
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tains  coefficients  des  développements,  mais,  pour  chaque  coeffi- 
cient, ces  valeurs  seront  de  toute  nécessité  numériquement  égales 
les  unes  aux  autres,  parce  que  les  diverses  expressions  d'une  même 
dérivée  complexe  sont  données  par  des  formules  qui  toutes  sont 
des  conséquences  nécessaires  de  l'existence  supposée  des  inté- 
grales^ et  qui,  par  suite,  ne  peuvent  manquer  de  s'accorder  entre 
elles. 


Existence  des  intégrales  ordinaires  dans  le  cas  de  passivité. 

295.  Les  calculs  indéfinis  qui  viennent  de  nous  procurer  ht 
reconstitution  des  développements  d'un  grai,ipe  d'intégrales  ordi- 
naires du  système  immédiat  d'équalions  différentielles  totales 

du       ..   ,  dv 

(i)  {  du       ..    .  dv 

'  j-  =Uy(x,y....,u,  V,  ...),       ■j^=\y(x,y,...,u,v,...),       ..., 


que  l'on  saurait  exister  et  dont  on  connaîtrait  seulement  les 
valeurs  initiales 

(2)  Ihu      t'o,       ..., 

correspondant  aux  valeurs  initiales  attribuées  aux  variables  indé- 
pendantes 

(3)  aro,     jKo,      •••, 

permettent  évidemment  aussi  de  trouver  par  la  méthode  des 
coefficients  indéterminés^  même  quand  on  ne  connaît  rien  sur 
eux,  tous  les  groupes  de  ces  intégrales  qui  peuvent  exister.  Pour 
cela,  il  suffit  effectivement  :  d'abord  de  prendre  ai'bitrairement  dans 
les  aires 

où  les  composantes  U,-,  V^,  .  .  . ,  Uj,  . . .  restent  toutes  olotropes, 
les  quantités  (3)  (2)  servant  de  matériaux  à  ces  calculs,  ensuite 
de  construire  les  mêmes  séries  entières  en  (x  —  Xq),  (y  — yo)i  •  ■  • 
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fiuc  si  l'on  avait  la  certitude  d'aboutir  à  des  intégrales  [rien  ne 
peut  entraver  cette  opération,  puisque  nous  restons  dans  les  limites 
d'ololropic  des  composantes  U.r,  ...  et  qu'il  y  a  simplement  à 
former  des  expressions  enlicrcs  des  valeurs  de  leurs  dérivées  par- 
tielles correspondant  aux  valeurs  particuliùres  (3),  (2)  de  x^ 
y,  . .  .,  «,  V,  .  .  .],  puis  enfin  de  sommer  ces  séries  quand  elles 
admettent  quelque  système  de  rayons  de  convergence  tous  dilTé- 
renls  de  zéro  et  quand  leurs  sommes  satisfont  efifectivcment  aux 
équations  diflTérentielles  du  système. 

En  procédant  de  la  sorte  pour  toutes  les  combinaisons  de  va- 
leurs des  quantités  (3),  (2)  qui  tombent  dans  les  aires  (4),  on  ne 
pourra  manquer  de  découvrir  les  développements  de  toutes  les 
intégrales  ordinaires  du  système  propose  ;  et  il  ne  restera  plus,  pour 
chaque  groupe,  qu'à  prolonger  aussi  loin  que  possible,  par  voie 
de  cheminement,  les  premiers  développements  ainsi  obtenus.  Au 
sujet  de  cette  dernière  partie  de  l'opération,  nous  n'avons  rien  à 
ajouter  présentement  aux  généralités  sur  lesquelles  nous  nous 
sommes  étendu  dans  le  dernier  paragraphe  du  Chap.  VI;  mais 
nous  allons  établir  les  principales  propositions  auxquelles  conduit 
l'étude  approfondie  des  autres,  en  commençant  par  l'examen  d'un 
point  capital. 

296.  Nous  avons  constaté  aux  n°^  289,  290  que  les  formules, 
soit  primitives,  soit  ultimes,  donnenl plus ieiws  expressions  pour 
chaque  dérivée  complexe,  et  au  n°  294,  que  cette  multiplicité  n'a 
pas  d'inconvénients  quand  il  s'agit  simplement  de  reconstituer  les 
développements  d'intégrales  ordinaires  dont  l'existence  est  cer- 
taine. Mais,  quand  on  opère  comme  au  n'^29o,  sur  des  valeurs  des 
quantités  (3),  (2)  prises  au  hasard  dans  les  aires  (4),  on  conçoit 
qu'il  puisse  en  être  autrement,  que  les  valeurs  diverses  obtenues 
pour  un  même  coefficient  du  développement  d'une  intégrale  hypo- 
thétique soient  inégales.  L'existence  d'intégrales  satisfaisant  aux 
conditions  résultant  des  données  (3),  (2)  devient  alors  impos- 
sible; car,  quelque  choix  que  l'on  fasse  entre  ces  diverses  valeurs, 
le  développement  obtenu  ne  peut,  môme  en  cas  de  convergence, 
satisfaire  à  celles  des  équations  (i)  dont  la  dilTérenliation  a  con- 
couru à  la  formation  des  formules  primitives  qui,  directement  ou 
indirectement,  attribuent  d'autres  valeurs  au  coefficient  considéré. 
M.  -  I.  17 
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Pour  le  coefficient  de  (x  —  ^o){y — JKo)  dans  le  développement 
de  l'intégrale  hypothétique  du  système  (4)  considéré  au  n**  291,  II, 
les  formules  ultimes  donnent,  par  exemple,  les  deux  valeurs 

L  Oj  Ou         J.r  =  v°  [^  ox  Ou  Jr=.iu 

Si  elles  sont  inégales  et  que  l'on  adopte  la  première,  le  déve- 
loppement ne  peut  satisfaire  à  la  dernière  équation  du  système, 
dont  la  considération  assigne  précisément  au  coefficient  considéré 
la  valeur  rejelée. 

297.  Une  égalité  numérique  constante  entre  toutes  les  valeurs 
initiales  fournies  par  les  formules  ultimes  pour  une  même  dérivée 
ciuelconque  d'une  intégrale  hypothétique  est  donc  une  condition 
absolument  nécessaire  à  l'existence  d'un  groupe  d'intégrales  ordi- 
naires répondant  aux  données  initiales  choisies.  Elle  peut  résulter 
de  deux  causes  entièrement  différentes  : 

Soit  d'un  choix  convenable  des  valeurs  numériques  des  quan- 
tités (3),  (2),  relativement  à  la  nature  particulière  des  compo- 
santes Uj,  .  .  .  figurant  dans  les  seconds  membres  des  équa- 
tions (i),  choix  qui,  s'il  est  possible,  ferait  naître  l'égalité  en 
question  pour  ces  données  initiales,  sans  l'assurer  pour  d'autres; 

Soit  d'une  corrélation  mutuelle  spéciale  entre  les  compo- 
santes Uxi  ' .  .-ide  nature  à  établir  l'égalité  dont  il  s'agit,  indé- 
pendamment de  toute  précaution  dans  le  choix  des  valeurs 
numériques  des  données  initiales  en  question. 

Dans  ce  dernier  cas,  qui  est  de  beaucoup  le  plus  intéressant,  les 
intégrales  ordinaires  existent  toujours  comme  nous  allons  inces- 
samment le  constater,  et  elles  jouissent  de  propriétés  générales 
très  remarquables  dont  l'élude  constitue  la  partie  la  plus  impor- 
tante de  la  théorie  des  équations  différentielles  (Chap.  XIII,  inf.). 

Nous  caractériserons  la  corrélation  ci-dessus  spécifiée  entre  les 
fonctions  Ux,  .  .  . ,  en  disant  que  le  système  (i)  dont  elles  foi'ment 
les  seconds  membres  est  passif. 

Pour  un  système  non  passif,  l'existence  des  intégrales  ordi- 
naires est  essentiellement  subordonnée  à  la  possibilité  pour  la 
première  cause  signalée  d'entrer  en  jeu,  partant  précaire.  Nous 
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donnerons  aux  intégrales  de  celle  sorle,  quand  jiar  hasard  il  y  en 
aura,  le  nom  à' exceptionnelles,  el  nous  ajournerons  aux  n  "  1380, 
•405  {inf.)  le  peu  que  nous  avons  à  en  dire. 

Le  syslème  (i)  esl  évidcmmcnl  passif  ou  non,  suivant  (pic  les 
diverses  expressions  ullimcs  de  loule  dérivée  d'une  intégrale 
lîjpothélique,  sonl  ou  non  égales  enlrc  elles,  quelles  que  soienl  x, 
y^  .  .  . ,  u,  r,  .  .  .  considérées  comme  aulanldc  variables  indépen- 
danles;  car  les  valeurs  iniliales  à  assigner  à  celle  dérivée  sonl 
précisément  ce  que  deviennent  ces  expressions  quand  on  y  écrit 
^0.  Ydi  •  •  • ,  Uo,  ^'o5  .  •  . ,  à  la  place  àe  x^y,  . .  . ,  u^  v, 

Et  il  reste  à  se  préoccuper  de  cette  égalité  pour  les  dérivées 
complexes  seulement,  puisque  chaque  dérivée  simple  n'est  sus- 
ceptible que  d'une  seule  expression  ultime. 

Cela  ])osé,  la  distiucLion  s'opère  aisément  à  l'aide  du  théorème 
suivant. 

298.  Pour  que  le  système  (i)  soit  passif,  il  est  nécessaire  et 
suffisant  que  l'égalité  identique  ci-dessus  spécifiée  ait  lieu 
dans  V ordre  le  moins  élevé  des  dérivées  complexes,  c'est- 
à-dire  entre  les  deux  expressions  ultimes  de  chacune  des 
dérivées  complexes  secondes  des  diverses  intégrales  hypothé- 
tiques (290,  IV). 

La  nécessité  de  cette  condition  résulte  immédiatement  de  l'éga- 
lité de  celle  sorte  qui  doit  avoir  lieu  pour  les  dérivées  complexes 
du  second  ordre  en  particulier.  Nous  prouverons  qu'elle  est  suffi- 
sante en  raisonnant  comme  il  suit. 

L  La  méthode  expliquée  au  n°  290  pour  déduire  des  relations 
primitives  entre  les  intégrales  ordinaires  w,  v,  ...  du  système  (i), 
dont  nous  admettions  alors  l'existence,  une  expression  au  moins 
de  l'une  de  leurs  dérivées  d'ordre  quelconque  A-hi,  w'-'^'^^\  en 
fonction  composée  finie  de  x^  y,  ...  et  de  ces  intégrales  elles- 
mêmes,  n'est  pas  la  seule  qui  conduise  à  un  semblable  résultat. 
On  peut  y  arriver  par  le  procédé  beaucoup  plus  général  consis- 
tant :  1°  à  décomposer  d'abord  en  deux  groupes,  l'un  de/?  {  ,] 
difFércntialions,  l'autre  de  q  =^  k — pi-^  )  >  la  difTérentiation 
d'ordre  total  k  à  exécuter  sur  une  équation  du  système  (i)  pour 
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obtenir  une  expression  primitive  de  (v'*+'^;  2"  à  exécuter  ensuite 
sur  l'équation  en  question  les  p  premières  différeniiations  ;  3°  à 
substituer  aux  dérivées  d'ordres  1,  2,  ...,/?  qu'elles  ont  intro- 
duites dans  le  second  membre,  leurs  expressions  finies  que  les  cal- 
culs antérieurs  semblables  peuvent  être  supposés  avoir  fournies 
pour  toutes  celles  d'ordre  <i/c-\-i;  4°  à  exécuter  ensuite  les  q 
autres  différentiations;  5°  à  substituer  enfin  leurs  expressions  de 
provenance  semblable  aux  dérivées  d'ordres  i,  2,  .  .  .  ^  q  de  u. 
t»,  .  .  .  que  ces  dernières  difTérentlations  ont  fait  reparaître.  Et  la 
même  observation  s'applique  aux  dérivées  des  intégrales  hypo- 
thétiques dont  nous  nous  occupons  en  ce  moment. 

Dans  l'hypothèse/)  =  A,  q  =  0  (ou  bien  y?  =  0,^7  =  A"),  ce  nou- 
veau procédé  se  confond  avec  celui  qui  nous  a  fourni  les  expres- 
sions ultimes;  clans  toutes  les  autres  il  ne  donne  jamais  que 
des  expressions  ultimes  et  il  peut  toutes  les  reproduire,  ce  que 
nous  allons  constater  dans  la  mesure  où  nous  avons  besoin  de  le 
savoir. 

II.  Si,  pour  chaque  dérivée  de  u,  p,  .  .  .  dont  l'ordre  ne 
surpasse  pas  /{,  toutes  les  expressions ^nies  dont  la  génération 
vient  d'être  décrite  (y  compris  les  ultimes)  sont  égales  identi- 
quement, c'est-à-dire  quelles  que  soient  x,  jk,  •  •  -,  «,  t',  •  •  • 
considérées  comme  autant  de  variables  indépendantes,  la 
même  égalité  identique  a  lieu  entre  celles  des  mêmes  expres- 
sions finies  de  chaque  dérivée  d'ordre  Â-}-i,  qui  ont  été  dé- 
duites d'une  même  équation  du  système  {i)  par  un  ensemble 
donné  de  h  différentiations  à  décomposer  arbitrairement 
comme  ci-dessus  en  deux  groupes,  l'un  de  p,  l'autre  de  q  dif- 
férentiations. 

L'égalité  en  question  est  évidente  entre  celles  de  ces  expres- 
sions qui  sont  ultimes 5  car  elles  s'obtiennent  ici  en  substituant 
dans  une  même  expression  primitive  de  (v-f^+i^  des  expressions 
finies  des  dérivées  de  ?/,  v,  .  . .  d'ordres  1,2,  .  .  . ,  A',  à  chacune 
desquelles  notre  hypothèse  attribue  une  individualité  constante. 
Il  suffit  donc  de  l'établir  entre  cette  expression  ultime,,  d'une  part, 
et  toute  autre  expression  finie  de  (v'*"*"'-. 

Pour  fixer  les  idées  et  nous  soustraire  aussi  à  la  confusion  de 
notations  trop  compliquées,  nous  raisonnerons  sur  le  système  le 
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jilus  simple  se  réduisant,  comme  au  n"20l,  f,  à  rnnifji'.c  équation 

dit 

(5)  ^=U(r,«), 

pour  laquelle  plusieurs  conditions   de  l'énoncé  se  trouvent  réa- 
lisées d'elles-mêmes. 

Les/?  premières  différentialions  conduisent  d'abord  à  une  for- 
mule primitive  qu'on  peut  considérer  comme  résultant  des  substi- 
tutions 

du  d'-u  _  dPu 

«0.0  =".  «',0=^'  "-«=^^'  •••'  """■"-   d^^ 

faites  dans  une  relation  de  la  forme 

dP^Ui 

(6)  ,        ^   — *-'p,o{^,  Wo,0)  ^^1,0.  ••■)  M/>,o)) 

OÙ  U;,,o  6st  une  composante  déterminée,   dépendant  tant  de   la 
nature  de  U  que  de  la  grandeur  du  nombre/). 

Les  q  dernières  diflférentiations  conduisent  ensuite  à  une  for- 
mule fournissant  l'expression  primitive  de  a'*''"'*  et  qu'on  peut 
encore  considérer  comme  résultant  des  substitutions 

d'+Jii 


"''■■'  -  dx'^J 
dans  une  autre  relation  de  la  forme 

d>^-^^u 


dx'^ 


L'/',7(-^)  ^^0,0)  ^'o,l'  •••■>  f^O.qi  ^^1,0.  U\.li "l.i/î  ••■•  '^/J,Oi  Wy;,].  ...,  Up^q)^ 


oijU^,y  est  une  nouvelle  composante  dépendant  de  la  nature  de  Uy,,o 
et  de  la  grandeur  de  q.  Et,  pour  en  obtenir  l'expression  ultime,  il 
faut  y  mettre  à  la  place  de  Wo,o  la  lettre  u,  puis  à  celles  de  uij  les 

fonctions  T/^^Yj:,  u)^  expressions  finies  de  y——-'  q"i  pour  cbaque 

dérivée  ont  une  individualité  indépendante  de  leur  provenance,  à 
cause  de  l'hjpothèse  et  de  «  -hy  •<  />"  +  i  • 

Cela  posé,  la  formation  de  toute  autre  expression  finie  de  ^^^*''"'' 
au  moyen  du  procédé  décrit  dans  l'alinéa  I  conduira  :  à  substi- 
tuer à  «0,0;  ^^1,0-    •  •  • .  Up,oi  dans  la  formule  (6),  u  et  les  exprès- 
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sions  ultimes  T,(a:,  u),  ..  .,  Tp(x,  u),  ce  qui  donne 
^''^'«  _Ti      ^  V  V  ^ 

à  différenlier  (y  fois  cette  relation,  ce  qui  donne 

d'^'-^Ui  /  du  diii  dl\\  dtr,,\ 

—7~f  représentant  la  dérivée  y"^^'"*'  de  la  fonction  composée  r,(.r,  ?/), 

calculée  comme  si  u  j  désignait  une  fonction  simple  indéterminée 

de  :r  ;  à  substituer  enfin  leurs  expressions  finies  (toujours  d'indi- 

•  j      1  • .  ,     i ,  •    ,     \    >  du    d-  u  di  u  ,        ,  , 

vidualites  determmees),  a-^>  TT^'  *  '  *'  ~i —  entrant  dans  le  second 

membre  de  cette  équation  tant  ostensiblement  que  médiatement 
comme  engagées  dans  les  fonctions  composées  différentielles  —rA- 
Or,  q  étant  <<  Â,  ces  substitutions  finales  changent  par  hypo- 
thèse — T-^  en  V/^y;  elles  feront  donc  retomber  pour  cette  nouvelle 

expression  finie  de  «'*+'',  sur  son  expression  ultime  précédemment 
obtenue, 

flj.k+\    ~  '^P,l(^^  ">  ^1'   •  •  •'  ^V'  ^1-  ^2-   •  •  -,  ^\+ff,    ■  •  •  ,  ^'/"  ^*/'+l'   •  •  •)  ^'/^+'7)- 

Pour  un  système  quelconque,  la  démonstration  complète  exige- 
rait des  signes  multipliés  dont  le  maniement  et  la  reproduction 
typographique  seraient  matériellement  difficiles;  mais  on  aperçoit 
aisément  que  les  choses  s'y  passent  de  la  même  manière,  parce  que 
les  conditions  posées  dans  l'énoncé,  combinées  avec  l'observation 
du  n"  289,  VU,  suppléent  aux  circonstances  réalisées  d'elles- 
mêmes  pour  l'équation  (5),  et  imposent  une  individualité  con- 
stante à  chacun  des  divers  objets  analogues  à  ceux  que  nous  avons 

désignés  par  les  notations  Uy,,o?  Uy,,^,  ^i+j,  -?—■' 

III.  Sous  les  mêmes  conditions  et  si  A-|-i>>2,  les  mêmes 
conclusions  subsistent  pour  deux  expressions  finies  de  w^^^^^ 
déduites  d'une  manière  quelconque  de  deux  équations  diffé- 
rentes du  système  (i). 
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Supposons,  par  exemple,  que  l'ensemble  des  difTércnlialions 
caractéristiques  de  (v'*+')  en  comprenne  une  I),,-  par  rajiport  à  .r, 
une  autre  Dj  par  rapport  à  y  et  un  groupe  D  de  /.■  —  i  autres  quel- 
conques, en  sorte  que  l'on  ait  (r^^+'^=  Dj;DjD(v.  Supposons  en 
outre  que,  pour  obtenir  les  deux  expressions  finies  de  w'^'^^^^  qui 
sont  en  cause,  il  ait  fallu  exécuter  la  diflérentiation  D^  D  sur 
l'équation 

et  la  différentiation  D^D  sur  l'équation 

(7*«)  |;=w,. 

D'après  Talinéa  précédent,  il  suffit  de  prouver  l'identité  des 
expressions  ultimes  de  tv'*+'\  tirées  l'une  de  l'équation  (^),  l'autre 
de  l'équation  (-  bis);  de  plus,  il  est  permis  de  calculer  la  première 
en    exécutant  la  différentiation  D  sur   ^'x,vj    expression  ultime 

de  -j — j-  tirée  de  (7),  puis  en  rééliminant  les  dérivées  d'ordres  i, 
2,  ...,/."  —  I  de  if/,  r,  .  .  . ,  de  calculer  la  seconde  par  la  même  dif- 
férentiation D  opérée  sur  ^V,.r5  expression  ultime  de  —. — j-  tirée 
de  (j  bis),  et  suivie  des  mêmes  rééliminations. 

Or,  par  bypothèse,  il  y  a  identité  entre  ^'^-.y,  ^'j)-^'  expressions 
finies  d'une  même  dérivée  d'ordre  2  non  >-/••;  par  byj)olhèse 
encore,  chacune  des  dérivées  d'ordres  1,2,  .  .  . ,  A-  —  i  qu'on  a  rééli- 
minées n'est  susceptible  que  d'expressions  finies  toutes  identiques 
les  imes  aux  autres.  Donc  il  y  a  identité  aussi  entre  les  expressions 
ultimes  de  ^p^^^'^  qui  sont  en  question. 

IV.  Chaque  dérivée  de  u^  r,  ...,  soit  première,  soit  seconde 
mais  alors  simple,  n'a  en  fait  qu'une  expression  finie  5  d'autre  part, 
toutes  les  expressions  finies  des  dérivées  complexes  secondes  se 
réduisent  à  leurs  expressions  ultimes  et  les  deux  expressions 
ultimes  de  chacune  d'elles  sont  toujours  identiques  en  vertu  de 
1  hypothèse  faite  dans  l'énoncé  de  notre  théorème.  Les  raisonne- 
ments ci-dessus  (II),  (III)  peuvent  donc  être  faits  successivement 
et  indéfiniment  pour  k  =2,3,  . . . ,  et  ils  étendent  à  tous  les  ordres 
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l'idenlilé  de  toutes  les  expressions  finies  (ultimes  en  particulier) 
d'une  mêaie  dérivée  de  u,  c,  ...  ;  c'est  ce  que  nous  avions  à 
prouver. 

299.  En  vertu  du  théorème  précédent^  les  conditions  de  pas- 
sivité du  système  (i)  se  formeront  en  égalant  identiquement, 
c'est-à-dire  x,  j',  .  . . ,  u,  ç,  •  •  •  J  étant  considérées  un  instant 
comme  des  variables  toutes  indépendantes  les  unes  des  autres 
indistinctement,  les  deux  expressions  ultimes  de  chacune  des 
dérivées  complexes  secondes  des  diverses  intégrales  hypothé- 
tiques. Si  le  système  implique  g  fonctions  inconnues  de  h  va- 
riables, le  nombre  des  dérivées  complexes  secondes  de  chaque 

fonction  inconnue  est -,  nombre  des  combinaisons  2  à  2 

1  .'2 

des  h  variables;  celui  des  conditions  de  passivité,  égal  au  nombre 

total  de  ces  dérivées  complexes,  a  donc  pour  expression  g-  — — — J-  • 

Pour  le  système  (4)  considéré  aux  n"'  291,  296,  on  a  i,'  =  1 , 
h  =  ij  et  le  nombre  des  conditions  se  réduit  à  r.  Cette  condition 
unique  est 

U!*'.i.o'(:r,j,  «)-i-Ui?''''i'(.r,^,  u)Vy(x,y,  u) 
=  U^i'O'OK^r,  jK,  a)-+-Uy'<''i'U:,(a:,7,  u) 

(quelles  que  soient  ce,  y,  u). 

Une  particularité  essentielle  à  noter  est  que  le  système  (i)  est 
passif  de  lui-même,  c'est-à-dire  sans  aucune  condition,  quand 
le  nombre  des  variables  se  réduit  à  i.  Effectivement  toutes  les 
dérivées  des  intégrales  hypothétiques  sont  nécessairement  simples 
et  il  n'y  a  point  de  dérivées  complexes  de  l'inégalité  des  expres- 
sions ultimes  desquelles  on  ait  à  se  préoccuper. 

Les  conditions  d'intégrabilité  du  calcul  inverse  des  dérivées 
(Chap.  VIII)  sont  évidemment  les  conditions  de  passivité  des 
équations  différentielles  immédiates  par  lesquelles  on  peut  for- 
muler chaque  problème  particulier.  Mais,  hors  ce  cas  de  systèmes 
immédiats  dont  les  seconds  membres  ne  contiennent  ni  les  fonc- 
tions, ni  leurs  dérivées,  les  conditions  de  passivité  ne  sont  pas 
des  conditions  d'intégrabilité  rigoureuses  ;  il  existe  en  effet  des 
systèmes  immédiats  doués  d'intégrales  ordinaires  bien  qu'ils  ne 
soient  pas  passifs,  ce  dont  on  trouvera  un  exemple  au  n°  405  [inf.). 
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C'est  pour  ce  motif  que,  dans  le  cas  général  dont  nous  commençons 
l'étude,  nous  n'avons  pas  laissé  à  ces  conditions  le  nom  impropre 
de  conditions  cVintêgrabililé  qu'on  leur  donne  habiluellomenl. 

300.  La  démonstration  très  importante  du  numéro  suivant, 
celle  aussi  du  n"  3G2  (in/.),  reposent  toutes  deux  sur  un  même  arti- 
fice dérivant  de  notions  très  simples  qu'il  convient  d'établir  aupa- 
ravant. 

Etant  donnée  une  fonction  olotrope  f(x,y,  .  .  .)  de  variables 
quelconques,  nous  appellerons  majorante  de  cette  fonction  en  x^, 
j)'o,  .  .  .  toute  fonction  o(x,  y,  .  .  .)  des  mêmes  variables,  jouis- 
sant de  la  propriété  que,  pour  ^  =  ^q,  j'  =yo,  .  .  . ,  sa  valeur  et 
celles  de  ses  dérivées  de  tous  ordres  soient  réelles  positives,  et  supé- 
rieures aux  modules  des  valeurs  correspondantes  dey(^,  j',  .  .  .) 
et  de  ses  dérivées  semblables. 

D'après  cela,  les  points  suivants  sont  évidents  : 

I.  Toute  dérivée  de  o  est  une  majorante  pour  la  dérivée 
semblable  de  f. 

II.  Toute  fonction  composée  différentielle,  à  composante  en- 
tière, de  fonctions  simples  olotropes  /,  [x,  y,  ...),  fi{x,  y,  . . .),  ... 
admet  pour  majorante  ce  qu^elle  devient  quand  on  y  substitue  : 
1°  aux  signes  —  de  la  composante  le  signe  +  partout;  2°  à  ses 
coefficients,  des  quantités  positives  égales  ou  supérieures  à 
leurs  modules;  3"  aux  fonctions  fi,f>,  •  .  . ,  d^ autres  fondions 
simples  '^)  {x,  y,  . .  .),  'f2{^^  y'i  •  •  •),  •  -  •  jouant  à  leur  égard  le 
rôle  de  majorantes. 

301.  Nous  passons  au  théorème  assurant  dans  le  cas  le  plus 
général  l'existence  des  intégrales  ordinaires  du  système  (i)  que 
nous  supposerons  désormais  passif .  En  outre,  nous  supposerons 
limitées  les  aires  (4)  où  l'on  sait  que  les  composantes  des  seconds 
membres 


(8) 


^x{x,y,  ...,  u,  V,  ...),    V^, 


sont  toutes  olotropes  j  et,  en  appelant  toujours  ^  le  nombre  des 


266  PREMIiaiE    PARTIE.    —    PRINCIPES    GÉNÉRAUX. 

fonctions  inconnues,  h  celui  des  variables  indépendantes,  nous 
poserons,  pour  abréger, 

(9)  ï  =  i; 

puis  nous  représenterons  par  o  une  première  constante  positive, 
égale  ou  inférieure  au  plus  petit  des  olomètres  des  composantes  (8) 
dans  les  aires  (4),  par  /•  une  deuxième  inférieure  à  o,  par  M  une 
troisième  supérieure  à  la  fois  à  y  et  à  tous  les  modules  que  les 
valeurs  des  fonctions  (8)  peuvent  atteindre  dans  les  aires  (4) 
accrues  de  zones  additionnelles  d'épaisseurs  comprises  entre  /• 
eto  (181),  par  OÏL,  enfin,  une  quatrième  au  moins  égale  à  M  -I- y* 
Tout  cela  posé,  le  théorème  en  question  s'énonce  ainsi  : 

De  quelque  manière  que  les  données  initiales  (2),  (3)  aient 
été  prises  à  r intérieur  des  aires  (4),  les  développements  des 
intégrales  hypothétiques  du  système  (i),  construits  sur  ces 
données  comme  nous  l'avons  expliqué  ci-dessus  (295),  (292), 
admettent  tous  des  rayons  de  convergence  au  moins  égaux  à 

(10) 

et  leurs  sommes 


isrhdW 


(II)  '^(^,7,  •••),     ?(^>J>  •••).     ••• 

sont  les  premiers  développements  de  fonctions  qui  sont  effecti- 
vement des  intégrcdes  de  ces  équatiotis. 

I.   En  posant,  pour  abréger, 

(a;  —  ro) -1- (7  —  jo)  +  •  •  •  +  (  «  —  «0)  •+- (  t^  —  i^o)  +  • .  .  =  Si, 

la  fonction 

ii{x,y,  ...,  u,  V,  ...  )  =  —  '[ 


niL 


est  majorante  en  ^0,  J'o?   •  •  •?  Uoi  ''o?  •  •  •  (300),  pou/-  chacune 
des  composantes  (8). 

En  effet,  il  vient  immédiatement  pour  les  ordres  partiels  quel- 
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conques  /),  7,   ■  •  • 

1.9..../)  (/?-n)(/?-f-2). .  .(p-\-q) 


Q'P,'/,-^{xo,yo,  ...,iio,Vo,  ...)  =  :)\L 


ri>  /•'/ 


qiianlilé  posilivc  qui,  à  cause  de  iTi.  >»  INl  cl  d'ajjiès  le  n"  \H',i, 
surpasse  évidemment  mod  W*'/'''7'-'('.ro,  y»,    ..-,   ifo,  t'o?    •  •  •  )' 
W  désignant  l'une  quelconque  de  ces  composantes. 
Pour  l'ordre  lolal  o  on  a  d'ailleurs 

9.{Xo,yo,  ■■■:  "0,  l'o,  ...)  =  D\l  —  Y^M>  inodW(a:o,JKo,  •••,  «0.  Vo,  ...)• 

II.   I.a  fonction 

{12)  1 .3.  j. . .  (2/:  —  3) 


OlL/-- 


S 
I 


est  majorante  en  .Tq,  jKo?  •  •  • ,  "o,  ^'o,  •  •  •  >  /?OMr  l'expression  ul- 
time (290)  <r/t^ /'i^/îe quelconque  des  dérivées  d'ordre  totalk{'>\) 
des  intégrales  hypothétiques  du  système  (1). 

1°  L  expression  ultime  de  -y-^? 

Ox  ou  Ov 

admet  pour  majorante  (300,  TI) 


dQ.       dC>           ôO. 
] .  o  -\ <2 

dx        Ou"        dv 


1      î)K     r        /  3\\  \"| 


r 


à  cause  de^v  =  i  (9),  et  l'on  retombera  sur  la  même  majorante 

,  .  ,  .  j       d'-u      d-  u  d-  V       d-  V 

pour  les  expressions  ultimes  de  —, — ^>  "7^'  '  '  "'  ^y~l'  7 — T '  '  '  *' 

parce  que  la  fonction  Q  jouit  de  la  double  propriété  d'être  majo- 
rante pour  chacun  des  seconds  membres  de  nos  équations  difTé- 
rentielles  (I)  et  d'avoir,  égales  identiquement  entre  elles,  toutes 
ses  dérivées  d'un  même  ordre  total  quelconque.  Le  point  dont 
nous  nous  occupons  est  donc  exact  pour  /.■  =  2,  car  le  dernier 
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résultat  obtenu  est  précisément  ce  à  quoi  l'expression  (la)  se 
réduit  alors. 

2°  Les  équations  (i)  formant  par  hypothèse  un  système  passif, 
les  expressions  ultimes  des  dérivées  d'ordre  total  A -h  i  de  w,  t',  . . . 
peuvent  êlre  formées  en  différentiant  une  fois  seulement  celles  des 
dérivées  d'ordre  A",  et  substituant  ensuite  les  seconds  membres  de 
ces  équations  aux  dérivées  premières  des  mêmes  intégrales  hypo- 
thétiques que  ces  différentiations  ont  fait  reparaître.  C'est  ce  qui 
résulte  des  alinéas  (IT),  (III)  du  n"  298,  en  y  prenant  /?  =  k  —  i , 

3°  Si  maintenant  on  admet  que  la  fonction  (12)  jouit,  jusqu'à  la 
valeur  k  de  cet  indice,  de  la  propriété  majorante  énoncée,  on 
jîrouvera  immédiatement  qu'elle  en  jouit  aussi  pour  la  valeur/,: -|- i , 
en  appliquant  le  procédé  ci-dessus  (2")  à  la  formation  des  expres- 
sions ultimes  des  dérivées  d'ordre  total  k  -+-  i  de  u,  r.  .  .  . ,  et  en 
se  souvenant  que  Q  est  majorante  pour  toutes  celles  des  dérivées 
])remières  (300).  La  propriété  dont  il  s'agit  est  donc  générale, 
puisqu'elle  existe  pour  k  =  1  (•")• 

III.  Pour  les  valeurs  ç,  r,,  .  .  .  attribuées  aux  modules  des 
différences  {^x  —  .Tq),  {y — j^o),  •  •  •  •>  ^<?  module  de 

(x  —  x^y>^  (y  —fo)" 
i  .1.  .  .  ni      i  .•>....  /i 

terme  en  (x  —  Xo)'"{y — yo)"  •  •  •  dans  le  développement  d'une 
intégrale  hypothétique  quelconque  du  système  (i),  est  infé- 
rieur à 

g  I  .  2 ...//;.  i  .  u .../«.  I  ..  .  '■      / 

car,  A,„^„^...    étant  la  valeur  initiale   de   l'expression    ultime  de 

quelque  dérivée  d'ordre  total  (m  + /?  +  .  ..)  d'une  intégrale  h3^po- 

thétique,  on  obtient  une  quantité  positive  supérieure  à  son  module 

en  faisant 

k  =^  m  -r-  n  -T- . . ., 

3r  =  Xo,        y=7o,         •••,         u  =  Uo,         v^vo, 
dans  la  fonction  (12),  majorante  de  cette  expression  pour  les  va- 
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leurs  dont  il  s'aiiil.  D'où  les  iiiéfralilcs  évidenles 


D"- 


inod  A„,,„,...  <  -  1 . 3 . 5  ...[■<(/«  -i-  «  +  ...)  —  3  ]  '  ^ 

<  -2.Î.6. 


[2(m  -H  /i +...)! 

\     ''     J 


.A'.OILN  /«+«+••• 


<  —  1 . 2 . 3 .  . .  (  /;?  +  /i  -f-  .  .  .  ) 


IV.    Un  niot  nous  suffil  maintenant  pour  démontrer  la  première 
partie  de  notre  théorème. 

L'expression  (i3)  est  le  terme  général  du  développement  de 


/■r        2,,-;Tu.,  J-1 


en  série  entière  par  rapport  à  ;,  r,,  ....  Or,  en  faisant  abstraction 
du  facteur  constant—,  cette  série  provient  de  la  substitution  de 
la  somme 

(•4) 


à  la  variable  T  dans  la  série  entière 

I  _H  T -4- T2  M- . . . . 

Pour  sa  convergence  il  suffit  (120)  que  la  somme  (i4)>  ({^iJ  se 
confond  avec  celle  des  modules  de  ses  diverses  parties,  soit  infé- 
rieure à  I,  ra}'on  de  convergence  de  cette  dernière  série.  Il  suffit, 
en  particulier,  que  ces  diverses  parties  soient  toutes  égales  entre 

elles  et  inférieures  chacune  à-r»  inverse  de  leur  nombre,  c'est- 

h  ' 

à-dire  que  l'on  ait 

^  r  r 

Si  donc  ces  inégalités  ont  lieu,  les  modules  des  termes  des 
développements  considérés,  tous  inférieurs  aux  valeurs  corres- 
pondantes de  l'expression  (i3),  forment  à  plus  forte  raison  des 
séries  convergentes. 

V.  Enfin  il  est  à  peu  près  évident  que  les  fonctions  (i  i),  sommes 
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des  développements  ainsi  obtenus,  satisfont  à  toutes  les  équa- 
tions (i).  Leur  structure  assigne  effectivement  à  leurs  dérivées  de 
tous  ordres  des  valeurs  initiales  précisément  égales  à  ce  que  nous 
appelions  tout  à  l'heure  les  valeurs  initiales  des  dérivées  des  inté- 
grales hypothétiques.  Entre  les  valeurs  initiales  de  ces  dérivées  des 
fonctions  (ii),  il  existe  donc  toutes  les  relations  dans  lesquelles 
la  substitution  des  lettres  u,  cp,  ...  à  k,  c,  ...  et  l'hypothèse 
numérique  x  =  ^o-,  y  =J)^05  •  •  -  changent  les  relations  ultimes  du 
n°  290,  et  par  suite  toutes  les  relations  primitives  du  n"  289  entraî- 
nées par  celles-ci  (290,  V).  Or  les  égalités  numériques  fournies 
ainsi  par  les  relations  primitives  expriment  directement  qu'après 
substitution  des  fonctions  (ii)  dans  les  équations  différentielles, 
les  deux  membres  de  chacune  deviennent  des  fonctions  de  .r,y,  ... 
dont  les  dérivées  semblables  de  tous  ordres  sont  égales  en  .To, 
^05  ...  et  qui  par  suite  (189)  sont  égales  identiquement. 

302.  Quand  on  a  obtenu,  comme  nous  venons  de  l'expliquer, 
les  premiers  développements  des  intégrales  ordinaires  du  système 
(i)  qui  répondent  aux  données  initiales  (p.),  (3),  il  ne  reste  plus 
qu'à  en  recommencer  de  nouveaux,  en  marchant  sur  tous  les 
chemins  praticables  issus  de  Xq^  y^^  ...  (172).  Cette  seconde 
partie  de  l'intégration  comporte  les  observations  suivantes  : 

I.  Ces  développements  ultérieurs  des  intégrales  satisfont 
identiquement  aussi  au  système  (i).  Car  l'égalité  identique  entre 
les  deux  membres  de  chaque  équation  différentielle,  que  fait  naître 
la  substitution  des  premiers  développements  à  u,  c,  .  .  . ,  entraîne 
à  elle  seule  la  même  identité  entre  les  résultats  de  la  substitution 
de  tous  développements  ultérieurs  (2o2,  II). 

II.  Comme  les  données  initiales  déterminent  les  premiers  déve- 
loppements sans  ambiguïté  aucune,  puisque  les  coefficients  de 
ceux-ci  sont  fournis  par  les  relations  ultimes  qui  assignent  à 
chacun  d'eux  une  valeur  unique,  comme  ensuite  chacun  des  pre- 
miers développements  détermine  complètement  tous  ceux  qui  lui 
succèdent  sur  des  chemins  donnés,  le  schéma  de  chaque  intégrale 
en  x^  y,  ...  (172)  ne  dépend  absolument  que  des  données  fonda- 
mentales (2),  (3)  et  des  chemins  suivis  pour  passer  àex^,  y^i  •  •  • 
kx,y, 


ClIAninK    X.    —    liQUATIONS   DIFFiau:N'TIKLI.i;.S   TOTALKS    EN    OKNlinAI,.  271 

Sifr  de  vwmcs  chemins  praticables  quelconques,  un  seul 
groupe  de  g  fondions  de  x,  y,  .  .  .  j'ouii  donc  de  la  double 
propriété  de  satisfaire,  à  titre  d'intégrales  ordinaires,  au  sys- 
tème immédiat  (i)  et  de  prendre  des  valeurs  numériijues 
données  au  commencement  de  ces  chemins. 

III.  Deux  groupes  de  g  fonctions  de  x,  v^  .  .  .  sont  par  suite 
identiques  sur  tous  les  chemins  praticables,  s'ils  sont  composés 
d'' intégrales  ordinaires  d'un  pareil  système,  satisfaisant  de 
part  et  d'autre  à  un  même  ensemble  de  conditions  initiales. 

IV.  Ici  se  présente  une  nouvelle  applicalion  de  l'observalion 
générale  faite  au  n"  175,  I,  que  nous  avons  déjà  utilisée  dans  le 
caleul  inverse  des  dérivées  au  n°  209,  V  et  ailleurs. 

Supposons  qu'on  ait  cheminé  de  x^^,  y\,  ...  à  xi^^yi.,  .  .  .,  et 
qu'on  veuille  développer  les  intégrales  à  partir  de  ces  nouvelles 
valeurs  initiales.  Si  l'on  nomme  ui,  «',•,  ...  les  valeurs  numériques 
acquises  par  ces  fonctions  en  xi.,  j)-/,  .  .  , ,  les  nouveaux  dévelop- 
pements sont  des  fonctions  de  x,  t,  .  .  .  jouissant  de  la  double 
propriété  de  se  réduire  à  ;/,,  c/,  .  .  .  pour  x  =  a:/,  y  =yi,  .  .  ., 
et  de  satisfaire  aux  équations  différentielles  considérées  (i).  Ils 
coïncident  par  suite  (III)  avec  les  premiers  développements  des 
intégrales  du  système  proposé  répondant  aux  données  fondamen- 
tales xi,  yi,  .  .  . ,  Ui,  Vi, 

Ainsi  donc,  à  la  génération  directe  de  chaque  nouveau  déve- 
loppement cV une  intégrale  isolée,  que  procure,  comme  au 
n"  172,  la  considération  de  celui  cjui  Va  précédé,  on  peut  sub- 
stituer l'opération  indirecte  impliquant  les  g  intégrales  à  la 
fois  et  consista/Il  à  revenir  aux  équations  différentielles  pour 
en  tirer,  comme  nous  l'avons  explicjué  au  n°  295,  les  premiers 
développements  des  intégrales  qui  sont  égales  à  ui,  c/,  .  .  . 
pour  X  =  Xi,  y=yi, 

Cette  conception  de  chaque  groupe  de  développements  ulté- 
rieurs comme  un  groupe  de /?/v?/;?/<?/'5  développements  construits 
sur  les  valeurs  numériques  actuelles  de  x,y,  .  .  .,  u.,v,  .  .  .,  trans- 
formées en  données  fondamentales,  facilite  au  plus  haut  degré 
l'étude  et  le  maniement  des  intégrales.  On  la  préfère  à  toute 
autre. 
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V.  En  particulier,  elle  rend  évidente  cette  conséquence  qui  est 
très  importante. 

Comme,  d'une  part,  la  quantité  positive  (lo),  limite  inférieure 
commune  des  rayons  de  convergence  de  premiers  développe- 
ments construits  sur  les  données  fondamentales  (2),  (3)  est  en  fait 
absolument  indépendante  des  valeurs  particulières  de  ces  der- 
nières, pourvu  bien  entendu  qu'elles  tombent  toutes  à  l'intérieur 
des  aires  (4)?  comme,  d'autre  part,  ainsi  qu'on  vient  de  le  voir, 
tous  développements  ultérieurs  peuvent  être  considérés  comme 
de  premiers  développements  construits  sur  de  nouvelles  données 
fondamentales,  cette  même  quantité  (10)  constitue  aussi  une 
limite  inférieure  des  rayons  de  convergence  des  développe- 
ments ultérieurs,  tant  que  la  marche  de  x,  y^  ...  à  l' intérieur 
des  aires  Sj-,  Sy,  .  .  .  n  ^entraîne  à  l'extérieur  des  aires  S„, 
S,,,   ...  la  valeur  d'aucune  des  intégrales  u,  v,  .... 

Par  suite,  les  chemins  praticables  sont  tous  ceux  qu'on  peut 
tracer  dans  les  aires  S.r,  Sy,  .  .  .  à  partir  de  Xo^yo,  •  •  - ,  avec 
des  côtés  de  longueurs  inférieures  à  la  quantité  (10),  et  de 
manière  que  les  valeurs  de  u,  v,  ...  restent  toutes  intérieures 
aux  aires  Su,  S,.,  .... 

Ainsi  donc,  les  intégrales  sont  localement  olotropes  avec  des 
olomètres  au  moins  égaux  à  la  quantité  (10)  (175,  IV),  non 
pas  nécessairement  dans  la  totalité  des  aires  S^;,  Sj,  . .  . ,  mais 
certainement  dans  toutes  portions  s^i  Sy,  ...  de  ces  aires  oit 
le  cheminement  ne  peut  faire  échapper  des  aires  S„,  S,,,  .  .  . 
la  valeur  d  aucune  intégrale. 

VI.  Quand  on  a  tracé  les  limites  extrêmes  des  aires  partielles  5^-, 
5j,  .  .  .,  opération  en  général  assez  facile,  mais  exigeant  l'inter- 
vention des  propriétés  spéciales  des  composantes  (8)  dans  chaque 
cas  particulier,  le  théorème  du  n°  '^01  fait  immédiatement  con- 
naître les  plus  grands  rayons  de  convergence  des  intégrales. 
Et,  pour  peu  que  ces  aires  soient  étendues,  la  valeur  de  la  limite 
inférieure  que  notre  théorie  générale  assigne  aux  olomètres  perd 
toute  influence  sensible  sur  celle  des  rajons  maximums.  On  s'at- 
tache donc  exclusivement  à  reculer  les  limites  des  aires  Sx-, 
Sy^  ...,  sans  s'inquiéter  jamais  de  la  valeur  numérique  de 
l'expression  (10).  Cette  dernière  considération  ôte  tout  intérêt 
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à  la  recherche  de  limites  inférieures  ])liis  ('lovées;  c'esl  en  nous 
conlenlanl  de  celle-ci,  que  nous  avons  |)u  réaliser  dans  le  raison- 
nement des  simplifications  au  fond  considérables. 

Dans  le  calcul  inverse  îles  dérivées  (Cliap.  VIK),  la  sini|)licil»- 
des  dévelo|)pcmenls  des  intéi;rales  nous  a  laissé  apercevoir  immé- 
diatement leurs  plus  grands  rayons  de  convergence;  dans  quelques 
autres  cas  particuliers  on  peut  encore,  sans  trop  de  peine,  les 
découvrir  par  la  discussion  des  développements  eux-mêmes,  mais 
c'est  fort  rare. 

303.  L'existence  des  intégrales,  résultant  de  la  double  possibi- 
lité de  former  leurs  premiers  développements,  puis  de  cheminer, 
se  formule  très  brièvement  en  disant  que  des  équations  diJJ'é- 
rcnliellcs  totales  constituant  un  système  immédiat  passif  pos- 
sèdent des  intégrales  ordinaires  localement  olotropes,  aussi 
longtemps  que  leurs  seconds  membres  le  demeurent  eux-mêmes. 

Considérées  dans  leur  ensemble,  et  pour  un  système  donné, 
ces  intégrales  sont  des  fonctions  déterminées  des  varicd^les 
indépendantes  et  de  leurs  propres  valeurs  initiales  jouant  alors 
le  rôle  de  nouvelles  variables  adjointes  aux  aut/-es  ;leurs  valeurs 
ne  dépendent  effectivement  que  de  celles  de  toutes  ces  quantités. 

Mais,  quand  aucune  condition  initiale  n'est  annexée  au  système, 
elles  sont  essentiellement  indéterminées  relativement  aux  va- 
riables de  la  question.  Leur  indétermination  consiste  en  ce  que, 
outre  ces  h  variables,  elles  contiennent  les  g  paramètres  repré- 
sentant leurs  valeurs  initiales.  Nous  constaterons  plus  tard  que 
les  intégrales  sont  encore  olotropes  par  rapj^ort  à  ces  paramètres. 
(Chap.  XllI  inf). 

304.  En  terminant  ce  Chapitre,  recommandons  au  lecteur  de 
ne  pas  oublier  que  la  marche  suivie  pour  trouver  des  intégrales 
ordinaires  au  système  (i)  supposé  passif  ne  diffère  pas,  dans  son 
essence,  de  la  Méthode  des  coefficients  indéterminés  (216). 

En  développant  effectivement  les  seconds  membres  en  séries 
entières  en  .r  —  -^^o?  J'' —  JKo)  •  •  • ,  «  —  '^o?  <'  —  ^o^  •  •  •  ?  substituant 
à  w,  (',  ...  dans  ces  équations  des  séries  entières  à  coefficients 
indéterminés  en  x  —  ^oi  J' — J^i  •  •  •  ayant  m^j  ^o?  •  •  •  pour  pre- 
miers termes,  et  égalant  numériquement  les  coefficients  dans  les 
.M.  —  I.  i8 
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deux  membres  des  termes  semblables  par  rapport  à  ces  différences, 
nous  aurions  obtenu  une  suite  illimitée  d'équations  de  conditions 
susceptibles  de  fournir  successivement  les  valeurs  des  coeffi- 
cients inconnus,  eK])riinées  en  fonctions  entières  de  ceux  précé- 
demment obtenus  et  des  coefficients  des  développements  des 
seconds  membres.  Après  quoi,  nous  aurions  pu  constatc>r  que  les 
séries  ainsi  obtenues  sont  convergentes  et  que  leurs  sommes  satis- 
font bien  aux  équations  proposées.  De  cette  manière,  nous  aurions 
parlé  un  autre  langage;  mais  nous  aurions  fait  la  même  chose,  à 
cause  de  la  presque  identité  des  valeurs  initiales  des  dérivées  des 
fonctions  avec  les  coefficients  de  leurs  développements. 


CHAPITRE  XI. 


FONCTIONS    IMPLICITES    EN   GENER  M- 


Existence  et  difPérentiation  des  fonctions  implicites  dans  le  cas 

fondamental. 

30o.  On  iippclle  fondions  implicites  celles  qui  sont  défi- 
nies par  la  condition  de  satisfaire  à  un  système  d'équations 
finies  (283)  données  entre  elles  et  les  variables  indépendantes. 
Ce  mode  de  génération  comporte  le  plus  souvent  une  ambiguïté 
qui  se  lève  par  l'addition  de  conditions  accessoires  que  nous  pré- 
ciserons au  moment  voulu.  Combiné  avec  la  composition  des 
fonctions  (Cbaj).  IX),  il  permet  de  tirer  d'un  nombre  excessi- 
vement restreint  de  fonctions  primordiales  de  telle  ou  telle  origine 
(fonctions  rationnelles  accompagnées  d'une  seule  transcendante) 
la  presque  totalité  de  celles  qui  sont  les  matériaux  des  calculs 
usuels. 

Dans  le  problème  des  fonctions  implicites,  les  données  sont 
les  premiers  membres  des  équations  génératrices,  et  il  faut  de  toute 
nécessité  leur  connaître  des  propriétés  précises,  sans  quoi  le  rai- 
sonnement manquerait  de  base  et  serait  impossible.  Nous  les  sup- 
j)Oscrons  olotropes,  eux  ou  plutôt  les  composantes  dont  ils  sont 
formés  (281),  pour  les  valeurs  qu'il  y  aura  lieu  d'attribuer  aux 
quantités  qu'ils  contiennent.  La  plupart  des  autres  cas  peuvent 
d'ailleurs  être  ramenés  à  celui-ci;  sinon  l'on  se  trouve  en  présence 
de  l'une  de  ces  singularités  qui  échappent  absolument  aux  mé- 
thodes générales  (149). 

Parmi  les  fonctions  implicites  engendrées  ainsi  par  la  réso- 
lution d'équations  simultanées  dont  les  premiers  membres  sont 
olotropes,  les  plus  remarquables  sont  naturellement  celles  pour 
lesquelles  ces  premiers  membres  sont  tous  des  polynômes  entiers. 
Elles  forment  la  classe  immense  des  irrationnelles  algébriques, 
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contenant  le  groupe  relativement  très  restreint  des  fonctions  pro- 
venant de  la  combinaison  des  opérations  rationnelles  avec  des 
extractions  de  racines. 

306.  Il  nous  faut  avant  tout  définir  certaines  fonctions  com- 
posées différentielles  jouant  à  l'égard  d'un  système  de  plusieurs 
fonctions  un  rôle  tout  semblable  à  celui  que  les  dérivées  premières 
d'une  seule  remplissent  vis-à-vis  d'elle. 

Etant  données  m  fonctions 

/  F.  (X,  Y,  Z,  ....  T). 
^j^  )  F.,  (X,  Y,  Z,  ...,T), 

(  F„,(X,  Y,  Z,  ...,T) 

des  n^m  variables  X,  Y,  Z,  . . .,  T,  nous  appellerons  détermi- 
nant différentiel  de  ce  système  par  rapport  à  m  variables 
désignées  le  déterminant  (an  signe  près)  des  m-  dérivées  pre- 
mières de  ces  fonctions,  prises  par  rapport  à  ces  m  variables  et 
écrites  dans  leur  ordre  naturel. 
Si  l'on  construit  le  Tableau 


(2) 


des  dérivées  premières  de  toutes  ces  fonctions,  dont  le  nombre  des 
colonnes  est  égal  ou  supérieur  à  celui  des  lignes,  on  obtiendra 
celui  d'nn  déterminant  différentiel  donné,  en  associant  les  m 
colonnes  de  ce  Tableau  qui  contiennent  les  dérivées  des  fonc- 
tions F,,  ...,  F,„  prises  par  rapport  aux  variables  voulues. 
Comme  nous  ne  spécifions  pas  l'ordre  de  ces  m  colonnes,  chaque 
déterminant  est  susceptible  de  deux  déterminations  opposées 
entre  lesquelles  nous  choisirons  indifféremment. 

Leur  nombre  total  est  celui  des  combinaisons  des  n  colonnes 
prises  m  à  m  ;  il  se  réduit  à  i  dans  le  seul  cas  où  n  =  m . 


rfF, 

f/F, 

d¥, 

f/F, 

^X  ' 

./Y' 

dZ  ' 

••'    ;/T' 

f/F, 

d¥o 

f/F, 

^F, 

^X' 

d\' 

./Z'    • 

■''       d'Y' 

^F„, 

r/V,,, 

d-Prn 

r/F„, 

rfX' 

-d\    ' 

d-L'     • 

'       f/T 
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Pour  /??  =  !,  les  délei'inlnants  tlifTcronlicls  ne  sont  plus  que  les 
simples  dérivées  partielles  premières  de  la  Tonelion  unique  I''  qui 
constiluc  le  système. 

Les  (Icterminanls  différentiels  sont  ololropes  aussi  longtemps 
que  les  fonctions  (i)  le  sont  elles-mêmes  ;  elTcctivement  ce  sont 
des  fonctions  composées  à  composantes  entières,  c'est-à-dire  indé- 
finiment olotropes,  des  dérivées  (2)  qui,  toutes,  sont  nécessai- 
rement olotropes  en  même  temps  que  ces  fonctions  (I60)  (250,  T). 

300  bis.  Les  propriétés  générales  des  déterminants,  combinées 
avec  la  nature  spéciale  des  développements  des.  diverses  dérivées 
premières  d'une  même  fonction  composée  (2o6),  conduisent  à  un 
développement  de  forme  identique,  pour  le  déterminant  diffé- 
rentiel par  rapport  à  m  variables  déterminées  de  m  fonctions 
composées  de  n  Ç^m)  fonctions  simples.  On  trouve  facilement 
qu'ïY  est  égal  au  résultat  obtenu  en  faisant  le  produit  d'un 
déterminant  différentiel  des  m  composantes  par  rapport  à  m 
fonctions  simples  par  celui  de  ces  ni  fonctions  simples  par  rap- 
port aux  m  variables  considérées ,  puis  la  somme  des  produits 
de  ce  genre  correspondant  à  toutes  les  combinaisons  des  n  fonc- 
tions simples  prises  m  à  m. 

307.  Voici  le  premier  théorème  fondamental  de  la  théorie  des 
fonctions  implicites. 

Si,  cV une  part,  les  composantes 

(3)  fi{x,y,  ...,  u,v,  ...),    f_,     ...,    J,„ 

des  premiers  membres  de  m  équations  finies  simultanées 

)/2  {^,y-  ...,«,  f,  ...)  =  o, 

I 

'   fmi.^,  y,    ...,   Il,   V.    ..  .)  =  0, 

entre  les  m  fonctions  inconnues  u,  r,  ...  et  les  variables  indé- 
pendantes x^  y,  . . .  en  nombre  quelconcjue,  sont  toutes  olotropes 
à  V intérieur  des  aires  limitées 

(  j  )  i5j-,     5j-,     •  •  •  ) 

(6)  S„,     S 
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si,  cV autre  pari,  dans  les  mêmes  aires,  la  fonction 


(7) 


A(ar.j',  ...,  u,v,  ...) 


du  (Iv 

d_h  df, 

du  dv 

dfn,  df,„ 

du  dv 


déterminant  différentiel  des  m  fonctions  (3)  pris  par  rapport 
aux  m  variables  «,  t-',  ...  (306)  ne  s'évanouit  jamais,  si  enfin 
les  cjuanlilés 

^0  >      J'o  )        •  •  •  > 
«0,        J'Oî         •  •  • 

sont  situées  dans  les  aires  (;")),  (G)  et  vérifient  numériquement 
les  équations  proposées,  c'est-à-dire  donnent 


(8) 


\  fi{^o,ro, 


■)=fi(^o,ro,  ■■■, iio,^o,  ...)  =  ... 

=  fm  (^0,   Jo,     ■  ■  -,    «0,     i'u,     .  .  .  )  =  O, 


le  système  (4)  de  ces  dernières  admet  un  groupe  unique  de 
solutions  qui  soient  olotropes  en  Xq,  y^,   .  .  .  et  s'y  réduisent 

à  Uo,  Co, 

Les  fonctions  dont  les  premiers  développements  ont  été  ainsi 
obtenus  restent  localement  olotropes  et  satisfont  aux  équa- 
tions (4),  aussi  longtemps  que  x,  y,  ...  cheminent  dans  les 
aires  (5),  sans  entraîner  aucune  de  leurs  valeurs  à  l'extérieur 
des  aires  (6). 


I.  Admettant  pour  un  instant  l'existence  des  solutions  spéci- 
fiées dans  notre  énoncé,  que  nous  représenterons  par  les  mêmes 
lettres  u.,  r,  ...,  nous  remarquerons  qu'étant  olotropes  en  x^^. 
j'o,  ...  et  y  devenant  numéiùquement  égales  à  ;/o,  ^'o,  •  •  •  :  valeurs 
de  x^y^  . .  .,  u,  r,  ...  pour  lesquelles  les  composantes  (3)  sont 
supposées  olotropes,  ces  solutions  substituées  dans  les  premiers 
membres  des  équations  (4)  les  transforment  en  des  fonctions  com- 
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posées  dca',j',  .  .  .  qnisoiiL  Lotilcs  ololropcs  en  Xojj'n,  .  .  .  (!247). 
Les  fonctions  «,  v,  .  .  .  sallsfonl  donc  non  seulcmcnl  aux  ('([nations 
proposées,  mais  encore  à  toutes  celles  rpii  s'en  déduisent  par  des 
difTérentiations  et  des  combinaisons  variées  (282). 

Si,  en  parliculiçr,  on  difTérenlic  les  équations  (4)  par  rapport 
à  jr,  il  viendra 


(9) 


àfi        àfx  du 
dx         du   dx 

dfx  dv 
dv   dx 

dfi        df-i  du 
ôx         Ou    (Lr 

àfi  dv 
dv    dx 

-=o, 


O) 


àfm  àfjn    du  àfjn    dv_ 

dx  du    dx  dv     dx 


C(|uations  lin('aires  en  -r-y  -y-»  •  ■  ■  ■>  où  les  coefficients  de  ces  déri- 
i  dx    dx 

vées  sont  précisément  les  éléments  du  déterminant  dififérenticl  A. 
Puisqu'en  j  considérant  x^y,  .  .  . .  u,  v,  ...  comme  des  variables 
indépendantes,  nous  supposons  essentiellement  que  celte  fonc- 
tion A  ne  s'évanouit  jamais  dans  les  aires  (5)  (6),  le  même  détermi- 
nant considéré  comme  fonction  composée  de  x,  )•,  ...  et  des 
solutions  «,  p,  ...  ne  s'annulera  ni  en  x^,  l'o,  .  •  -,  ni  pour  les 
valeurs  de  x,j\  .  .  .  suffisamment  voisines  de  celles-ci.  En  vertu 
de  la  théorie  des  équations  linéaires,  on  pourra  donc,  au  moyen  des 

formules  de  Cramer,  résoudre  les  équations  (9)  par  rapport  à  j--, 

dv^ 
dx 

^  ^  ,  ,  1  du     dv  du 

De  même  pour  les  systèmes  analogues  en-^-y  -r--,  •••.  en  —r-_^ 

-J^, qu'engendreront,  aprè'S  cette  différentiation  par  rap- 
porta X,  des  différentiations  intéressant  successivement  les  autres 
variables  v,  :-^  •  •  . 

Dans  tous  ces  systèmes,  les  coefficients  des  dérivées  de  w,  r,  ... 
sont  invariablement  les  éléments  du  déterminant  A;  dans  les  pre- 
miers membres  de  chacun  d'eux,  les  termes  indépendants  de  ces 
dérivées  sont  les  dérivées  partielles  àc  fy,  f-^-,  -  •  •  1 //«  pai'  rapport 
à  la  variable  indépendante  intéressée  dans  la  dlUéreiitiation  qui 
Ta  engendrée.  Leur  résolution  successivedonnera  donc  les  lignes, 


du 

A„.r 

dv 

A,..r 

dx 

A    ' 

dx 

A    '          •••' 

du 

A„v 

dv 

A.v 

'<iy~ 

A    ' 

dy 

^   ' 
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de  m  formules  chacune, 


(10) 


où  A„j;,par  exemple,  représente  ce  que  devient  A  parla  subslilution 

de  ^,  ^,  . . .,  %  à  1^,  ^,  . . .,  ^,  c'est-à-dire  le  dctcrmi- 
ox      dx  ox         au     ou  ou 

nant  difTérentiel  de/, ,  /"o,  ,  .  . ,  /,„  par  rapport  à  ;r,  c,  .... 

Nous  arrivons  ainsi  à  celte  conclusion  importante  que,  si  les 
fondions  implicites  u,  v,  .  .  .  existent,  elles  constituent  des  inté- 
grales du  système  des  équations  différentielles  (lo),  lequel  est 
évidemment  immédiat  et  total  (286,  287);  de  plus  ces  inté- 
grales sont  ordinaires  (288).  Effectivement,  pour  des  valeurs 
des  variables  suffisamment  voisines  de  .ro,j>'o,  •  •  •  dans  les  aires  (5), 
les  valeurs  des  fonctions  m,  f ,  . .  .  restent  renfermées  dans  les 
aires  (6),  et,  à  l'intérieur  de  ces  deux  groupes  d'aires,  les  seconds 
membres  des  équations  (lo)  sont  olotropes,  comme  rapports  des 
fonctions  A,  A„.,-,  .  .  .  qui  sont  toutes  olotropes  (306)  à  l'une 
d'elles  A  que  nous  supposons  essentiellement  ne  pas  s'évanouir 
(250,  III). 

II.  Le  système  immédiat  (lo)  est  passif  {^Wi)  (298). 

Les  seconds  membres  des  équations  différentielles  de  la  première 
ligne  de  ce  système,  que  nous  représenterons  un  instant  par  U^-, 
Vf,  .  .  .,  sont  des  fonctions  de  x,y^  .  .  .,  u,  v,  .  .  .  qui,  en  consi- 
dérant toutes  ces  quantités  comme  autant  de  variables  indépen- 
dantes, donnent  lieu  aux  identités 


àA    .    àf  df, 

OX         Ou  av 


o, 


^  +  M   U    -^   V    +       -o 
(il)  {     OX         du  ôv 


\     ôx  Ou      ^        Ov       "^ 


Car  ces  dernières  relations  expriment  simplement  que  les  équa- 
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lions   linéaires  (cj)  sont  circclivcinonl  salisfailes   par  les  valeurs 

1      •  ,  ,      du    dv 

trouvées  i)our  des  inconnues  notées  -t->  -j-»  •  •  •• 
'  dx    dx 

De  même  Uj,  Y, ,  .  • . ,  seconds  membres  des  équations  de  la 

deuxième  ligne  du  système  (lo),  donnent  lieu  aux.  idenlilés 


(12) 


ùv  ou      •'         ov      ■' 


ôy  au      •         ûv      ■' 


Cela  posé,  difTérentions  successivement  par  rapport  à  w,  r,  •  ■  •  ,y 
la  première  identité  du  groupe  (i  i),  et  ajoutons  membre  à  membre 
les  résultats  multipliés  respectivement  par  U^,  Vj,  ...,  i.  On 
apercevra  facilement  que  le  résultat  obtenu  est  de  la  forme 

I'l"-+fiW+=^v„„ +...  =  „, 

[i].,.j  désignant  un  groupe  de  termes  que  laisse  invariable  la  per- 
mutation de  Xj  y  dans  les  indices  et  dans  les  différentielles,  où 

Ua;vj  ^.rji  •  •  •  désignent  les  expressions  ultimes  (290)  de  -. — j--, 

■  '       ;   •••  provenant  de    la  différentialion   par  rapport  Ix  y  des 

équations  de  la  première  ligne  du  Tableau  (lo). 

En  ajoutant,  multipliés  par  Uj-,  V^;,  .  .  .,  i,  les  résultats  de  la 
différentiation  de  la  première  identité  du  groupe  (12)  par  rapport 
à  u,  <%  .  .  . ,  .r,  on  trouve  de  même 

fil      +^U     -^^V     --       -o 

où  [i]jj; représente  ce  que  devient  [ij.rjpai'  la  permutation  de  x,y 

dans  les  indices  et  dans  les  différentielles,  c'est-à-dire  ce  groupe 

invariable  lui-même,  où  U^^-,  Vyx,  •  •  •  représentent  les  expressions 

1  •  I  A  1 .  •    ,  1  j       d^u       d-v 

ultimes  des  mêmes  dérivées  complexes  secondes-; — r-?  —, — r-'  •  •  •  ' 

^  dx  ay    dx  dy 

mais  provenant  maintenant  de  la  différentiation  par  rapport  à  x 
des  équations  différentielles  de  la  seconde  ligne  du  Tableau  (10). 
Si  maintenant  on  traite  de  la  même  manière  les  deuxièmes,  troi- 
sièmes, ...,  m''^™^^  identités  des  deux  groupes  (11)  et  (12),  et  si 
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l'on  soiistrail  membre  à  membre  les  identités  de  chaque  paire 
obtenue,  il  vient,  à  cause  de 

[  '  h-y  —  [  I ha:  =  [  -* ]x v  —  [ 2 ] , x  =...  =  [/»  ].c v  —  [  '" ]yx  =  O , 

les  identités  linéaires  et  homogènes 

du  ^  ^  ^  ôi'  ^   -^  '' 

OU  Ol' 


— —  (  ^}   }u  -r-  — ; — 

Ou  ài> 

entre  (xy),,,  (.vy)i.,  .  .  . ,  premiers  membres  des  conditions  de  pas- 
sivité ayant  pour  origine  la  considération  des  dérivées  complexes 

secondes  —, — ;-  de  u,  r,  ...  et  écrites  de  manière  à  avoir  zéro  pour 
ax  ay  ^ 

seconds  membres  (!299).  On  en  conchit  immédiatement 

(^7)«  =  (^7)"  =  ■••  =  "' 

parce  que,  dans  ces  identités,  le  déterminant  des  coefficients  est 
précisément  le  déterminant  diflerentiel  ^[x,  y,   ...,  w,  t',    .  .  .) 
que  nous  supposons  essentiellement  ne  pas  s'évanouir. 
L'existence  des  autres  conditions  de  passivité 

{Xz)u  ={XZ)^  =...  =  (), 

{y^)u  =  iy^)^=---  ..  =  o, 


s'établit  de  la  même  manière. 

III.  Le  système  d'équations  différentielles  totales  (lo)  pos- 
sède donc  un  groupe  d'intégrales  ordinaires  w,  r,  .  .  .  satisfai- 
sant aux  conditions  initiales 

(  U=   U„  V  =  Vo, 

(i3) 

(  pour    X  =  x^,       y  =yo,        •■   ■ 

Le  théorème  du  n°301  lui  est  eftectivemenl  applicable,  puisque 
les  seconds  membres  de  ces   équations  sont  olotropes  dans  les 
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aires  (;")),  (())  coiiltMianl,  les  poiiils  .ry,  j'y,  .  .  . ,  //oi  <'o^  .  .  . ,  cl  que 
leur  svslènic  es!  passif  fil). 

IV.  Ces  Intégrales  satisfont  au  systrme  des  (''fjuations  finies 
proposées  (4)- 

L'ensemble  des  formules  inscrites  dans  la  première  hyiic  du 
Tableau  (lo)  n'étant  au  fond  que  le  système  d'équations  diffé- 
renlicllcs  (()\  luodifii'-  par  une  Iransformutioii  «pu  est  réversible  à 
cause  de  A  non  =  o,  les  intc'grales  «,  r,  .  .  .  satisfont  nécessairement 
aussi  à  ces  dernières  équations,  en  particulier  à  la  première 

0.r         ou   dx        di>    de 

La  considération  de  la  seconde  ligne  du  Tableau  (lo),  de  la  troi- 
sième, etc.,  donne  de  même 


dfi        ôfi   du        ôfi    dv 
dy         Ou    dy         Ov    dy 

dz     '     du    dz    '     dv    dz 


o, 


Or  les  équations  (i4)}  (i^)  expriment  précisément  que  les  déri- 
vées premières  de  la  fonction  composée  de  x,  y,  ...  engendrée 
par  la  substitution  de  ces  intégrales  à  ;/,  c,  ...  dans 

fxix,y,  ...,  u,  c,  ...) 

sont  toutes  nulles  idenliquemenl.  Donc  (193)  cette  fonction  com- 
posée se  réduit  à  une  certaine  constante  C,,  d'où  l'identilé 

/i(.r,  j',  ....  u.  i\  ...)=  C,. 

Mais  on  a  nécessairement  C,  =  o,  à  cause  des  conditions  ini- 
tiales (i  3)  combinées  avec  la  première  des  égalités  numériques  (8). 
On  a  donc  en  définitive  la  relation 

/i(r,  jK,   ...,  u.  c,   ...')  =  o, 

et  l'on  démontrerait  de  même  que  les  /»  —  i  autres  équations  du 
système  proposé  sont  toutes  satisfaites. 

Le  théoi'ème  du  n'  !2oi2,  I  étend  immédiatement  à  tous  déve- 
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loppements  ultérieurs  des  intégrales  en  question  cette  propriété 
qu'ont  leurs  premiers  développements,  d'annuler  identiquement 
les  premiers  membres  (3)  des  équations  proposées. 

V.  Les  seconds  membres  des  équations  difTérentielles  auxi- 
liaires (lo)  étant  tous  olotropes  dans  les  aires  (5),  (6),  comme 
nous  l'avons  constaté  à  la  fin  de  l'alinéa  I,  cette  identité  complète 
entre  leurs  intégrales  ordinaires  précisées  par  les  conditions  ini- 
tiales (i3)  et  nos  fonctions  implicites  rend  applicables  à  ces  der- 
nières toutes  les  observations  faites  au  n"  3012.  Celle  de  son  alinéa  V 
entraîne  immédiatement  la  dernière  partie  de  notre  théorème. 

308.  Nous  avons  à  lui  ajouter  le  suivant  : 

On  peut  assigner  une  quantité  positive  o)  telle  que,  pour 
toutes  valeurs  particulières  de  x^  y,  ...  tombant  dafis  les 
aires  (5),  et  en  supposant  que  la  résolution  ninnéiique  des 
équations  (4)  donne  un  premier  système  de  racines 

(i6)  u,     V,     ... 

tombant  toutes  dans  les  aires  (6)  et  un  autre  quelconque 

u,    v',     . . . , 

il  arrive  de  deux  choses  l' une  :  ou  bien  Von  a 

(17)  h'=M,  i''=V,  ..., 

ou  bien  cjuelque  module  des  différences 

(iS)  Il  —  u,     v' —  V,     . . . 

surpasse  w. 

En  appelant  0  une  quantité  positive  inférieure  à  tous  les  olo- 

mètres  des  fonctions  (3)  dans  les  aires  (5),  (6)  et  0'  une  autre 

inférieure  à  celle-ci,  en  attribuant  kx,y^  .  .  . ,  u.,  t",  .  .  .  des  valeurs 

quelconques,  mais  toutes  intérieures  aux  mêmes  aires,  puis  des 

accroissements 

r,     X),     ...,    u,     t),     ... 

de  modules  ^0',  on  peut  écrire  pour  chacun  des  premiers  membres 
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des  c(|u;ilions  (4  ) 

\  fi^  +  f.  r  +  P.  •  •  • ,  «  +  "-  r  -Ml,  .  .  .) 
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l'9) 


i      =f(^,J%  ■■■,  «,  «'>  . . . )  +  >^ f  +  Y P  -f- . . . -(-  U in-  V u  -+- . 


avec 


U  =  ^  -(-U'ï'r-H...^L:'"'it-t-..., 
du 

V=    ^  -î-V(ï)r  +  ...4- V'u)„+.. 


et,  dans  toutes  ces  formules,  les  niultiplicaleurs  des  accroisse- 
ments sont  des  fonctions  dex,  y^  . . . ,  u,  i>,  . . . ,  f,  1),  . . . ,  U,  D,  . . . , 
aux  modules  desquelles  on  peut  assigner  des  limites  supérieures 
fixes  pour  toutes  les  combinaisons  de  valeurs  de  leurs  variables 
que  nous  venons  de  définir  (200). 

Il  en  résulte  que  pour  le  déterminant 


on  peut  écrire 


Ui 

Vi 

u. 

V2 

u,„ 

\,n 

D  = 

Ah- 

^, 


A  représentant  toujours  le  déterminant  différentiel  (-),  E  dési- 
gnant la  somme  des  produits  de  monômes  entiers,  de  degrés  ^i, 
en  l",  1),  .  .  , ,  U,  y,  .  .  , ,  par  des  fonctions  , dont  tous  les  modules 
restent  inférieurs  à  certaines  quantités  positives  toutes  indépen- 
dantes des  variables  x,  y,  . . .  ^  u,  v,  . .  .  el  de  leurs  accroissements. 
Comme  A  est  supposé  essentiellement  ne  jamais  s'évanouir 
dans  les  aires  (5),  (6),  il  existe  certainemen  t  une  quantité  posi- 
tive invariable  6  au-dessous  de  laquelle  son  module  ne  peut  s'j 
abaisser  (186).  En  appelant  enfin  î  une  quantité  positive  <<  0,  la 
nature  de  l'expression  E  permet  évidemme  nt  d'assigner  au-dessous 
de  0'  une  autre  quantité  positive  co  telle  que,  pour 


(20)      modr^w,     modi;;ia), 


mod  u  <  w,     mod  u  <  to, 


on  ait  toujours 


modE  <  î, 
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el;  par  suite,  à  cause  de  niod  A  >■  0, 

nioflD  >0  — £, 
c'est-à-dire 

(21)  D  non  =  o. 

Supposons  maintenant  que  «,  i>,  ...  représentent  les  ra- 
cines (i6),fpiclcs  modules  des  diiïérences  (17)  soient  tous  5  w,  et 
faisons  dans  tout  ce  qui  précède 

r  =  I)  =  .  .  .  =  o,         Il  =  u' —  u.         V  =  v' —  c,  .  .  . , 

quantités  satisfaisant  alors  aux  inégalités  (20). 
Ces  hypothèses,  combinées  avec  les  égalités 

/(■T.y.  ...,  Il,  v,  ...)  =  o, 
f{x,y,  ...,  u  -HU,  f -hu.  ...)=/(.r,j',  ...,  u',  v' ,  ...)  =  o, 

transforment  les  relations  générales  (19)  en 

/     UiU  -f-    \'iU  H-  . . .—  o, 

1    U2U  -+-  Va  11  -\-. .  .  =  0, 

[  U,;,u  -^  \„,ii  -■-■. .  .  =  0, 

système  linéaire  et  homogène  de  m  équations  entre  les  m  diffé- 
rences (18),  qui,  par  suite  de  l'inégalité  (21),  donne 

u  —  ])—...  =  o. 

c'est-à-dire   les    égalités  (17)    constituant  l'allernative  que   nous 
n'avions  pas  écartée. 

309.  Ce  théorème  fournit  au  précédent  un  complément  indis- 
pensable, car  on  en  conclut  immédiatement  qu  en  fait  de  solu- 
tions, olotropes  ou  non,  mais  tendant  vers  Uq,  Tq,  ...  en  même 
temps  que  x^  y,  ...  vers  x^^  y^,  ....  le  système  Jlni  (4)  ne  pos- 
sède absolument  que  les  intégrales  des  équations  différen- 
tielles (10)  considérées  tout  à  V heure.  Il  n'y  a  donc  pas  à  craindre 
que  l'intégration  de  ces  équations  laisse  échapper  quelque  groupe 
de  solutions  qui  ne  seraient  pas  olotropes. 
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Nous  verrons,  clans  le  Cliapitrc  I  de  noire  denxirnic  Parlif ,  cpic 
ces  deux  propositions  forment  la  base  naturelle  de  la  résolution 
des  équations  numériques. 

310.  Tous  ces  résultais  peuvent  encore  être  condensés  dans 
cette  énonciation  abrégée  :  Aussi  longtemps  que  les  premiers 
membres  des  équations  (4)  demeurent  ololropes  et  que  leur 
déterminant  différentiel  pris  par  rapport  à  u,  r,  ...  ne  s'éva- 
nouit pas,  les  fonctions  implicites  définies  par  leur  système 
sont  localement  olotropes  et  restent  numériquement  distinctes 
de  toutes  autres  qui  ne  leur  seraient  pas  identiquement  égales. 

En  particulier,  deux  groupes  de  Jonctions  sont  nécessairement 
identiques  sur  tous  les  chemins  praticables,  quand  ils  satisfont 
à  un  même  ensemble  d'équations  finies  de  la  forme  du  sys- 
tème (4)  et  de  conditions  numériques  initiales. 

La  résolution  des  équations  finies  (4)  ayant  été  ramenée  exac- 
tement à  l'intégration  des  équations  différentielles  (lo),  nous  ne 
pouvons  plus  que  nous  référer  aux  observations  générales  qui 
terminent  le  Chapitre  précédent.  Nous  dirons  toutefois  que  la 
considération  des  équations  finies  données,  elles-mêmes,  procure 
souvent  pour  la  délimitation  des  aires  partielles  Sj-,  Sy,  .  .  . 
du  n"  302,  V,  des  renseignements  que  fournirait  bien  plus  diffi- 
cilement celle  des  équations  différentielles  auxiliaires.  En  théorie, 
la  différence  est  presque  insignifiante;  dans  la  pratique,  elle  peut 
être  considérable. 

Les  solutions  (fonctions  intégrales)  d'un  système  d'équations 
différentielles  totales  sont  essentiellement  indéterminées  (303); 
pour  un  système  d'équations  finies  au  contraire  (cela  tout  au 
moins  dans  le  cas  fondamental  qui  nous  occupe),  il  importe  de 
remarquer  que  si  elles  peuvent  être  ambiguës,  en  ce  sens  qu'il 
peut  en  exister  plus  d'un  groupe,  elles  sont  essentiellement  déter- 
minées. 

Ajoutons  enfin  qu'ici  comme  ailleurs  (216)  (277)  (304),  la 
méthode  suivie  n'est  encore  au  fond  que  celle  des  coefficients 
indéterminés. 

311.  Quand  les  conditions  nécessaires  à  l'existence  du 
théorème  du  n°  307  sont  remplies,  les  dérivées  de  tous  ordres 
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des  fonctions  implicites  sont  exprimables  en  fonctions  compo- 
sées finies  des  variables  indépendantes  et  des  fonctions  impli- 
cites elles-mêmes.  Les  expressions  de  celles  d^ordre  k  renfer- 
ment seulement,  et  cela  d^une  manière  rationnelle,  les  dérivées 
partielles  d^ ordre  ^k  des  premiers  membres  des  équations 
génératrices  (4)- 

Pour  le  premier  ordre,  les  expressions  voulues  sont  fournies  par 
les  équations  différentielles  (lo)  dont  les  seconds  membres  sont 
composés  rationnellement  avec  les  dérivées  premières  des  pre- 
miers membres  f^ ,  fo,  .  .  . ,  fn  des  équations  génératrices. 

Pour  les  ordres  supérieurs,  ces  expressions  sont  évidemment  ce 
({ue  nous  avons  appelé  les  expressions  ultimes  des  dérivées  des 
intégrales  du  système  immédiat  passif  dont  il  s'agit  (290). 

312.  Les  expressions  primitives  (289)  des  dérivées  des  inté- 
grales des  équations  différentielles  auxiliaires  (lo),  les  autres 
expressions  des  mêmes  dérivées  auxquelles  conduiraient  toutes 
les  combinaisons  possibles  des  relations  primitives,  fournissent 
pour  les  dérivées  des  fonctions  implicites  définies  par  les  équa- 
tions (4)  une  infinité  d'autres  représentations  par  des  fonctions 
composées,  alors  différentielles  mais  d'ordres  moindres,  de  ces 
mêmes  fonctions  implicites.  La  considération  de  ces  diverses 
formes  peut  être  utile,  mais  il  serait  tout  à  fait  oiseux  d'insister 
sur  leur  spécification. 

Dans  le  cas  très  fréquent,  par  exemple,  oii  il  s'agit  d'une  seule 
équation 

f{x,    U)z=0, 

définissant  une  fonction  implicite  a  de  la  seule  variable  x^  la  dif- 
férentiation  indéfinie  de  cette  équation  conduit  aux  équations  dif- 
férentielles 


àf 
du 

du 
dx 

dx 

o, 

du  dx 

du 
dx 

dx'^ 

:0, 

àfd^^^d^l/duY  ^^ 
du   dx'^    '    du'^  \dxj 

df  d^u 

— = H =  O, 

du  dx^ 
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Il  •<         I  "'"      I  1      /■  ■     d'^ii  .      , 

(louL  la  prciuicrc  donne    .    •  La  seconde  loiunil  -j-^  cxprniiec  au 

1  du  I  ,  da   ,  , . ,      , 

inoN on  (le  .r,  //,  -7-;  en  enassanl  tolalemcnl -7-  deia  ohlenue,  on 
'  d.v  dx      •' 

Irouve  l'expression  ultime  de  /-.,  ;  celle  éliminalion  (aile  pailiel- 

lemenl  fournit  d'autres  expressions  pour   la   même   dérivée.   De 

d^u  •      •    , 

même  pour  -r-^'  cl  ainsi  de  suite. 

Aucune  de  ces  formules  n'est  illusoire,  à  cause  de  J'hjpothcse 

fondamentale  -^  non  =  o. 
ou 


Examen  sommaire  des  autres  cas.  —  Élimination  en  général. 

313.  Le  fait  qu'une  fonction  analytique  donnée  cesse  d'être 
ololropc  est  exceptionnel,  comme  nous  l'avons  dit  maintes  fois, 
comme  la  suite  de  cet  Ouvrage  en  fournira  la  pleine  conviction. 
Cet  autre  fait  que  le  déterminant  différentiel  de  fonctions  données 
s'évanouit  n'est  pas  moins  exceptionnel,  parce  qu'il  constitue  une 
condition  étroite  qui  est  réalisée  dans  le  cas  unique  où  ce  déter- 
minant est  =0,  qui  ne  l'est  pas  au  contraire  dans  les  cas  en 
nombre  illimité  où  sa  valeur  est  une  quantité  quelconque  non  ^  o. 
11  résulte  de  celte  double  observation  la  conséquence  importante, 
que  le  cas  où  nous  nous  sommes  placés  dans  le  paragraphe 
précédent  pou/-  résoudre  le  problème  des  fonctions  implicites 
[en  nombre  égal  à  celui  des  équations  génératrices)  est  de 
beaucoup  le  plus  général. 

Toutes  les  fois  que  le  contraire  ne  sera  pas  spécifié,  nous  suppo- 
serons donc  tacitement  réalisées  toutes  les  conditions  qui  le 
définissent. 

Les  aulres  cas  du  même  problème  lanlôl  se  ramènent  à  celui-ci, 
lanlùt  exigent  pour  être  traités  des  considérations  particulières, 
habituellement  très  laborieuses,  dans  lesquelles  il  nous  est  impos- 
sible de  nous  engager  à  fond.  Nous  pouvons  cependant  faire  plu- 
sieurs remarques  générales  d'une  grande  utilité. 

31i.  Nous  établirons  d'abord  (juelques  propositions  qui  nous 
seront  utiles  ici  et  dans  d'autres  circonstances. 

M.  -  I.  ,9 
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1    flifu   ^2,    tn), 


(0  ^ 

[   Mfl,   h.   ■■-,   tn): 

(2)  /(/,,   /,,    ...,   f„) 

[X  +  I  fonctions  de  n'^  ^  variables  indépendantes 

(3)  ti,    t-i,     . . .,    t ,1- 

Si  l' une  d'elles  se  réduit  à  une  fonction  composée  de  quelques- 
unes  des  autres,  les  déterminants  différentiels  (306)  de  ces  y-  +  ' 
fonctions  sont  tous  identiquement  nuls. 

Réciprociuement,  si  ces  déterminants  sont  identiquement 
nuls,  mais  non  ceux  des  p.  premières  (i)  tous  à  la  fois,  la  der- 
nière (2)  est  certainement  exprimable  en  fonction  composée 
des  autres  (i). 

Supposons  que  l'on  ait,  par  exemple, 

f=^^{fnfj,    •••). 

F  désignant  une  certaine  composante,  d'où  (256) 

d£_  dV       df        d¥_      dfj^ 

dti  ~  Jfi       Wi^  dfj       dti'^'"' 

df^ôF       df_^dF       f^^     ^ 
dt^        dfi       dti        dfj        dt<î 


df  d¥     df,  d¥     dfj 


dt^+i        dfi  dt^_+i        dfj  dt^+i 

11  résulte  de  ces  dernières  relations  que,  dans  le  déterminant 

<rordre  y.  +  i 

df     df  df 


dti 

dt. 

dt^.+x 

dU 
dti 

dfv. 
dt^ 

df^. 
dt^+i 

df 
dti 

df 
dti 

df 

dtn^i 
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les  éléments  de  l;i  dcrnirrc  ligne  sont  oxprimahics  iriinc.  même 
manière  linéaire  et  homogène,  au  moyen  des  élémenis  do  mêmes 
colonnes  dans  les  lignes  de  rangs  /,  /,  ....  Ce  délerminanl,  qui 
est  précisément  le  délcrminant  dillerentiel  des  [J. -f- i  fonctions 
proposées  par  rapjiort  aux  [x  +  i  variables  ^i,  /o,  .  .  .,  /|j^),  s'éva- 
nouit donc  quelles  que  soient  /,,  /o,  .  .  .,  /„.  Et  l'on  |)rouvera  de 
la  même  manière  qu'il  en  est  ainsi  pour  tout  autre  déterminant 
difTércntiel  de  ces  [j.  -+- 1  fonctions. 

Pour  démontrer  la  réciproque,  appelons  ©,,  cpo,  . .  .,  cs^,,  les  va- 
leurs variables  des  fonctions  (i),  résultant  de  l'attribution  au\ 
variables  indépendantes  des  valeurs  notées  par  <,,  t2,  ..-,  /,/. 
Entre  toutes  ces  quantités,  il  existera  les  [x  équations  finies 

1   Jïihi  (îi   •  •  ••>  ^ij.i  '(x^-i)   •  •  •)  fil)  =  ^1. 


/  ,  ,  J    f-lihi    l-l'    ■  ■  •  ;    t\}.i    ^IJH-I  >    •  •  •  :    la) 


Et  si,  pour  fixer  les  idées,  on  suppose  que  t^^  /o,  .  .  .,  lu  soit  un 
des  groupes  de  p.  variables  par  rapport  auxquelles  le  déterminant 
différentiel  des  fonctions  (i)  n'est  pas  identiquement  nul,  la  réso- 
lution des  équations  simultanées  (4)  fournira  ces  ij.  quantités  eu 
fonctions  olotropes  des  ti  —  u.  autres  variables  /y^i.  .  .  .,  t,i  el 
de  cp,,  cpo?  •'•1  'fpL?  cela  en  vertu  du  théorème  fondamental  du 
n°  307,  et  en  exceptant  naturellement  les  combinaisons  particu- 
lières de  valeurs  des  quantités  de  la  question,  pour  lesquelles  le 
déterminant  considéré  viendrait  à  s'évanouir  numériquement. 

Si  donc  on  substitue  ces  expressions  de  <i,  ^o?  •  •  •?  ^a  dans  la 
fonction  (2),  on  la  transformera  en  une  certaine  fonction  com- 
posée de  ^[x+i )  ^[A4-2>  •  •  •  1  ^« J  'f  1 5  ■r'2'  '  '  '  1  '•x'\j-i 

(5)  *(/jj.+  l,    <!J.+2,     •  •  .,    ^/M    ?I,    ?2,    •••,    0|x), 

à  laquelle  sont  applicables  les  règles  de  différentialion  des  n"' 2o3 
el  suù\ 

On  trouvera  donc  notamment 

f/*     _  df  ô£     dti  â£     dU_     __  ôf     dl^ 

d(^^+l  dt^+i  dti   dt^+x  dt-î  dt^^i     '   '"        dt^  dl\i+i 


àf 

df     dtx            àf     dt<, 
dti  di^i-i-i    '     dt-,  dtn+i 

àtxi+i 

df 

A              ''■^'        A              '^-^ 

<itu.+  i 

'i',J.+i  o(i           '^V+i  dli 
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conformément  à  la  règle  de  différentiation  des  fondions  impli- 
cites /,,  /o,  .  .  . ,  /jj.  (311),  les  lettres  A,  A^^f  ,  .  .  .  ajant  des  signi- 
fications analogues  à  celles  de  A,  A„.,.,  .  .  .  dans  les  équations  (lo ) 

du  n"  307.  On  en  conclut 

d^    _ 

identiquement,  parce  que,  en  vertu  des  hypothèses  admises,  le 
dénominateur  A,  déterminant  différentiel  des  fonctions  (i)  par- 
rapport  à  /,,  /o,  •  •  -j  ^u.^  n'est  pas  nul,  tandis  que  le  numérateur 
qui  est  précisément  celui  des  ja  +  i  fonctions  (i),  (:>.)  par  rapport 
à  ti,  1-2,  .  .  .,  t^,  ^ji+i  est  au  contraire  nul  identiquement. 
Comme  on  trouve  de  môme 

f/*  d<t>    _       _  dfi>  _ 

dt^i+2        dty^^3       '  '  '       dt,i 

les  dérivées  premières  de  <I>  par  rapport  à  l^,^, ,  /[j+o,  .  .  ,  ■,  tn  sont 
toutes  nulles  identiquement;  cette  fonction  se  trouve  être  indé- 
pendante de  ces  variables  (194)  et  se  réduit,  par  suite,  à  une  simple 
fonction  de  ses  autres  variables  o,,  '^.y-   •  •  •?  '^[i.i  savoir 

On  a  donc  bien,  quelles  que  soient  t,,  ^.,  .  .  .,  /„, 

315.  Si  /^  ^  a,  l'énoncé  précédent  se  change  en  celui-ci  : 

Si  [X  fonctions  données  de  \x  variables  ont  leur  déterminant 
différentiel  non  identiquement  nul,  toute  autre  fonction  des 
nié  mes  variables  se  réduit  à  une  certaine  fonction  composée  de 
celles-ci. 

La  démonstration  est  la  même,  à  cela  près  qu'alors  la  fonction 
composée  (5)  ne  contient  plus  en  fait  que  'f  i ,  ç>;.,  •  •  . ,  '-p|j.,  et  qu'elle 
s'allège  de  la  partie  du  raisonnement  servant  à  prouver  que  cette 
fonction  ne  dépend  pas  d'autre  chose. 

316.  Quand,  outre  les  variables  (3),  les  fonctions  (i),  (y)  en 
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con lien  non  l  d'autres 

(0)  Si,     s-i,     ... 

en  nombre  quelconque,  les  drus.  lli('orènics  précédenls  donncnl, 
facilement  celui-ci  qui  les  conlienl  Ions  (leu\  : 

En  supposant  non  tous  nuls  identiquement  les  détermi- 
nants dijférentiels  des  \x  fonctions  (i)  pris  par  rapport  aux 
variables  (3)  seulement,  la  condition  nécessaire  et  suj/isantc 
pour  ([ue  la  fonction  (•>. )  se  réduise  à  quelque  fonction  com- 
posée des  [J.  fonctions  (i)  et  des  variables  (())  est,  ou  bien 
que  jjL  <;  n  et  que  les  déterminants  différentiels  des  a  -h  i  jonc- 
tions ^^i),  {i) par  rapport  aux  variables  (3)  soient  tous  identi- 
quement nuls,  ou  bien  que  ^  =  n. 

317.  Elanl  donné  un  système  de  relations  existant  entre  cer- 
taines quantités  variables,  on  nomme  élimination  d  un  groupe 
de  ces  quantités  entre  les  relations  dont  il  s'agit  l'opération  con- 
sistant à  déduire  de  ces  dernières  quelque  autre  relation  ne  con- 
tenant plus  les  quantités  qui  constituent  le  groupe  partiel  consi- 
déré. 

Entre  m  équations  finies 

l    fliti,  t,,  ...,  /,n)  =  o, 

,.  )      f2{tl,    t2,    •••,   /X)  =  0, 

(   fm{ti,   t,,    ...,   ty)  =  o, 

liant  les  variables  t^,  to,  •  .  .,  t^  en  nombre  quelconque  N,  on 
peut  toujours  éliminer  n^SN)  de  ces  dernières,  par  exemple 

(8)  fi,     fo,     ...,     /«, 

da/is  l'un  ou  r autre  des  deux  cas  suivants  :  i"  si  m  est  >> /?  ; 
2"  si  m  est  ^  n  et  quUilors  les  déterminants  différentiels  des  pre- 
miers membres  par  rapport  à  m  quelconcjues  des  n  variables  (8) 
soient  tous  identiquement  nuls. 

Si  les  dérivées  premières  dey,  par  rapport  aux  variables  (8) 
sont  toutes  identiquement  nulles,  cette  fonction  est  indé])cndanlc 
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de  ces  dernières  (194);  en  d'autres  termes,  la  première  des  équa- 
tions (7)  ne  les  contient  pas  et,  par  suite,  elle  constitue  par  elle- 
même  une  relation  d'où  elles  sont  éliminées. 

Sinon,  et  en  nous  plaçant  d'abord  dans  le  second  cas,  adjoignons 
à  y,,  /o,  puis  à  ces  deux-ci  /j,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  qu'on 
ait  obtenu  un  groupe  de  ces  fonctions /i,  /o,  /s,  .  .  . , /^,  dont 
les  déterminants  différentiels  par  rapport  à  g  quelconques  des 
variables  (8)  ne  soient  pas  tous  identiquement  nuls,  mais  tels  que 
ceux  de  fi,  f il  .  •  • ,  fg,  fg+i  par  rapport  à  ^  +  i  quelconques  des 
mêmes  variables  le  soient  au  contraire  tous.  En  vertu  de  l'hjpo- 
ihèse,  g  est  essentiellement  <<  m,  par  suite  <  n,  et,  en  vertu  du 
théorème  du  numéro  précédent,  on  a  identiquement 

Les^  +  I  premières  équations  (7)  entraînent  donc  à  elles  seules 

0=  F(  O,   O,    .  .  ..  O,   tn+i,    t,i+i ts), 

équation  d'où  les  variables  (8)  sont  éliminées. 

Nous  plaçant  maintenant  dans  le  premier  cas,  nous  formerons 
encore  le  groupe  y, ,  /o»  •  •  •  -,  fg  ci-dessus  défmi,  en  nous  arrêtant 
•d  g  =  n  quand  on  peut  aller  jusque-là.  Si  g  est  ■<  n,  il  est  a  for- 
tiori <C  m  et  le  raisonnement  ci-dessus  conduit  à  la  même  con- 
clusion. Si  g  ■=  n,  n -\- i  ne  surpasse  pas  m  et  l'on  a,  d'après  la 
dernière  partie  du  tiiéorème  du  n"  316, 

fn+i  =  P(fi:  fi,  •  •  •  :  fit,  f/i+u  fii+2,  •  ■  ■ ,  ty), 

d'où  comme  ci-dessus,  si  les  équations  (7)  sont  supposées  avoir 

lieu, 

o  =  F(o,  o,  . .  .,  o,  t„+i,  iu+2,  •  •  •!  ^n), 

équation  nouvelle  dont  les  variables  (8)  sont  encore  éliminées. 

318.  A  l'aide  de  ce  théorème  on  trouvera  facilement,  dans 
chaque  cas  particulier,  de  combien  de  manières  on  peut  éliminer 
des  quantités  données,  de  relations  finies  existant  entre  elles. 
Nous  n'avons  pas  à  entrer  dans  ces  détails,  d'ailleurs  sans  diffi- 
cultés.   On    retiendra    seulement   cette    observation    qu'il    rend 
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évidente  :   Entre  m  +  q  relations  on  peut  toujours  éliminer 
m  variablrs  et  celti  de  q  manières  au  moins. 

319.   xVrrivanl  au   problème  général   des  fonctions   implicites, 
considérons  un  système  de  jM  équations  finies 


(9) 


fy{x,y,   ...,  «,  r.   ...)  =  o, 


fyiix.y,  ...,  II.  c   ..  .)  =  o, 
entre  les  i?  fonctions  inconnues 

(lO)  M,      (',       . . . 

des  h  variables  indépendantes 

m)  ^,    y,     •■•• 

les  entiers  M,  g,  h  ayant  des  valeurs  quelconques. 

A  l'aide  du  théorème  du  n°  316  on  peut  partager  ce  système  en 
deux  autres  partiels,  par  exemple 


(12) 


/i  {^,.r,  ■■■:  «,  ^,  ■■■)  =  o. 


.fm{x,y,    ...,  U,  i\    .  ..)  =  0 

et 

(  fm-r\{x,  y.,  ...,«,  ^^  ...)  =  o, 
(•3)  > 

(  /m      (^,  J>     ■'■>  «>  ^"'  •••)  =  o, 

jouissant  decette  propriété  qu'en  considérant  les  variables  (io),(i  i) 
comme  /o^^e^  indépendantes  les  unes  des  autres,  aucune  des  fonc- 
tions 

(i4)  S\i    h->     •••'    fm 

ne  se  réduise  à  quelque  fonction  composée  des  autres  entrant  dans 
ce  même  groupe  et  des  variables  (i  i),  mais  que  toute  fonction  du 
groupe 

Jm+X-,     Jm+2i       •••»     /M 

soit  au  contraire  exprimable  en  fonction  composée  de  celles  du 
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groupe  (i4)  et  des  variables  (i  i),  en  sorte  qu'on  ail,  quelles  que 
soient  x,  y,  .  . .,  u,  ç,  . .  . , 

Jni^i  =  F,„+i  (/i,  /a,   .  .  . ,  /,„,  x,y,  .  . .), 


(i5) 


/m     =  Fm     (/i,  Ji,  ■■■,fm,  ^,  y,  .  ■ .  ), 


D'après  le  théorème  cité,  on  aura  m^g  et  les  déterminants 
différentiels  des  fonctions  (i  4),  pris  par  rapport  aux  quantités  (lo) 
seulement,  ne  s'évanouiront  pas  tous  identiquement,  nous  voulons 
dire  quelles  que  soient  x,  y^  . .  . ,  u,  i>,  .... 

Cela  posé,  nous  distinguerons  les  trois  cas  suivants  : 

I.    On  na  pas  simultanément 


',    Fm  +  l(0,  O,    .  , 

..,  o,  x,y,  . 

..)  =  o, 

1  F,„+2(o,  o,  . 

.  .,  o,  x,y,  . 

..)  =  o, 

(i6) 

(o,  o,   .  .  .,  0,  x,y,  .  ..)  =  o, 

quelles  que  soient  x,  y,  .... 

Le  système  proposé  (9)  est  alors  impossible,  car,  s'il  existait 
des  fonctions  m,  p,  . . . ,  de  ^r,  _/,  .  .  .  satisfaisant  à  toutes  les  équa- 
tions de  ce  système,  leur  substitution  dans  les  identités  (i5)  qui 
réduirait  identiquement  à  zéro  toutes  les  fonctions  y, , /o,  ..., 
fr>i,fm+{,  '  '  •  1  fsxi  donnerait  les  conditions  (16)  qui  sont  suppo- 
sées n'être  pas  toutes  remplies. 

II.  Les  conditions  (16)  sont  remplies  et  Von  a  m  =  g. 

Il  est  clair  que  si  le  système  partiel  (1 2)  est  résoluble,  ses  racines, 
à  cause  des  identités  (i5)  et  des  conditions  («6),  satisfont  aussi  à 
toutes  les  équations  (9).  La  résolution  du  système  proposé  est 
donc  ramenée  à  celle  du  système  réduit,  équivalent  (12)  que  l'on 
dit  complet,  parce  que  les  équations  y  sont  en  même  nombre  que 
les  fonctions  inconnues. 

Ce  système  réduit  est  de  ceux  auxquels  s'applique  le  théo- 
rème fondamental  du  n°  307,  à  cela  près  qu'on  ignore  s'il  possède 
quelque  groupe  de  solutions  numériques  initiales  n'annulant  pas 


CIIAriTIUv    XI.    —    FONCTIONS    IMPLICITES   TCN    QKNKHAI,.  297 

le  déterminant  dillV-rentiel  de  ses  premiers  membres  par  rapport 
aux  fonctions  inconnues.  L'cxisicnce  d'un  j)areil  grotipc  de  solu- 
tions étant  roccurrencc  de  beaucoup  la  jibis  fréquonle,  comme 
nous  le  verrous  bientôt  (3l2(),  i"/.),  on  j)eut  dire  que,  f/f//is  le.  cas 
qui  nous  occupe,  le  système  partiel  (12)  et  par  suite  le  proposé 
sont  en  général  possibles  et  déterminés,  c'est-à-dire  qu'ils 
admettent  un  seul  sjstème  de  racines  satisfaisant  aux  conditions 
initiales  qu'on  aura  choisies. 

III.  Les  conditions  (16)  sont  remplies,  mais  on  a  m  <<  g. 

Le  système  réduit  (12)  équivalent  au  proposé  (9)  est  dit  alors 
incomplet.  En  sujjposant  que  w,  ...  constituent  un  des  groupes 
de  m  des  quantités  (10)  par  rapport  auxquelles  le  déterminant 
différentiel  de  ses  premiers  membres  n'est  pas  identiquement  nul, 
et  en  admettant  toujours  l'existence  de  quelque  groupe  de  solu- 
tions numériques  initiales  x^^  y^,  ...,  z/o;  *'o5  •••  n'annulant 
pas  ce  déterminant,  l'alinéa  précédent  montre  que  le  système 
réduit  est  possible  et  déterminé  par  rapport  aux  m  inconnues 
//,  ...  considérées  comme  fonctions  de  x,y.,  ...  et  des  g  —  /» 
autres  inconnues  c,  .... 

Il  en  résulte  immédiatement  que  le  système  réduit  et  par  suite 
le  proposé  sont  possibles  mais  indéterminés.  L'indétermination 
consiste  en  ce  qu'o«  peut  y  prendre  égales  à  telles  fonctions 
quon  voudra  [se  réduisant  toutefois  à  To.  ...  pour  x-=.ro, 
y=--yQ,  .  .  .),  les  g  —  m  inconnues  v,  ...  restant  dans  le 
groupe  total  (10)  après  V enlèvement  dUin  groupe  partiel  u,  . . . 
correspondant  à  tout  déterminant  différentiel  des  premiers 
membres  qui  n^ est  pas  identiquement  nul. 

IV.  Le  point  essentiel  à  retenir  de  cette  discussion  est  que  tous 
les  cas  du  problème  des  fonctions  implicites  où  il  n'y  a  pas 
impossibilité  immédiate  se  ramènent  à  celui  d'un  système 
réduit^  c' est-à-dire  dans  lequel  les  déterminants  différentiels 
des  premiers  membres  par  rapport  aux  fonctions  inconnues 
ne  sont  pas  tous  identiquement  nuls. 

Et  si  un  système  réduit  est  possible,  il  est  déterminé  ou  indé- 
terminé selon  qu'il  est  complet  ou  incomplet. 

Comme  la  résolution  d'un  système  réduit  incomplet  s'effectue 
par  celle  d'un  système  réduit  conq^let,   on  voit  finalement  que 
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les  systèmes  de  celte  dernière  sorte  s'imposent  à  noire  attention 
d'une  manière  presque  exclusive.  Le  choix  que  nous  avons  fait  du 
n"  307  pour  base  de  toute  cette  théorie  se  trouve  ainsi  pleinement 
justifié. 

Toutes  les  formules  générales  relatives  aux  fonctions  impli- 
cites sous-cntendent  essentiellement  la  réalisation  préalable 
des  diverses  conditions  sous  lesquelles  nous  V avons  énoncé;  il 
importe  de  ne  j)as  l'oublier  (c/.  248). 

320.  L'existence  des  racines  d'un  système  réduit  complet 
dépend  de  celle  de  quelque  groupe  de  solutions  numériques  des 
équations  jiroposées,  à  prendre  pour  valeurs  initiales  des  variables 
indépcndanles  et  des  fonctions  implicites  inconnues.  Les  consi- 
dérations suivantes  que  nous  pouvons  nous  borner  ùexposerpour 
une  seule  équation 

(17)  f{x,y,  ...,  u)  =  o, 

à  résoudre  par  rapport  à  l'unique  fonction  inconnue  u,  montre- 
ront que  la  non-existence  de  pareilles  solutions  est  un  fait  pos- 
sible sans  doute,  mais  exceptionnel. 

Comme   cette    équation    est  supposée    constituer    un   système 

réduit,  on  n'a  pas  -y^  =:  o,  quelles  que  soient  x,  y^  .  . . ,  w  ;  par  suite 

on  peut,  cela  même  d'une  infinité  de  manières,  trouver  pour  ces 
quantités  des  valeurs 

(18)  a-e,     jKo,      •••,     "1 

qui  n'annulent  pas  cette  dérivée.  Si  l'on  appelle  ^,  la  quantité 

f(xo,yo,   ■••.  "1), 
il  est  évident  que  pour  t  =:  t,,  u  =  Ui^  l'équation  entre  t,  a 

est  satisfaite  et  que  la  dérivée  partielle  de  son  premier  membre 
par  rapport  à  u  ne  s'évanouit  pas. 

Elle  définit  ainsi  pour  u  une  fonction  de  i,  ololrope  en  t^  et  s'y 
réduisant  à  U\  (307).  On  pourra  donc  commencer  un  chemine- 
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ment  à  jiarlir  de  ^  =  ^(  ;  cL  si  on  pcul  le  poursuivre  jusqu'en  <  =  o, 
il  est  clair  que  la  valeur  finale  Wq  acquise  ainsi  par  //  constituera 
avec  Xq,  Vq,  ...  un  groupe  de  solutions  numériques  de  l'équation 
proposée  (17),  puisqu'on  aura 

/(^o,  JKo,    ••.,  «o)=0. 

Pour  que  le  cheminement  considéré  soit  impraticable,  il  faut 
que  dans  toutes  les  directions  on  soit  arrêté  par  quelque  valeur 
de  u  annulant  y|^(^o>  jKo,  •••,  it),  ou  bien  par  une  diminution 
progressive  de  l'olomèlre  de  la  fonction  implicite  a,  qui  rendrait 
la  valeur  t^o  impossible  à  atteindre;  et  il  faut  que  de  pareils 
obstacles  surgissent  pour  les  combinaisons  en  nombre  infini  de 
valeurs  numériques  dont  les  quantités  (18)  sont  susceptibles, 
pour  que  l'équation  (17)  ne  puisse  être  résolue  numériquement. 
Or,  en  thèse  générale,  un  événement  incertain  de  nature  quel- 
conque est  ordinaire  ou  extraordinaire,  selon  que  sa  produc- 
tion est  subordonnée  à  la  non-réalisation  ou  à  la  réalisation 
de  quelque  condition  positive.  Nous  sommes  donc  fondé  à  consi- 
dérer l'impossibilité  de  la  résolution  numérique  de  cette  équation 
comme  l'exception,  et  la  possibilité  comme  l'hypothèse  sur  laquelle 
il  convient  d'asseoir  de  préférence  les  théories  générales. 

Un  raisonnement  identique  conduit  à  la  même  conclusion  pour 
un  système  réduit  complet  quelconque. 

321.  Quand  dans  un  système  réduit  complet  tel  que  cflui 
étudié  au  n°  307  (les  considérations  du  n"  319,  IV  nous  dis- 
pensent de  nous  occuper  des  autres),  le  déterminant  différentiel 
des  premiers  membres  par  rapport  aux  fonctions  inconnues  a  une 
valeur  initiale  nulle,  le  théorème  fondamental  cesse  d'être  appli- 
cable et  Ton  retombe  dans  l'inconnu.  L'étude  générale  de  ce  qui 
se  passe  alors  présente  des  conq:)lications  extrêmes,  des  diffi- 
cultés non  moindres  tenant  sans  aucun  doute  à  l'imperfection  très 
grande  où  est  encore  restée  la  théorie  des  équations  simultanées 
entières.  On  a  pu  cependant  la  faire  complètement  dans  le  cas  le 
plus  simple,  celui  d'une  seule  équation  définissant  une  fonction 
implicite  d'une  variable  unique.  Ce  que  nous  exposerons  à  ce  sujet 
dans  notre  deuxième  Partie  montre  par  induction  que  le  système 
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des  équations  proposées  offre  alors,  non  plus  un  seul,  mais  plu- 
sieurs groupes  déracines  satisfaisant  aux  conditions  initiales; 
ces  solutions  peuvent  d'ailleurs  être  olotropes  ou  non,  en  tota- 
lité ou  en  partie,  suivant  les  circonstances. 

322.  Il  peut  arriver  enfin  que  dans  le  système  (4)  du  n°  307, 
supposé  réduit  et  complet,  le  déterminant  différentiel  des  pre- 
miers membres  par  rapport  aux  fonctions  inconnues,  sans  être 
nul  identiquement,  c'est-à-dire  quelles  que  soient  >r,  j-,  .  .  .,  u, 
r,  ...  considérées  comme  autant  de  variables  indépendantes  les 
unes  des  autres,  s'évanouisse  cependant  pour  tous  les  groupes 
de  valeurs  de  ces  quantités  qui  satisfont  numériquement  aux 
écjuations  de  ce  système.  L'examen  du  cas  simple  mentionné  dans 
le  numéro  précédent  est  encore  possible;  il  indique  encore  par 
induction  que  chaque  système  de  racines  des  équations  propo- 
sées, olotropes  ou  non,  est  alors  multiple,  ce  mot  ayant  le  sens 
qu'on  lui  donne  dans  la  théorie  algébrique  des  racines  égales, 
et  i[uune  opération  d'abaissement,  analogue  à  celle  qu'on 
exécute  dans  cette  théorie,  permet  de  ramener  le  système  à 
un  autre  n'offrant  plus  que  des  groupes  simples  de  racines. 

Par  exemple,  en  choisissant  arbitrairement  une  fonction  olo- 
trope  o(.r,  y,  .  .  .)  et  un  entier  positif  [J^  >  i,  l'équation 

f{x,y,  ...,  u)=  [u—o{x,y,  ...)][>■  =  a 

constitue  un  système  de  ce  genre.  Effectivement  la  dérivée  par- 
tielle 

^  =  ,^[u-o{x,y,  ...)]^-S 

qui  représente  ici  le  déterminant  différentiel,  n'est  pas  identique- 
ment nulle,  mais  elle  s'évanouit  cependant  quand  on  donne  à  x, 
y,  ...  des  valeurs  quelconques  et  à  u  la  valeur  cp(j?,  y,  .  . .),  les 
seules  qui  puissent  vérifier  simultanément  l'équation  considérée. 
Or   cette    équation   définit   évidemment  la  fonction   implicite 

unique 

u  =  o{x,y,  ...), 

qui  peut  en  être  considérée  comme  une  racine  du  degré  [j.  de  mul- 
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li|)llcil<''  ol  (iiron  ohliciil  Uml  aussi    hion,  mais   non   niMlli|)l(',  en 
rcsolvanl  rénualion  l)icn  j)lus  sini|)Ic 

H'  —  o(t,J',    ...)  =  o. 

323.  Les  fonellons  non  ololropes  consliliiant,  comme  nous 
l'avons  dit  et  redil,  une  exccplion  échappant  à  toute  méthode 
i;éncrale,  nous  n'avons  pas  à  nous  occuper  des  systèmes  d'équa- 
tions finies  où  quelques  premiers  membres  seraient  des  fonctions 
de  cette  espèce.  Disons  ce|)endant  qu'en  fait  et  toutes  les  fois  qu'il 
s'agit  d'équations  vraiment  analytiques,  c'est-à-dire  offrant  un 
intérêt  réel  dans  l'Analjse  pure  ou  appliquée,  des  transformations 
convenables  permettent  toujours  de  ramener  un  cas  semblable  à 
l'un  de  ceux  que  nous  avons  examinés. 


Changement  des  variables  en  général. 

324.  Toute  question  d'Analyse  comporte  la  considération  d'un 
certain  ensemble  de  quantités  liées  les  unes  aux  autres  par  diverses 
relations,  et  les  calculs  s'édifient  après  le  choix  de  celles  qui  doivent 
jouer  le  rôle,  les  unes  de  variables  indépendantes,  les  autres  de 
fonctions  des  premières.  Ce  choix  n'est  pas  sans  influence  sur  la 
simplicité,  sur  la  netteté  des  résultats  à  atteindre,  et  quelquefois 
on  a  intérêt  à  le  modifier  dans  le  cours  de  calculs  déjà  commencés. 
Souvent  même,  pour  en  reculer  les  limites,  on  adjoint  artificielle- 
ment, par  des  relations  convenables,  d'autres  quantités  à  celles  qui 
se  présentent  naturellement  dans  la  question.  Il  est  donc  utile 
de  pouvoir,  sans  recommencer  le  raisonnement  et  les  calculs 
déjà  faits,  tirer  mécaniquement  en  quelque  sorte  les  formules 
relatives  à  un  nouveau  choix  de  variables  et  de  fonctions,  de 
celles  auxquelles  le  choix  fait  j>riniilivemcnt  avait  déjà  con- 
duit. C'est  en  cela  que  consiste  le  changement  des  variables, 
opération  comprenant  par  exemple  ce  que  l'on  nomme  en  Géomé- 
trie la  transformation  des  coordonnées  en  d'autres  de  même  genre 
ou  de  genre  différent. 

Les  i-elations  existant  entre  les  quantités  de  la  question  peuvent 
être  supposées  toutes  finies  (281),  car  le  cas  contraire  se  ramè- 
nerait  théoriquement   à  celui-ci,    par  Tintégralion   préalable  du 
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système  de  ces  relations,  si  elles  comprenaient  des  équations  dif- 
férentielles. Le  problème  dont  nous  nous  occupons  se  rattache 
ainsi  à  la  théorie  des  fonctions  implicites  et,  faute  d'occasion 
meilleure,  nous  le  traitons  ici,  bien  qu'aucun  principe  général 
important  ne  s'y  trouve  engagé. 

325.  Habituellement  les  formules  à  transformer  renferment  les 
variables  et  les  fonctions  primitives  avec  des  dérivées  de  celles-ci. 
La  substitution  aux  premières,  de  leurs  expressions  au  moven  des 
variables  et  des  fonctions  nouvelles,  fournies  par  la  simple  réso- 
lution des  équations  données  entre  les  unes  et  les  autres,  chasse 
immédiatement  des  formules  en  question  les  variables  et  les  fonc- 
tions primitives.  (C'est  à  cette  simple  opération  que  se  réduit 
par  exemple  la  transformation  des  coordonnées  de  la  Géométrie 
analytique  élémentaire.)  11  ne  reste  donc  à  opérer  que  l'élimi- 
nation des  dérivées  des  fonctions  primitives  pouvant  figurer  dans 
les  mêmes  formules,  et,  par  suite,  qu'à  chercher  de  même  leurs 
expressions  au  moyen  des  quantités  nouvelles.  L'énoncé  suivant 
embrasse  la  plupart  des  formes  sous  lesquelles  le  problème  peut 
se  présenter. 

On  a  g  fonctions  de  h  variables 

(i)      ui=fx{x,y,..:).         u,=...,         ....         Ug  =  ff.(x,y,  ...). 

et  de  plus  g  -h-  h  équations  données  entre  toutes  ces  quantités 
variables  et  g  -\-  h  autres  X,  Y,  .  .  . ,  U( ,  Uo,  •  .  • ,  \^g 

[        ?i(^,  7.  •••■  «i'  «2,  •••,  Ug^  X,  Y,  ...,  Ui,  U2,  .  ..,  U^)^o, 

]  Cp2(-^)7)     ■  •  ■•,    "1?    "2;     •  ■  -,    Ug,   X,    Y,     .  .  .,    U],    Uj,     ....    Uir)  =  O, 

\  "^g+h^x^y,  ...,  ui,  u,,  ...,  u^,X,Y,  ...,  U,,  U2,  ...,  Ug)  =  o. 

En  vertu  des  équations  (i),  (2),  X,  Y,  .  . .  peuvent  être  consi- 
dérées comme  des  variables  indépendantes  ef  U<,  Uo,  •  •  -,  Uj-r 
comme  des  fonctions  de  ces  dernières.  Cela  posé,  on  demande 
V  expression  des  dérivées  des  anciennes  fonctions  ?/,,  .  .  .,  u  <,. 
par  rapport  à  x,  y,  ....  au  moyen  des  nouvelles  variables  X, 
\,  ...  des  nouvelles  fonctions  U|,  .  . .,  Uo-  et  de  leurs  dérivées 
{par  rapport  à  X,  Y,  ...  naturellement). 
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Des  équations  simullanécs  (i),  [:>.),  en  nombre  lolal  a^'^-f-  A,  on 
peut  tirer  les  quantités  ii,,  ...  n^,  U),  ...  U-r,  x,  y,  ...  en  même 
nombre,  en  fonctions  de  X,  Y,  ...,  et,  parmi  les  formules  auxquelles 
conduit  cette  résolution,  nous  retiendrons  seulement  celles  qui 
fournissent  les  expressions  de  U|,   .  .  .,  l],r  et  que  nous  écrirons 

(3)      F,(X,  Y,  ...)-U,  =  o,         ...,         F^(X,  Y,  ...)-U„.  =  o. 

Inversement  on  peut,  en  vertu  des  équations  (2),  (3),  consi- 
dérer iti,  ....  «i.,  U|,  .  .  .,  \Jg,  X,  Y,  .  .  .  comme  des  fonctions 
implicites  de  Jc,  y,  •  •  • ,  par  suite  former  les  expressions  de  leurs 
dérivées  de  tous  ordres  dont  nous  avons  parlé  au  n"  311.  Ces 
expressions  sont  rationnelles  par  rapport  aux  dérivées  partielles 
(d'ordres  égaux  ou  moindres)  des  premiers  membres  des  équa- 
tions (2),  (3)  qu'on  a  ainsi  résolues,  en  particulier  des  dérivées 
de  Fi(K,  Y,  .  .  .),  . .  . ,  F^(X,  Y,  .  .  .),  c'est-à-dire  de  celles  des 
nouvelles  fonctions  mêmes.  Si  donc  on  prend  celles  de  ces  expres- 
sions qui  se  rapportent  aux  dérivées  de  «1,  .  . .,  Ug  (par  rapport 
à  X,  y,  . . .)  et  qu'on  y  remplace  x,  y,  .  .  . ,  ?^,,  . .  . ,  Ug  par  leurs 
valeurs  en  X,  Y,  .  .  .,  U|,  .  . .,  U^^  tirées  des  équations  (2),  on 
trouvera  pour  les  dérivées  des  anciennes  fonctions,  des  expres- 
sions différentielles  ne  renfermant  plus  que  les  quantités  nou- 
velles, variables,  fonctions  et  dérivées.  C'est  précisément  ce  que 
nous  cherchions. 

Les  formules  ainsi  obtenues  contiennent,  comme  nous  l'avons 
dit,  les  dérivées  de  F, ,  .  .  . ,  F»^  :  ce  sont  précisément  celles  des 
nouvelles  fonctions  par  rapport  aux  nouvelles  variables 


(4) 


combinées  suivant  des  règles  déterminées  avec  les  dérivées  par- 
tielles des  premiers  membres  des  équations  de  transforma- 
tion{o.)\  V  aspect  extérieur  de  ces  formules  dépend  donc  exclu- 
sivement des  équations  de  transformation  et  nullement  de  la 
nature  des  fonctions  {\)  sur  lesquelles  on  veut  exécuter  le  chan- 
gement des  variables.  Elles  ont  ainsi,  relativement  à  une  trans- 


r/Ui 

^U, 

rf2U, 

rf2Ui 

d'Vi 

^X  ' 

dx'    • 

'     rfX2  ■ 

d\dY' 

dY-^  '            ' 

rfU, 

^u. 

rf^Uî 

d^  U, 

^2U, 

^X' 

^Y'      ■ 

'      d\-^  ' 

d\  d\ 

dT^  ' 
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formation  donnée,  une  individualité  constante,  grâce  à  laquelle  il 
suffit  de  les  avoir  construites  une  seule  fois  pour  pouvoir  exécuter 
cette  transformation  sur  des  fonctions  données  quelconques.  C'est 
ainsi,  par  exemple,  qu'une  transformation  donnée  de  coordonnées 
s'exécute  au  moyen  de  formules  qui  sont  applicables  à  toutes  les 
courbes. 


La  règle  générale  à  suivre  pour  exécuter  un  changement 
de  variables  se  formule  donc  dans  les  termes  suivants  :  Tirer  les 
dérivées  des  anciennes  fonctions  par  rapport  aux  anciennes 
variables,  des  équations  (2),  (3)  dijfcrentiées  convenablement 
par  rapport  à  ces  dernières;  chasser  des  expressions  obtenues 
les  anciennes  cpianlités  exprimées  en  fonctions  des  nouvelles 
par  la  résolution  des  écjuations  de  transformation,  et  y  rem- 
placer par  les  notations  (4)  celles  des  dérivées  partielles 
de  Y,,  ...,  F^.. 

La  nature  spéciale  des  formules  à  transformer  se  prêle  quelque- 
fois à  des  artifices  qui  abrègent  beaucoup  ces  calculs,  ordinaire- 
ment fort  laborieux;  mais  les  incidents  de  ce  genre  ne  peuvent  être 
traités  utilement  qu'avec  les  questions  particulières  où  ils  survien- 
nent. 

327.  Le  retour  inverse  des  nouvelles  quantités  aux  anciennes 
s'opère  évidemment  en  permutant  dans  l'énoncé  ci-dessus  ces 
deux  sortes  de  quantités,  et  en  y  substituant  les  équations  (i)  aux 
équations  (3). 

328.  Voici  les  principaux  cas  à  remarquer  : 

L    On  ne  change  que  les  variables  indépendantes . 
Des  équations  de  transformation  (2),  g  deviennent  alors 

moyennant  quoi  on  peut  supposer  tout  leur  système  réduit  à  celui 
des  h  autres  ne  contenant  pkis  U|,  Uo,  .  .  . ,  U^-,  et  les  équations  (3) 
contenir  ?^,,  i/o,  .  .  . ,  Ug  à  leur  place.  La  marche  des  calculs  est  la 
même,  mais  ils  se  simplifient  beaucoup  parce  que  les  seules  déri- 
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vées  parasites  introduites  par  la  dillV-rcniialion  sont  colles  de  X, 
^  ,  .  .  .  par  rapport  à  ,r,  y,  .... 

II.  Les  fonctions  n'étant  pas  changées  comme  ci-dessus  ne 
Jigiircnt  pas  en  outre  dans  les  équations  de  transformation. 

Il  est  clair  alors  que  Topération  s'exécute  séparément  pour 
chacune  des  fonctions  à  Iransfonner,  c'est-à-dire  que  le  système 
des  équations  (i),  (2),  (3)  se  décompose  en  g  autres  de  la  forme 

(3) 
(G) 


"=/(-y>J''  ••• 

). 

Oi{x,  y,  . .  .,  X,  Y,  , 

,..)  =  o, 

cp/,(.r,7,  ...,  X,  Y,  , 

.  ..;  =  o, 

F(X,   Y,     ...)-«: 

=  0. 

(7) 

Le  groupe  (6)  ditFérentié  fournit  à  lui  seul  les  expressions  des 
dérivées  parasites  de  X,  Y,  .  .  .,  par  rapport  à  x,  y,  •  .  .,  qu'il 
suffît  de  leur  substituer  dans  l'équation  (-)  difTérentiée  aussi. 
Dans  ce  cas,  les  nouvelles  dérivées  entrent  d'une  manière  linéaire 
et  homogène  dans  les  expressions  cherchées  des  anciennes. 

Si  les  équations  de  transformation  étaient  données  toutes  réso- 
lues par  rapport  à  X,  Y,  .  .  . ,  on  retomberait  sur  la  différentiation 
d'une  fonction  composée. 

Quand  elles  sont  données  résolues  par  rapport  aux  anciennes 
variables  x,  j',  .  . . ,  les  formules  pour  un  ordre  quelconque  de 
dérivées  anciennes  peuvent  se  construire  par  la  répétition  du 
mécanisme  alors  très  simple  qui  les  a  fournies  pour  le  premier 
ordre.  Il  est  efTectivement  permis  de  considérer  les  dérivées  de  u 
d'un  ordre  quelconque  comme  les  dérivées  premières  des  dérivées 
antérieures,  par  suite  d'exécuter  sur  celles-ci,  traitées  comme 
fonctions  principales,  les  mêmes  opérations  (diflérentiations,  éli- 
mination immédiate  de  x,  y.,  .  . .)  qui  avaient  fourni  les  expres- 

,         1  ,   •    ,  • ,         du     du  /-. 

sions  des  dérivées  premières  -t->  -t-j   ••••  L-ar,  u  n  entrant  pas 

dans  les  équations  (6),  ses  dérivées  ne  peuvent  non  plus  jamais 
s'y  introduire,  en  sorte  que,  pourchacpie  dérivée  devenue  fonction 
principale,  les  équations  de  transformation  restent  absolument  ce 
qu'elles  étaient  pour  la  fonction  primitive  u . 

M.  —  I.  20 
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III.  Si  l'on  ne  change  que  les  fonctions,  les  variables  in- 
dépendantes restant  les  mêmes,  on  peut  supposer,  à  cause  de 
^  =  X,  y  ^  Y,  .  • . ,  que  les  équations  (  2)  se  l'éduisent  à  g  seule- 
ment ne  contenant  pas  X,  Y,  .  .  .,  et  faire  complètement  abstrac- 
tion des  équations  (3).  La  simple  dilTércntiation  des  équations  de 
transformation  en  donne  d'autres  dont  la  résolution  fournit  immé- 
diatement les  expressions  des  anciennes  dérivées,  d'où  il  ne  reste 
plus  qu'à  cliasser  ?/, ,  11.,,  .  .  c ,  Ug. 


329.  ]^^ inversion  des  fonctions  est  un  changemenl  de  variables 
que  l'on  fait  à  chaque  instant  dans  la  monographie  des  fonctions. 
|[  consiste,  dans  un  grouj)e  donné  de  fonctions  en  nombre  égal  à 
celui  de  leurs  vai'iables  indépendantes,  à  prendre  ces  dernières 
pour  nouvelles  fonctions  et  les  anciennes  fonctions  pour  nouvelles 
variables. 

Dans  le  cas  d'une  seule  fonction,  les  équations  (1)  se  réduisent  à 

(8)  «=/(^r), 

les  équations  de  transformation  (2)  à 

i  X  —  U  =  o, 
(   u  —  X  =  o. 
et  les  équations  (3)  à 

U  =  J.(X), 

à  désignant  la  fonction  inverse.  Mais  il  vaut  mieux  déduire  les  for- 
mules cherchées  de  celles  du  n^SSS  (i/i/.),  en  prenant  cp(^)  =  '!/(^), 
d'où  F(0=  ^  et,  par  suite, 

du  (1-  u       d^  u 

~dt  "    '        ~dt^  ^  dl^ 

Si  l'on  remplace  ensuite  la  lettre  t  par  la  lettre  u  pour  ne  pas 
multiplier  les  notations,  il  vient 

du  _  dx  d-  u  d'X     f  dx  \  ^ 

dx  '  du  dx'^  du''-  '  \  du  / 

On  peut  encore  se  contenter  de  différentier  indéfiniment  l'équa- 
lion  (8)  par  rapport  à  u,  en  y  traitant  u  comme  une  variable  indé- 
pendante, £c  comme  une  fonction  de  u,  et  de  résoudre  successive- 


CHAPITRE    XI.    —    FONCTIONS    I.MrLICITKS    EN    GÉNKUAI..  307 

ment  les    équations    ainsi  obtenues   par  rapport    à  f'(^x)=-j-, 

/'(-)=  S"- 

330.  Dans  le  premier  ordre  et  en  ajant  égard  au  lliéorèmc  du 
n"  306  bis,  cette  dernière  méthode  appliquée  à  l'inversion  simul- 
tanée de  g  fonctions  «(,  m^i  •  •  -  i  «^  de  g  variables  indépendantes 
:r,  y,  ...  conduit  facilement  à  cette  proposition  : 

Pour  des  valeurs  correspondantes  de  toutes  ces  quantités,  le 
déterminant  différentiel  des  premières  par  rapport  aux  der- 
nières est  lUnK'erse  arithmétique  de  celui  des  dernières  par 
rapport  aux  premières. 

331.  Quand  les  équations  de  transformation  (2)  ne  sont  pas 
toutes  finies,  le  changement  de  variables  ne  peut  être  exécuté  dans 
toute  sa  généralité  avant  leur  intégration.  On  conçoit  cependant 
qu'elles  permettent  immédiatement  certaines  transformations  par- 
ticulières, par  exemple  celle  de  formules  contenant  seulement,  en 
fait  d'anciennes  quantités,  des  dérivées  dont  ces  équations  fourni- 
raient les  nouvelles  expressions,  par  elles-mêmes  ou  par  les  équa- 
tions que  l'on  peut  obtenir  en  les  différentiant. 

332.  Pour  montrer  une  application  de  la  remarque  finale  de 
l'alinéa  II  du  n"  328,  nous  traiterons  la  question  particulière  sui- 
vante qui  d'ailleurs  se  pose  assez  souvent  : 

Une  fonction  a  de  x  devient  une  fonction  de  t  quand  on  y 
substitue  à  x  une  fonction  donnée  de  i,  ^(^);  exprimer  les 
dérivées  de  u  par  rapport  à  a;-,  au  moyen  de  celles  de  u  et  de  x 
par  rapport  à  t. 

Ici  les  équations  (1)  se  réduisent  à 

les  équations  de  transformation  à 

.r^o{t) 
et  les  équations  (3)  à 

«  =  F(0. 
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La  différen  lia  lion  des  deux  dernières  par  rapporl  à  l'ancienne 
variable  x  donne 

_  r//  du  _     ,        dt       du  dt 

'         dx  dx  dx        dt   dx^ 

système  donl  la  résolution  par  rapporl  à    .    donne 

du  _  du  _    '  i  \  _  ^^  .  ^^ 
'dx  ~  Ut  '^  ^   '~  lu   '  ~dt' 

Ainsi  l'expression  de  l'ancienne  dérivée  première  s'obtient  en 
divisant  lanouvclle  par  co'(/),  règle  donl  l'application  répétée  four- 
nira successivement  celle  des  anciennes  dérivées  de  tous  ordres, 
puisque  l'équalion  de  transformation  ne  contient  pas  a.  On  iroiivc 
ainsi 


[du  _  dx  1  .  f''"  _  /  fi'  u  dx        d^  X  du  \  ^  I  dx  V' 
~di  '  777J  ■  m  ~  \  dt''-   ~di  ~  dt'^    'dt  /  '  \~dt) 


d^  u         d  [  du      dx  ~\      du       /  d-  u  dx        d'^  x  du  \     /  dx  \  ^ 
dx'^        dx 
dPu  _ 
dx^ 


333.  Le  changement  des  variables  principales  dans  les  inté- 
grales indéfinies  ou  définies  (Ghap.  VIII)  est  une  opération  très 
fréquente,  et  la  proposition  parliculière  suivante  est  une  des 
règles  les  plus  utiles  de  leur  calcul. 

Si  par  la  substitution 

(9)  o^  =  'i{i), 
on  change  la  fonction  de  x 

(10)  Y{x)=.§f{x)dx 

en   la  fonction  F[o(^)]  de  la  nouvelle  variable  t,  on  aura  la 
relation 

(M)  Y\o{t)\=§f\o{t)\i{t)dl. 

EfFeclivemenl  les  dérivées  des  deux  membres  par  rapport  à  / 
sont  identiques,  puisque  celle  du  premier  calculée  par  la  règle  de 
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différenlialion  des  fonctions  composées  csL 

F'[o(0]o'(0-/[?(0]?ÏO 

à  cause  de  F'{x)=f(x),  et  que  celle  du  second  est  par  dôrmiiion 
l'expression  même  placée  sous  le  signe  d'intégration.  La  for- 
mule (il)  se  déduit  ainsi  de  la  relation  (lo)  par  un  mécanisme 
consistant  à  changer  simplement  dans  celle-ci,  x  en  o(t)  et  dx 
en  d'^{t)  =  o'{t)dt. 

Elle  permet  de  transformer  les  intégrales  indéfinies  de  mille 
manières.  Elle  sert  même  à  en  calculer  effectivement  un  certain 
nombre;  car  il  est  possible  qu'on  n'aperçoive  pas  la  fonction 
de  X  qui  dij\x)  pour  dérivée,  mais  que  l'on  puisse  trouver  bien 
plus  facilement  pour  cp(^)  une  fonction  qui  rende  /['f  (0]'f''(0 
dérivée  par  rapport  à  t  d'une  fonction  connue  *I*(^)- 

Pour  avoir  F(a;),  il  ne  reste  plus  alors  qu'à  remplacer  inverse- 
ment t  dans  ^{t)  par  la  fonction  implicite  de  x  que  fournit  la 
résolution  de  l'équation  (9)  par  rapport  à  t.  C'est  ce  qu'on  nomme 
^intégration  par  substitution. 

334.  Si,  après  avoir  particularisé  les  seconds  membres  des 
relations  (10),  (i  i),  de  manière  que  la  dernière  ait  lieu  quelle  que 
soit  t,  on  trace  dans  le  plan  servant  à  la  notation  graphique  de 
cette  nouvelle  variable  un  chemin  [^oT]  tel  qu'en  y  marchant 
.r  =  o(f)  décrive  le  chemin  d'intégration  [^o^]  (228),  le  calcul 
des  deux  membres  de  cette  relation,  fait  sur  le  nouveau  chemin, 
donnera 


c'est-à-dire 


F(X)-F(^o)=    f  f{o{l)\^\t)dt, 


X  T 

(12)  C  fix)dx=  f  f['^{t)]-y{()dt, 

la  première  intégrale  étant  prise,  bien  entendu,  sur  le  chemin  [xq  X] 
et  la  seconde  sur  le  chemin  [^oT]. 


CHAPITRE  XII. 


PRINCIPE    ESSENTIEL    DE   LA   THEORIE 
DES   ÉQUATIONS   DIFFÉRENTIELLES   PARTIELLES. 


Généralités. 

335.  Comme  nous  l'avons  dit  au  n"^  28G,  un  système  d'équa- 
tions différentielles  est  immédiat,  quand  toutes  ses  équations  sont 
du  premier  ordre  (281)  et  fournissent  immédiatement  plus  ou 
moins  de  dérivées  des  fonctions  inconnues,  exprimées  en  fonc- 
tions composées  des  variables  indépendantes,  de  ces  fonctions 
inconnues  elle-mêmes  et  de  leurs  autres  dérivées. 

Quand  ce  sont  toutes  les  dérivées  des  fonctions  inconnues,  dont 
les  équations  données  fournissent  de  pareilles  expressions,  aucune 
dérivée  ne  peut  figurer  dans  leurs  seconds  membres,  qui  ainsi 
sont  essentiellement  finis,  et  le  système  est  de  la  nature  de  ceux 
dont  nous  avons  commencé  la  théorie  dans  le  Chapitre  X. 

Quand  au  contraire  c'est  une  partie  seulement  de  ces  dérivées 
qui  constituent  les  premiers  membres  des  équations  données,  les 
autres  dérivées  peuvent,  en  totalité  ou  en  partie  seulement,  entrer 
dans  les  seconds  membres  qui  ainsi  sont  éventuellement  différen- 
tiels; et,  au  lieu  d'un  système  d'équations  différentielles  totales, 
on  a  ce  que  nous  appellerons  un  système  d^ équations  différen- 
tielles partielles.  Ces  systèmes  sont  ceux  dont  nous  allons  nous 
occuper,  en  complétant  la  définition  de  leur  caractère  im.médiat 
par  une  restriction  essentielle  que  nous  spécifierons  au  moment 
voulu  (341,  342,  inf.). 

Pour  disposer  nettement  les  équations  d'un  pareil  système, 
il  faut  les  écrire  dans  les  cases  d'un  quadrillage  rectangulaire 
dont  les  lignes  correspondent  aux  variables  indépendantes,  les 
colonnes  aux  fonctions  inconnues,  en  plaçant  l'équation  qui  a  par 
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exemple  —  pour  premier  mcmhrc  dans  la  case  qui  apparlionl  à  la 

fois  à  la  ligne  (/)  et  à  la  colonne  (s).  Des  cases  en  nomhre  et  en 
positions  arbitraires  peuvent  évidemment  rester  inoccupées  dans 
ce  tableau. 


336.  Dans  un  système  d'équations  difTérentielles  partielles  il  y 
a,  relativement  à  chaque  fonction  inconnue,  une  distinction  essen- 
tielle à  faire  entre  les  diverses  variables  indépendantes  {cf.  217). 

Nous  appellerons  \ar\ah\cs principales  d'une  fonction  inconnue 
détciminée  celles  par  rapport  auxquelles  sont  prises  les  dérivées 
de  cette  fonction  qui  constituent  les  premiers  membres  des  équa- 
tions de  la  colonne  correspondante  dans  le  tableau  du  système. 
Pour  la  même  fonction,  toutes  les  autres  variables  seront  para- 
métrigues.  Par  exemple,  si  les  variables  indépendantes  sont  x,  j', 
;,  t  seulement,  et  si  la  colonne  (w)  ne  contient  que  les  deux  équa- 
tions 


{W) 


dw 
dx 

... 

dw 
dz 

(y) 
(n 


la  fonction  inconnue  w  aura  jc,  z  pour  variables  principales,  j,  / 
pour  variables  paramétriques. 

Le  partage  dont  il  s'agit  ne  s'efTectue  pas  nécessairement  de  la 
même  manière  pour  toutes  les  fonctions  inconnues,  telle  variable 
pouvant  fort  bien  être  à  la  fois  jirincipale  pour  une  de  ces  fonc- 
tions et  paramétrique  pour  une  autre. 


337.   Cette  distinction  entre  les  variables  en  entraîne  une  non 
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moins  importante  entre  les  diverses  dérivées  d'un  même  ordre 
quelconque  k,  d'une  fonction  inconnue  déterminée.  Nous  appel- 
lerons o-enre  de  l'une  de  ces  dérivées  le  nombre  total  de  ses  difFé- 
rentiations  génératrices  (distinctes  ou  non)  qui  doivent  être  effec- 
tuées par  rapport  à  des  variables  principales. 

D'après  cela,  l'ordre  A"  des  dérivées  de  la  fonction  dont  il  s'agit 
contient  :  i°  le  seul  genre  o,  si  toutes  les  variables  sont  paramé- 
triques pour  cette  fonction  ;  2"  les  /c  +  i  genres 

o,     I,    2,     .,.,    k, 

si  les  variables  sont  les  unes  paramétriques  et  les  autres  princi- 
pales; 3"  le  seul  genre  A-,  si  toutes  les  variables  sont  principales. 

Dans  un  ordre  quelconque,  nous  appellerons  aussi  paramé- 
triques les  dérivées  de  genre  o,  et  principales  toutes  celles  de 
genres  >>  o. 

Dans  l'exemple  ci-dessus  (336),  la  fonction  inconnue  w  a  dans 
le  premier  ordre  :  les  dérivées  de  genre  o  ou  paramétriques 

dw       dw 
~dy'     "di' 

et  les  dérivées  principales  de  genre  i 

dw       dw 
dx        dz 

Dans  le  second  ordre  elle  a  :  les  dérivées  de  genre  o  ou  para- 
métriques 

d'^w        d-w  d^w 

i/j2  '      dy  clt  dt- 

et  en  fait  de  dérivées  principales  :  celles  de  genre  i 

d-  w  d-w  d-w         d-w 

dx  dy^     dx  dt       dz  dy''     dz  dt 

et  celles  de  genre  2 

d-  w         d-  w         c/'2  w  _ 

"5^'     dxdz'     ~d^' 
et  ainsi  de  suite. 

338.  D'après   cette    définition,   les   équations  différentielles 
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d' tin  syslènic  immrdidl  /nirlici  c.rprlment  loiilcs  les  dérn'rcs 
principales  premières  des  fondions  inconnues,  en  Jonctions 
composées  des  variables  indépendantes,  de  ces  mêmes  Jonc- 
tions inconnues  et  de  tout  ou  partie  de  leurs  dérivées  paramé- 
triques premières. 

339.  La  di.sliiiclion  cnlrc  les  intégrales  d'un  système  immédiat 
d'équations  différentielles  partielles  s'opère  suivant  les  mêmes 
règles  et  a  les  mêmes  conséquences  que  pour  les  équations  difTé- 
rcntielles  totales  (288). 

Les  intégrales  ordinaires  sont  celles  dont  les  valeurs,  à  elles- 
mêmes  et  ici  à  leurs  dérivées  paramétriques  premières,  associées 
aux  valeurs  correspondantes  des  variables,  tombent  toujours  dans 
des  aires  où  les  composantes  des  seconds  membres  des  équations 
du  système  sont  toutes  olotropes. 

Pour  les  intégrales  singulièies  au  contraire,  les  valeurs  dont  il 
s'agit  sont  toujours  singulières  pour  quelqu'une  au  moins  de  ces 
composantes. 

Par  exemple,  l'intégrale  u{x,  y^  z)  du  système 


(') 


du 

( 

du\ 

dx 

=  u^ 

(^ 

r> 

' 

u, 

dz) 

du 

/ 

du\ 

dy~' 

-'^y 

(' 

r. 

~") 

u 

-T:) 

est  ordinaire,  si  quelles  que  soient  ^,j)',  z.,  du  moins  entre  certaines 
limites,  les  fonctions  de  cinq  variables  indépendantes 

Ux(^l,  ^2,  «;.,  ^,  h),      Ur(<i,  t.,  ^3,  /4,  /s) 

sont  l'une  et  l'autre  toujours  olotropes  pour 

t^^x,         t..^y,         t3^z,         fi=  u{x,y,  z),         1^=  u'.{x,  y,  z). 
Elle  est  singulière,  si  l'une  de  ces   fonctions  ou  toutes  deux 
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ne  sont  jamais  olotropes  pour  les  valeurs  de  ^i,  .  .  .,  tr,  ci-dessus 
définies. 

Les  intégrales  ordinaires  peuvent  seules  faire  l'objel  d'une 
théorie  générale;  c'est  d'elles  que  nous  allons  nous  occuper 
exclusivement,  en  réservant  pour  le  n°  379  (ifif-)  le  peu  de  mots 
que  nous  avons  à  dire  sur  les  autres. 

340.  La  substitution  d'intégrales  ordinaires  connues  dans  les 
équations  d'un  système  immédiat  partiel  en  transforme  tous  les 
seconds  membres  en  des  fonctions  composées,  habituellement 
différentielles,  à  composantes  essentiellement  olotropes,  des  va- 
riables, des  intégrales  et  de  leurs  dérivées  paramétriques  pre- 
mières. 

Les  règles  générales  établies  pour  les  fonctions  composées  (253 
et  siiiv.)  sont  donc  applicables  à  ces  seconds  membres;  et,  comme 
nous  l'avons  fait  au  n"  289  pour  les  équations  différentielles  to- 
tales, on  peut  diffé  rentier  indéfiniment  celles  du  système  par- 
tiel considéré. 

Les  nouvelles  équations  ainsi  obtenues,  jointes  à  celles  du  sys- 
tème, fournissent  certaines  expressions  de  toutes  les  dérivées 
principales  des  intégrales,  car  des  différentiations  convenables 
peuvent  évidemment  en  faire  naître  une  quelconque  au  premier 
membre  ;  mais  elles  n'en  fournissent  jamais  pour  leurs  dérivées 
paramétriques,  parce  que  des  différentiations,  quelles  qu'elles 
soient,  ne  peuvent  jamais  diminuer  le  genre  commun  i  des  déi'i- 
vées  (principales  premières)  qui  forment  les  premiers  membres 
des  équations  différentielles  proposées. 

Si  donc  on  veut  employer  toutes  ces  équations  à  la  reconstruc- 
tion des  développements  des  intégrales  ordinaires  considérées,  // 
faut  de  toute  nécessité  connaître,  non  seulement  les  valeurs 
initiales  de  ces  fonctions,  mais  celles  aussi  de  toutes  leurs 
dérivées  paramétriques.  Il  faut  encore  c/ue  ces  équations  puis- 
sent être  rangées  dans  un  ordre  de  succession  tel,  que  la  réso- 
lution de  chacune  puisse  se  faire  isolément,  sans  exiger  autre 
chose  que  la  connaissance  des  vcdeurs  initiales  de  toutes  les 
dérivées  paramétriques ,  jointe  à  celle  des  résultats  fournis 
par  la  résolution  des  équations  antérieures. 

Ces  deux  conditions  sont  également  nécessaires  au  succès  de 
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l'opération  consisUml  à  (If'diiirc  loulcs  les  inlt'^;ralcs  ordinaires  du 
syslèmc  considéré,  de  semblables  développements  eonslruils  snr 
des  valeurs  initiales  choisies  arbitrairement  pour  elles  et  leurs 
dérivées  paramétriques. 

341.  Dans  la  théorie  des  équations  diOTérentielles  totales,  nous 
n'avons  pas  en  à  nous  préoccuper  de  la  seconde  condition,  parce 
que  la  succession  voulue  s'est  trouvée  réalisée  d'elle-même  en 
prenant  ce  que  nous  avons  apj)elé  les  formules  primitives,  par 
ordres  croissants  des  dérivées  figurant  dans  leurs  premiers  mem- 
bres; mais  ici  les  choses  se  passent  d'une  manière  infiniment 
moins  simple,  parce  que  la  présence  des  dérivées  paramétriques 
dans  les  seconds  membres  des  équations  du  système  immédiat 
partiel  considéré  rend  généralement  l'ordre  du  second  membre 
égal  à  celui  du  premier  dans  les  relations  qui  remplacent  les  for- 
mules primitives.  Et  il  arrive  cfTectivement  que  cette  seconde 
condition  n'est  pas  remplie  pour  certains  systèmes  de  la  nature 
de  ceux  dont  la  définition  a  été  ébauchée  aux  n°'  286,  335. 

Nous  les  excluons  absolument  de  nos  raisonnements,  et  nous 
réserverons  désormais  le  nom  de  systèmes  ùnniédiats  à  ceux  qui 
satisfont  à  la  condition  générale  dont  il  s'agit,  et  qui  seuls  peuvent 
donner  lieu  au  théorème  fondamental  du  n°  344  (in/.). 

342.  La  restriction  à  ajouter  à  la  définition  des  numéros  cités 
pour  qu'elle  devienne  celle  d'un  système  immédiat  dans  le  sens 
ci-dessus  expliqué  consiste  à  exclure  certaines  dérivées  paramé- 
triques de  divers  seconds  membres  des  équations  difTérentielles. 
Nous  ne  sommes  pas  en  mesure  de  la  formuler  d'une  manière 
générale  et  précise;  mais  il  nous  suffira,  et  au  delà,  de  considérer 
les  systèmes  satisfaisant  à  la  condition  que  : 

^n  appelant  ii,  r  deitx  fondions  inconnues  quelconques, 
aucune  dérii^ée  (paramétrique)  de  v  ne  figure  dans  les  seconds 
membres  des  équations  de  la  colonne  (u)  si  quelque  variable 
paramétrique  de  u  est  principale  pour  v. 

Tous  ces  systèmes  sont  immédiats,  comme  nous  le  constaterons 
au  n°  344,  et,  pour  plus  de  simplicité  dans  le  langage,  ce  sont 
eux  seuls  que  dorénavant  nous  qualifierons  de  la  sorte. 


316  PREMIÈRE   PARTIE.    —    PRINCIPES    GÉNÉRAUX. 

343.  Eclaircissons  ce  qui  précède  par  quelques  exemples. 
Le  système 


(•^) 


du       ,,    /                     du    dv\ 

1 
dv       ^^   [                    du    dv\ 

n'est   pas   de   ceux  que   maintenant  nous   nommons   immédiats, 

parce  que  -,-  en  particulier  figure  dans  le  second  membre  de  l'é- 

({uation  de  la  colonne  (m),  bien  que  la  variable  jk  q'^i  est  paramé- 
trique pour  II  soit  principale  pour  v. 
Au  contraire  le  système 


du       ..    (                     du\ 

1 

dv       ^.    (                      dv\ 

(a  bis) 


rentre  dans  leur  classe,  nonobstant  la  similitude  complète  de  ce 

Tableau  et  du  précédent,  parce  que  --r- ■>  -j-  ont  disparu  respecti- 

\ement  des  seconds  membres  de  la  première  colonne  et  de  la 
seconde. 

De  même,  plus  généralement,  toutes  les  fois  que  dans  les  équa- 
tions de  chaque  colonne  ne  figurent  jamais  les  dérivées  (^para- 
métriques^ des  fonctions  inconnues  correspondant  aux  autres 
colonnes. 

Tel  est  encore  le  système 


(3) 


du       ^,    /                      du     dv\ 

dv       -,,    /                      du     dv\ 
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malgré  la  présence  de  loiites  les  dch'ivées  par;iin('lnc|iics  diiiis  l(  ^ 
seconds  membres.  De  même,  pliisg<'néralemenl,/;o«//o///  sysli'nw 
dans  lequel  le  partage  des  mriahles  (en  principales  et  para- 
métriques) s'opère  de  la  même  manière  relativement  à  toutes 
les  fonctions  inconnues. 

C'est  dans  cette  dernière  catégorie  que  se  rangent  les  équations 
dites  aitx  dérivées  partielles  soit  isolées,  soit  simultanées.  I.e 
Tablean  contient  alors  soit  une,  soit  plusieurs  colonnes  dans  les- 
quelles toutes  les  cases  d'une  même  ligne  sont  seules  occupées. 

On  doit  y  comprendre  également  les  équations  différentielles 
égalant  à  des  fonctions  données  des  seules  variables  indépen- 
dantes., les  dérivées  de  l'intégrale  indéfinie  d'une  différen- 
tielle première  incomplète  prises  par  rapport  aux  variables 
principales  (217).  C'est  évidemment  le  cas  particulier  le  plus 
simple  du  problème  général  qui  nous  occupe;  il  est  caractérisé 
par  ces  deux  circonstances  :  qu'il  y  a  une  seule  fonction  inconnue 
à  découvrir,  et  que  ni  celle-ci  ni  aucune  de  ses  dérivées  (paramé- 
triques) ne  viennent  compliquer  les  seconds  membres. 

A  la  rigueur  on  peut  encore  y  placer  les  systèmes  cF équa- 
tions différentielles  totales,  puisque,  pour  toutes  les  fonctions 
inconnues,  les  variables  sont  principales,  parlant  de  même  nom. 
La  distinction  que  nous  maintenons  cependant  entre  eux  et  ceux 
d'équallons  différentielles  partielles  est  justifiée  par  bien  des  dis- 
semblances, en  particulier  par  l'étendue  infiniment  plus  consi- 
dérable des  éléments  d'indétermination  que  comportent  les  inté- 
grales de  ces  derniers.  Il  s'en  faut  d'ailleurs  que  la  tbéorie  de 
ceux-ci,  dont  nous  ne  pouvons  donner  qu'une  ébauche  bien  gros- 
sière, soit  aussi  avancée  que  celle  des  autres.  Néanmoins  les  dis- 
semblances auxquelles  nous  faisons  allusion  laissent  subsister  des 
analogies  qui  nous  permettent  de  glisser  légèrement  sur  divers 
détails. 

344.  Approfondissons  maintenant  la  f[uestion  effleurée  au 
n**  340.  On  a  d'abord  ce  théorème  : 

Une  dérivée  principale  d'ordre  k  et  de  genre  x  quelconques, 
de  toute  intégrale  ordinaire  d'un  système  immédiat  satisfai- 
sant à  la  condition  restrictive  du  n°  ^^"^  peut,  au  moyen  de 
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quelque  équation  de  ce  système  convenablement  différentiéCy 
être  exprimée  en  fonction  composée  différentielle  contenant, 
avec  les  variables  indépendantes,  les  diverses  intégrales  fai- 
sant partie  du  même  groupe,  leurs  dérivées  de  toutes  sortes 
d  ordres  ■<  k  et  leurs  dérivées  d^ ordre  k,  mais  de  genres  <;  x. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  la  dérivée  principale  dont 
il  s'agit  appartienne  à  l'intégrale  u  et  comporte  dans  sa  formation 
une  différentiation  au  moins  par  rapport  à  la  variable  x  supposée 
principale  pour  u;  représentons  par  la  caractéristique  D*~*,  ce  qui 
reste  de  l'ensemble  de  ses  k  dilTérentiations  génératrices  quand 
on  en   supprime  une  intéressant  x,   en  sorte  que  cette  dérivée 

puisse  se  noter  par  D''   *  -r-- 

Puisque  la  variable  x  est  principale  pour  l'intégrale  u,  le  sys- 
tème considéré  contient  forcément  l'équation 

(4)  ^  =  U^(-^,  7'  ■■■,  u,  V,  ....  Atp,  ...), 

où  A(v  représente  quelqu'une  des  dérivées  paramétriques  pre- 
mières contenues  dans  son  second  membre,  et  dont  la  différen- 
tiation notée  par  D*~'  donnera 

D*-i  ~  =  D/'-'Ua:(ar,  y, u,  i>, ^w,  .  ..). 

Le  premier  membre  de  cette  nouvelle  équation  est  précisément 
la  dérivée  A'"™^  de  u  dont  nous  nous  occupons,  el  l'expression 
qu'en  fournit  le  développement  du  second  membre  contient,  outre 
ce  qui  y  figurait  avant  la  différentiation  : 

i"  A  cause  de  la  présence  de  u.,  v,  .  .  . ,  des  dérivées  de  toutes 
ces  intégrales  d'ordres  <C  k  dont  notre  énoncé  autorise  la  pré- 
sence; 

2"  A  cause  de  celle  des  dérivées  premières  .  .  . ,  A<v,  . .  . ,  encore 
des  dérivées  d'ordres  <;  k  des  intégrales  .  .  . ,  (V,  ...  et  avec  elles 
de»  dérivées  A'"^™^^,  mais  des  formes  . .  . ,  D*~*  Aiv,  .... 

Cela  posé,  la  présence  de  Atv  dans  le  second  membre  de  l'équa- 
tion (4)  exige,  à  cause  de  la  restriction  du  n"  342,  que  toute 
variable  qui  est  paramétrique  pour  u  le  soit  aussi  pour  w  et,  par 
suite,  qu'une  différentiation  donnée  d'ordre  quelconque  ne  soit 
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pas  poiii"  iv  d'an  genre  supérieur  à  celui  qu'elle  odrc  pour  //.  L;i 
diflc-renllalion  D^~',  qui  est  évidemment  de  genre  x —  i  |)(jnr  </, 
est  ainsi  d'un  genre  égal  ou  moindre  pour  w.  La  dérivée  D*~' An- 
est  done  de  genre  x  —  i  au  plus,  pai'ce  que  A  est  toujours  pour  iv 
une  diUV-renliation  jiaranictrique  ;  e'est  ce  qu'il  restait  à  ])rotivcr. 

345.  Comme  pour  les  équations  difTérentielles  totales  (289), 
nous  appellerons /)/7'/;?/7à7'.s,  tant  les  formules  auxquelles  conduit 
ainsi  la  dillércnliation  indéfinie  des  équations  du  système  partiel 
considéré,  que  les  expressions  (ju'elles  fournissent  pour  toutes  les 
dérivées  principales  de  ses  intégrales  ordinaires. 

11  convient  de  concevoir  ces  diverses  formules  groupées  par 
ordres  croissants  des  dérivées  principales  qu'elles  intéressent,  et 
celles  d'un  même  ordre,  sous-groupécs  par  genres  croissants  des 
mêmes  dérivées. 

340.  En  appelant  toujours  simples  les  dérivées  principales  pro- 
venant de  dilFérentiations  dont  les  principales  intéressent  toutes 
une  seule  variable,  et  complexes  celles  dont  les  différentiations 
génératrices  intéressent  au  contraire  plusieurs  variables  princi- 
pales distinctes,  on  apercevra  facilement,  comme  au  n"  289,  Y, 
pour  les  équations  différentielles  totales.  (:\uune  déri^'ée  simple  a 
une  seule  expression  primitive,  tandis  qu'une  dérivée  complexe 
en  a  plusieurs,  savoir  autant  que  ses  différentiations  généra- 
trices intéressent  de  variables  principales  distinctes. 

347.  Chacune  des  dérivées  principales  men  tionnées  au  n"  344 
est  aussi  exprimable  par  une  fonction  composée  dijjérenlielle 
contenant  encore  les  variables  indépendantes  et  les  intégrales, 
mais,  avec  elles,  leurs  dérivées  exclusivement  paramétriques 
[d'ordres  égaux  ou  moindres). 

Les  équations  elles-mêmes  du  système  immédiat  considéré  four- 
nissent des  expressions  de  cette  nature  pour  les  dérivées  princi- 
pales premières. 

Considérons  maintenant  dans  le  second  ordre  les  expressions 
primitives  des  dérivées  principales  de  genre  i.  En  vertu  du  théo- 
rème précédent,  elles  ne  contiennent  en  fait  de  dérivées  princi- 
pales que  celles  d'ordre  i;  elles  prendront  donc  la  forme  voulue 
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par  la  siibslilulion  à  ces  dernières  de  leurs  expressions  dont  nous 
venons  de  parler.  Celles  des  dérivées  de  genre  2  contiennent  en 
outre  des  dérivées  de  genre  i  ;  elles  prendront  donc  encore  la  forme 
voulue  par  la  même  substitution  accompagnée  de  celle  faite  aux 
dérivées  du  premier  genre,  de  leurs  expressions  débarrassées  de 
toute  dérivée  principale  qu'on  vient  d'obtenir. 

En  procédant  de  même  dans  le  troisième  ordre  pour  les  dérivées 
principales  de  genres  i ,  2,  3  successivement,  on  arrivera  au  résultat 
voulu,  parce  que  dans  chaque  genre  les  expressions  primitives  ne 
contiennent  jamais  en  fait  de  dérivées  principales  que  celles  d'or- 
dres moindres  ou  de  même  ordre,  mais  alors  de  genres  moindres, 
dont  les  opérations  antérieures  ont  précisément  fourni  des  expres- 
sions débarrassées  de  toute  dérivée  principale. 

Et  ainsi  de  suite  pour  les  ordres  4,  5,  .... 

Nous  appellerons  encore  ultimes  {cf.  290)  les  formules  ainsi 
obtenues  et  les  expressions  au  moyen  seulement  des  variables 
indépendantes,  des  intégrales  et  de  leurs  dérivées  paramétriques 
d'ordres  égaux  ou  moindres,  qu'elles  fournissent  pour  toutes  les 
dérivées  principales  des  intégrales  du  groupe  ordinaire  que  le 
système  proposé  est  supposé  posséder. 

Comme  au  n°  290,  V,  pour  les  équations  différentielles  totales, 
le  passage  des  relations  primitives  aux  relations  ultimes  est 
encore  ici  une  opération  réversible. 

C'est  la  restriction  du  n"  34-2,  il  importe  de  le  remarquer,  qui 
nous  a  permis  de  déduire  les  formules  ultimes,  des  formules  primi- 
tives résolues  successivement  par  ordres  et  genres  croissants.  Dans 
certains  autres  cas  sur  lesquels  il  est  inutile  de  nous  appesantir, 
d'autres  arrangements  de  ces  dernières  formules  rendent  encore 
possible  leur  résolution  successive.  Mais  il  j  a  des  systèmes  où 
nul  arrangement  de  cette  espèce  n'est  possible. 

Tel  est,  par  exemple,  le  système  (2)  du  n"  343,  pour  lequel. 

et  dès  le  second  ordre,  les  dérivées  —, — j--,  —, — 7-?  toutes  deux  de 
'  ax  dy    dx  dy 

même  genre   i,  ont  des  expressions  primitives  dont  chacune  est 

embarrassée  de  l'autre  dérivée. 

348.  Comme  nous  l'avons  remarqué  pour  les  équations  diffé- 
rentielles totales  (290,  III),  la  multiplicité  des  expressions  d'une 
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nicinc  cN-rivéc  coiii|)lcxc  s'accroîl  ilans  le  ))ass;if^<'  <lrs  roriniilcs  |)i  i- 
milivcs  aux  formules  ultimes,  en  raison  tic  celle  des  d;'rivces  com- 
plexes dont  celte  opération  comporte  l'élimination.  Mais,  pour 
un  système  immédiat  partiel,  cette  mullipUcilé  peut  s'étendre 
même  aux  clériiées  simples,  parce  que  leurs  Pxj)ressions  pi  imi- 
lives  peuvent  fort  bien  renfermer  des  dérivées  complexes  d'autres 
fonctions  inconnues,  et  par  suite  être  transformées  de  [)lusicurs 
manières  j)ar  leur  éliininalion. 

On  notera  cependant  (pie  dans  le  second  ordre  (le  moindre  où 
il  puisse  exister  des  dérivées  complexes),  une  dérivée  simple  ne 
peut  avoir  qu'une  expression  ultime,  parce  qu'il  n'v  a  jamais  à 
éliminer  de  son  expression  primitive  que  des  dérivées  de  genre  i, 
partant  simples.  Une  dérivée  complexe  seconde  n'en  a  que  deux 
pour  la  même  raison,  et  parce  qu'elle  n'a  que  deux  expressions 
prnniti\es. 

349.  f-.es  formules  ultimes  résultent  de  certaines  combinaisons 
des  formules  primilixes,  choisies  de  manière  à  faire  disparaître  de 
leurs  seconds  membres  toutes  les  dérivées  principales.  D'autres 
combinaisons  consistant  par  exemple  à  éliminer  seulement  une 
partie  des  dérivées  principales,  ou  bien  encore  à  différentier  les 
formules  résultant  de  ces  combinaisons  et  à  y  exécuter  encore  des 
éliminations  partielles  ou  totales  des  dérivées  principales  qui  s'v 
sont  réintroduites,  fourniront  pour  les  dérivées  j)rincipales  une 
infinité  d'autres  expressions  en  quclrpie  sorte  intermédiaires  entre 
les  primitives  et  les  ultimes,  et  toutes,  comme  elles,  entières  par 
rapport  aux  dérivées  partielles  des  seconds  membres  des  équa- 
tions du  système  immédiat  considéré^  et  aussi  par  rapport  aux 
dérivées  des  intégrales  y  entrant  en  dehors  de  ces  dérivées  par- 
tielles. 

De  ces  formules  intermédiaires  on  pourra  déduire  de  nou\e;iu 
et  d'une  infinité  de  manières  des  formules  débarrass(''es  de  toiilc 
dérivée  prinei|)ale  dans  leurs  seconds  membres.  Mais  ce  sont  des 
considérations  sur  lesquelles  nous  pouvons  nous  dispenser  de  nous 
appesantir. 

350.  A  partir  de  valeurs  initiales  données  des  variables,  ./„, 
j'o-  ;,i les  développements  par  la  série  de  Taylor  des  inlé- 

M.     -     I.  3, 
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gralcs  ordinaires,  dont  on  admet  V existence  pour  le  système 
immédiat  considéré,  peuvent  être  reconstruits,  dès  cjuc  Von 
confiait  seulement  leurs  valeurs  initiales  et  celles  de  leurs 
dérivées paramétriciues  de  tous  ordres. 

L'Iiypolhèsc  numérique 

x  =  xq,      y=yo,      ^  =  ^0, 

transforme  efTeclivcment  tous  les  seconds  membres  des  formules 
ultimes  (3i7)  en  des  quantités  connues,  puisqu'ils  deviennent 
ainsi  des  fonctions  connues  des  valeurs  initiales  tant  des  variables 
indépendantes,  que  des  intégrales  et  de  leurs  dérivées  paramé- 
triques, lesquelles  sont  supposées  connues.  Ces  formules  feront 
donc  connaître  les  valeurs  initiales  de  leurs  premiers  membres, 
c'est-à-dire  de  toutes  les  dérivées  principales  des  intégrales  dont 
il  s'agit. 

En  résumé,  on  connaît  donc  ainsi  les  valeurs  initiales  de  ces 
intégrales  et  de  toutes  leurs  dérivées  sans  distinction,  c'est-à-dire 
ce  ([ui  est  nécessaire  pour  écrire  les  développements  cherchés. 

3ol.  Quand  les  variables  principales  d'une  intégrale  prennent 
leurs  valeurs  particulières  initiales,  cette  intégrale  se  réduit  à  une 
fonction  de  ses  seules  variables  paramétriques,  que  nous  nomme- 
rons sa  détermination  initiale.  Dans  le  S3'slème  (2)  par  exemple, 
la  détermination  initiale  de  u  est  une  fonction  àey,  celle  de  v  une 
fonction  de  x.  Dans  le  système  (3),  celles  des  intégrales  u,  v  sont 
toutes  deux  des  fonctions  dejK- 

Si,  pour  une  certaine  intégrale,  toutes  les  variables  de  la  ques- 
tion sont  principales,  sa  détermination  initiale  se  réduit  à  une 
constante;  c'est  ce  qui  arrive  toujours  dans  un  système  d'équa- 
tions différentielles  totales. 

Si,  pour  une  autre,  les  variables  sont  toutes  paramétriques,  sa 
détermination  initiale  est  fonction  de  toutes  les  variables. 

332.  La  connaissance  des  déterminations  initiales  de  toutes 
les  intégrales  permet  aussi  bien  la  reconstruction  de  leurs 
développements. 
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Il  est  clair,  en  oirci,  (juc  les  valciiis  initiales  des  dérivées  para- 
int'lii(|iios  iruiK'  iiiléj^ralc  sont  précisi'inent  celles  des  (h'rivi'es  de 
Ions  ordres  de  sa  délermiiialioii  initiale.  La  connaissance  des 
délermiiialions  initiales  éc[ni\ant  donc  exactement  à  celle  des  va- 
leurs initiales  des  d('-rivées  paraini-triqnes  des  intégrales,  laquelle, 
d'après  le  théorème  du  n"  351),  suflil  à  la  reconstruction  des  déve- 
loppements. 

Pour  mieux  faire  apercevoir  cette  équivalence,  consid('rons  pai' 
exemple  une  intégrale  //(j:-,j)  dépendant  de  deux  variables,  Tunex 
[principale,  l'autre  j'  paramétrique,  en  sorte  que  o(y)=z  u(^Xo,  y) 
soit  sa  détermination  initiale.  Les  valeurs  initiales  de  u  et  de  ses 
dérivées  paramétriques  sont 


^oOo 


(  du  \  1  <:/-'  u\  ( cl'-  u 

JNIais  on  a  évidemment 

/^\  4'^u{x„y)  _ 

Les  valeurs  initiales  dont  il  s'agit  sont  donc  bien  égales  à 
^(jo),    'j'Cro),    •j"(ro)>    ••■'    •^"'\yo),    ■•■, 
valeurs  initiales  de  la  détermination  initiale  'j(y)  et  de  ses  dérivées. 

3o3.  Pour  un  système  immédiat  partiel  comme  s'il  était  tota 
(296  et  siuv.){30[),  l'existence  d'intégrales  ordinaires  ajant  pour 
déterminations  initiales  des  fonctions  de  leurs  divers  groupes  de 
variables  paramétriques,  choisies  au  Jiasard  mais  jonissanl ,  bien 
entendu,  de  la  double  propriété  d'être  toutes  olotropes  pour 
les  valeurs  initiales  des  variables  indépendantes  et  d'avoir, 
elles  et  leurs  dérivées  premières,  des  valeurs  initiales  tombant 
dans  des  aires  où  les  composantes  des  seconds  membres  des 
équations  du  système  le  sont  aussi,  l'existence  de  ces  intégrales, 
disons-nous,  dépend  ('videmment  de  ces  trois  conditions  : 

L  Nonobstant  la  multiplicité  des  expressions  ultimes  d'une 
même  dérivée  principale  d'une  intégrale  hypothétique  (3i8), 
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les  valeurs  iniliales  qu  elles  fournissent  de  diverses  manières 
pour  cette  dérivée  doivent  toujours  être  toutes  numériquement 
égales  entre  elles. 

II.  Les  développements  ainsi  construits  par  la  méthode  des 
coefficients  indéterminés,  appliquée  exactement  comme  s'il 
s'agissait  d'une  simple  reconstruction,  doivent  avoir  quelque 
système  de  rayons  de  convergence  non  tous  nuls. 

III.  Leurs  sommes  doivent  effectivement  satisfaire  à  toutes 
les  équations  du  système  immédiat  proposé . 

Quand  les  deux  premières  conditions  sont  /•emplies,  la  troi- 
sième ne  peut  manquer  de  l'être  ;  car  les  valeurs  initiales  des 
fonctions  ainsi  obtenues  satisfont  évidemment  aux  formes  initiales 
des  relations  ultimes,  et  par  suile  à  celles  des  relations  primitives, 
qui  leur  sont  absolument  équivalentes  (3i7).  Or  ces  dernières 
expriment  simplement  que  la  substitution  de  ces  fonctions,  dans 
chaque  équation  du  système,  en  change  les  deux  membres  en  des 
fonctions  de  «^,  J',  -,  •  •  •  égales  numériquement,  elles  et  toutes 
leurs  dérivées,  pour  x  =  Xq,  y  =  Jo,  ^  =  ^oj  •  •  •  >  par  suite  identi- 
quement (189). 

Nous  n'avons  donc  à  nous  occuper  que  de  ces  deux!  premières 
conditions. 

3o4.  La  réalisation  de  la  première  peut  s'opérer  :  soit  par  une 
adaptation  convenable  de  la  nature  des  fonctions  choisies  pour 
déterminations  initiales  des  intégrales  hypothétiques,  à  celle  des 
seconds  membres  des  équations  du  système,  soit  par  une  corréla- 
tion spéciale  entre  les  seconds  membres,  en  vertu  de  laquelle  la 
condition  dont  il  s'agit  se  trouve  remplie  indépendamment  de  tel 
ou  tel  choix  des  fonctions  prises  pour  déterminations  initiales. 

Nous  exprimerons  l'existence  de  cette  corrélation  en  disant  que 
le  système  immédiat  proposé  esl  passif  {cf.  297). 

On  peut  ramener  à  l'intégration  de  quelque  système  de  cette 
sorte,  la  recherche  des  intégrales  des  autres  qui  sont  bien  loin 
d'exister  toujours  (380,  inf.),  et  que  nous  dirons  exceptionnelles 
comme  au  n°  297  pour  les  équations  difTérentielles  totales, 

3oo.  Pour  qu'un  système  immédiat  d'équations  diff'éren- 
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tiellcs  partielles  soit  passif,  il  faut  et  il  sn (fit  (pie  les  deux 
expressions  ultimes  de  cliarjue  dérii'ée  complexe  seconde  d'une 
fonction  inconnue  cpiclconque  (3i8)  soient  égales  identique- 
ment, c  est-à-dire  cjuelles  que  soient  les  valeurs  aitrihuées  aux 
variables,  aux  fonctions  inconnues  et  à  leurs  dérivées  para- 
métriques premières  et  secondes  qui  y  figurent,  ces  trois  sortes 
de  quantités  étant  considérées  un  instant  comme  autant  de 
variables  indépendantes. 

Comme  pour  les  équations  (JiHércnLielles  totales  (298),  cette  pro- 
position tient  :  d'une  part  à  ce  que  le  second  ordre  est  le  moins 
élevé  de  ceux  où  puissent  se  rencontrer  des  dérivées  des  fonctions 
inconnues  rcprésentablcs  par  plusieurs  expressions  ultimes,  d'autre 
part  à  ce  qu'une  idenlitL;  donnée  entraîne  toujours  à  sa  suite  celles 
en  nombre  illimité  naissant  de  sa  dilTérentiation  et  de  leurs  com- 
binaisons variées  à  toutes.  Mais  nous  reculons  devant  les  compli- 
cations matérielles  considérables  oii  il  faudrait  nous  engager  pour 
la  démontrer  catégoriquement  dans  toute  sa  généralité. 

356.  Le  nombre  total  des  conditions  de  passivité  est  ainsi 
égal  à  la  somme  de  ceux  qui,  pour  chaque  fonction  inconnue, 
expriment  combien  ses  variables  principales  offrent  de  com- 
binaisons deux  à  deux. 

Pour  des  nombres  donnés,  h,  g,  de  variables  indépendantes  et 
de  fonctions  inconnues,  il  peut  donc  varier  de  o,  valeur  minimum 
à  laquelle  il  s'abaisse  quand  aucune  fonction  inconnue  n'a  plus 

d'une  variable,  à  g  — >  valeur  maximum  qu'il  acquiert  quand 

aucune  fonction  inconnue  n'a  de  variable  paramétrique,  c'est- 
à-dire  quand  le  système  immédiat  considéré  est  total  (299). 

3o7.  Un  exemple  éclaircira  mieux  le  calcul  de  ces  conditions, 
et  en  même  temps  celui  des  expressions  primitives  et  ultimes. 
Nous  prendrons  le  cas  le  plus  simple  en  considérant  le  système  (i) 
du  n"  339;  il  comporte  une  seule  fonction  inconnue  u  des  trois 
variables  x,  y,  z,  les  deux  premières  principales,  la  dernière  para- 
métrique. 
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Les  expressions  primilives  des  dérivées  du  genre  i  dans  l'ordre  >. 
sont 

dx  dz         dz  du     dz        du'~    dz- 

d-u         ù\jY        (^Uy  du        d\}x  d- u 


(6) 


dy  dz         dz  du    dz         du'-    dz^ 


où  Ji.  a  élé  mis  à  la  place  de  -p  pour  rendre  possible  la  notation 
des  dérivées  des  composantes  des  seconds  membres,  prises  par 
rapport  à  celle  de  leurs  variables  dont  -r:  occupe  la  place. 

Celles  de  la  dérivée  complexe  -^ — -r-  (ordre  3,  genre  2),  tirées  des 
première  (H  seconde  équations  du  système,  sont  respectivement 

d-  u         d\]s.       dUj.  du       d\Jjr    d'^  u 


dx  dy         dy  du    dy        du',   dy  dz 

d'-u    _àUy        dVy  du        dUy     d'-u 


-+- 


dx  dy         dx  du    dx        du',  dx  dz 

et  les  deux  expressions  ultimes  de  la  même  dérivée  s'obtiendront 

1  ,  11         •  du     du      d'^u        d^tc  ,  1 

en  remplaçant  dans  celles-ci  -i-^  -y-,  —, — ;-?  -7- — 7-  par  les  seconds 
^      '  dx     dy     dx  dz     dy  dz  ^ 

membi'es  des  équations  (i),  (5),  (6)  respectivement. 

Cela  posé,  la  condition  de  passivité,  ici  unique,  se  formera  en 

égalant  ces  deux  expressions  ultimes  identiquement,  c'est-à-dire 

1 1  •  du  ,         , .    d-  u  ■  , .   , 

quelles  que  soient  x,  y,  ^,   «,  -7^  (=  u^),  "TiT'  ^^^  ^'^  quantités 

étant  considérées  comme  autant  de  variables  indépendantes  les 
unes  des  autres. 

358.  Notons  en  passant  qu'un  système  immédiat  est  toujours 
passif  sans  conditions,  quand  pour  chaque  fonction  inconnue 
le  nombre  des  variables  principales  se  réduit  à  o  ou  à  i . 

359.  Reste  la  condition  essentielle  de  convergence  (353,  II); 
contrairement  à  ce  qui  se  passe  pour  les  équations  différentielles 
totales  (301),  elle  n'est  pas  nécessairement  remplie,  et  dans  les 
deux  paragraphes  suivants  nous  spécifierons  précisément  un  cas 
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Irôs   étendu  où   elle  l'est  loujours,   el  im  iiiitre   où   sii   ic'iili>;il  ion 
dépend  des  circonstances  j)arliculicr('s  du  pioldrnic. 

Systèmes  immédiats  passifs  qui  sont  en  même  temps  réguliers. 

360.  Quand  les  fonctions  inconnues  d'un  SNstrnic  iimm'di.il 
|)Ouvcnt  cire  j)lacccs  dans  un  ordre  tel,  que  toute  variable  cjui  est 
prinei|iale  pour  l'une  le  soit  aussi  pour  toutes  les  précédentes, 
nous  écrirons  de  gauche  à  droite  dans  cet  ordre  les  colonnes  cor- 
respondantes de  son  Tableau  et  nous  dirons  qu'il  est  régulier. 
Les  fonctions  se  rassemblent  naturellement  ainsi  en  groupes,  où 
elles  ont  ou  non  mêmes  variables  principales  (et  paramétriques) 
selon  qu'elles  appartiennent  au  même  groupe  ou  bien  à  des 
groupes  différents.  A  ces  divers  grou[)es,  et  en  allant  de  gauciie  à 
droite  dans  le  Tableau,  nous  assignerons  les  numéros  d'ordre  i, 
•2,3,  ...  dont  nous  nommerons  chacun  le  iring  de  réguUirilé  com- 
mun des  fonctions  inconnues  appartenant  au  groupe  correspondant. 

Dans  un  système  de  cette  espèce,  nous  écrirons  aussi  chaque 
ligne  du  Tableau  de  manière  que  le  nombre  des  fonctions  pour 
lesquelles  la  variable  correspondante  est  principale  n'aille  jamais 
en  augnicnlant  quand  on  le  lit  de  haut  en  bas.  Les  variables  se 
rassemblent  ainsi  en  groupes,  dans  chacun  desquels  elles  sont 
principales  pour  les  mêmes  fonctions,  et  auxquels  nous  attribue- 
rons aussi  les  rangs  de  régularité  i,   :>.,  3,  .  .  .   en  descendant. 

Le  système  (3)  du  n"  34-3,  par  exemple,  est  régulier,  et  les  deux 
fonctions  inconnues  y  ont  le  même  rang;  plus  généralement  aussi, 
tout  système  où  les  variables  se  partagent  en  deux  groupes 
oii,  pour  toutes  les  fonctions  inconnues,  elles  sont  principales 
dans  Vun,  paramétriques  dans  Vautre.  Tels  sont  en  particu- 
lier les  systèmes  d'équations  différentielles  totales  |)uis(pi('  les 
diverses  variables  y  sont  toujours  j)rincipales,  et  aussi  ce  que  Ton 
nomme  habituellement  les  équations  aux  dérivées  partielles 
(isolées  ou  simultanées). 

Le  système  écrit  ci-après  est  encore  régulier  s'il  est  immédiat, 
c'est-à-dire  (342)  si  les  dérivées  paramétriques  de  chacjue  fonc- 
tion ne  figurent  jamais  dans  les  seconds  membres  d'une  colonne 
postérieure  : 


:i:8 
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(").  ((').  (»■).  U). 


du 
dx 

dv  _ 
dx 

div 
dx 

du 

d^==--- 

dv 
dj'"'-- 

du 
dz 

! 

(X) 

iy) 


Nous  appellerons  irréguliers  les  sjslèiTies  pour  lesquels  cette 
disposition  des  fonctions  inconnues  n'est  pas  réalisable,  par 
exemple,  le  système  (2  ^/,s)  du  n°  343. 

30J.  Nous  dirons  encore  qu'un  système  immédiat  est  linéaire, 
quand  les  dérivées  (paramétriques)  des  fonctions  inconnues  entrent 
toutes  linéairement  dans  chacune  de  ses  équations.  Un  quelconc[ue 
de  leurs  seconds  membres  se  réduit  alors  à  une  somme  de  termes 
dont  l'un  est  une  certaine  fonction  des  variables  et  des  fonctions 
inconnues  seulement,  dont  chaque  autre  est  le  produit  d'une 
pareille  fonction  par  quelque  dérivée  paramétrique. 

Par  exemple,  l'équation  aux  dérivées  partielles 


{X) 

(y) 


constitue  un  système  linéaire  si  son  second  membre  est  de  la  forme 

du. 


(") 

du 
dx 

=  U.r 

(■^' 

7. 

u 

du  \ 

lj'^9>(x,y,  u)^lJ<J\x,y,  u) 


dy 


\\  faut  aussi  rattacher  les  équations  différentielles  totales  aux 
systèmes  linéaires,  puisque  leurs  seconds  membres  ne  renferment 
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pniiil  (le  (lcii\  ('('S,  et  ([iramsi  ils  iTcn  coiiliciiiicnl  iiiiciiin,'  «rime 
inaiuric  non  liiK'airc. 

362.    Jicpi-ésculoiis,  pour  (ilirri^er,  ikii- 

un  svslciue  quelconque  d'iuiualions  (lijfrrcnlicllcs  prtr  lie  lies, 
à  la  fois  immcdial  (338),  (34'2), />a55//*(3ol),  (3oo),  régulier 
(360)  et  linraire  (361),  entre  les  g  fonctions  inconnues 

(■2)  11,     r,      ... 

des  II  vari((l)les  indcpendanles 

(3)  X,    y,      .... 
et  soient 

(4)  .  ..,     o{x,y,   ...,  u,  l^   ...),      ... 

les  fonctions  de  toutes  ces  quantités  cjui  constituent  les  coef- 
ficients des  seconds   membres  considérés   comme  expressions 
linéaires  par  rapport  aux  dérivées  paramétriques  des  fonc- 
tions inconnues. 
Soient  encore 

(5)  S„,     ?)v,     

(6)  S^,     S,,     ... 

des  aires  limitées,   à  V intérieur  desquelles  les  fonctions  (4) 
demeurent  toutes  olotropes. 
Appelons  encore 

(7)  'J,     ?,     ••■ 

des  fondions  des  variables  paramétriques  de  «,  r,  ....  jouis- 
sant de  la  double  propriété  d^être  toutes  olotropes  dans  les 
aires  (G)  et  de  n'y  prendre  jamais  que  des  valeurs  tombant 
dans  les  aires  (5)  respectivement. 
Cela  posé,  en 

(8)  .To,      Jfl,        ... 

valeurs  initiales  des  variables  prises  à  volonté  dans  les  aires  (6), 
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le  système  (i)  possède  certainement  un  groupe  d'intégrales 
ordinaires  ayant  les  fonctions  (-)  poui-  déterminations  ini- 
tiales. 

En  vcrlii  (les  considérations  exposées  à  la  iîu  du  paragraphe 
précédent  (n'"  353  et  suiv.),  il  nous  suffit,  pour  établir  ce  théo- 
rème, de  prouver  simplement  que  les  développements  des  inté- 
grales hypothétiques  satisfaisant  aux  conditions  initiales 
posées  admettent  quelcjue  groupe  commun  de  rayons  de  con- 
Kcrgence  non  tous  nuls.  Nous  y  réussirons  comme  il  suit  ('). 

I.  Bn  appelant 

une  variable  indépendante  et  une  fonction  inconnue  de  celte 
variable;  en  appelant  encore 

(o)  7-    ■'■.'    :^-'    -<■ 

quatre  constantes  positives  cjuelconcjues,  mais  dont  la  dernière 
est  essentiellement  inférieure  à  \ ,  et  posant  pour  plus  de  sim- 
l>  licite 

no)  — ^-1— — ^=co(-;.-i-r,x), 

C équation  différentielle 

(11)  ^  =  [x.iM{'C6-^-r-.)  :  [i  —  z.ui{j6^-f-:)]. 

complétée  par  la  condition  initiale 

H  =  o         pour         z  =  (), 

a  pour  intégrale  une  fonction  «(t)  qui  en  t  =  o  est  olotrope  et 
a  pour  dérivées  de  tous  ordres  des  quantités  essentiellement 
positives. 

En  7  =  <<  =  o,  par  suite  dans  des  aires  S^;,  S.^,  de  dimensions 
suffisamment  petites,  délimitées  autour  de  ces  deux  points,  la 
fonction  (lo)   est    olotrope   comme  inverse    arithmétique    de    la 

(')  Ce  théorème  ayant  fort  peu  d'applications  classiques,  la  déiiionstraliun 
suivante  peut  être  omise  dans  une  première  lecture. 
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fonction  ololropc  i — (y«  +  ^~,)  <Hii  ne  s'y  cvancuil  p.-is  (î2'>(),  H); 
ol  do  même  pour 

(15.) 


I  — £.10(71 -H  r,-:)' 


inverse  arilhméliqiie  de  i  —  s.  ('^(y'*  4-  '/'i"),  1  onction  (pu  est  ololropc 
par  ce  qui  précède,  et  qui  dans  Sx,  Sy,  si  ces  aires  ont  été  choisies 
assez  petites,  ne  prend  que  des  valeurs  extrêmement  voisines 
de  I  —  £,  partant  non  =  o. 

Dans  les  aires  considérées,  le  second  mcmhie  de  Téqualion  (1  \) 
reste  donc  olotrope,  comme  produit  de  la  constante  a  par  les  deux 
fonctions  de  cette  espèce  (10),  (12).  Le  théorème  du  n"  301  esl 
donc  applicable  à  cette  équation,  cas  particulier  le  plus  simple  des 
systèmes  immédiats  et  passifs  d'équations  différentielles  totales. 

Maintenant,  les  valeurs  initiales  des  dérivées  partielles  de  tous 
ordres  sont  essentiellement  positives  :  d'abord  pour  la  fonction  (i  o) 
qu'on  peut  écrire 

I  -h  (y«  +  r,T)  -H  ('(-6  -+-  r,-y-  -h . . . , 

puis  pour  la  fonction  (i  a)  dont  le  développement  donne  de  même 

l  -+-   î  .  OJ  (  Y^  H-  '^|~  )  -I-  H^-  W-  -r-  .  .  .  , 

par  suite  enfin,  pour  le  second  membre  de  l'équation  différen- 
tielle (i  i),  simple  produit  de  ces  deux  fonctions  par  la  constante 
positive  a. 

T  1  .      .    .     ,  ,         c/h         cl--'.  , 

Les  valeurs   initiales  de  -ri  -?— :  '    •••   sont  donc   toutes   aussi 

az      dz- 

réelles  et  positives;  car,  en  vertu  des  formules  ultimes  appliquées 
à  leur  calcul,  elles  se  présentent  toutes  sous  forme  d'expressions 
entières,  sans  aucun  signe  — ,  par  rapport  aux  valeurs  initiales  des 
dérivées  partielles  du  second  membre  de  notre  équation  différen- 
tielle, toutes  positives  comme  nous  venons  de  le  constater. 

IL   Soient 

(i3)  »o>     «'o.      •■• 

les  valeurs  initiales  des  fonctions  (2)  [ou  (7)],  c'est-à-dire  celles 
quelles  acquièrent  quand  leurs  variables  prennent  les  valeurs 
qu^ elles  ont  dans  la  suite  (8),  et  considérons  les  g  fonctions 
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des  h  l'a  fiables 

(i4)  f,    »'     •••, 

que  définissent  les  forniules 

I  it  =  z/„-i-  H[(r  —  ,ro)H-(i)  —  ro)-+--  •  -1» 
(i'j)  <  »  =  Pu  H-  8[(r— j:o)-^(i)  — ro)-^--  ••  I, 


e^  ^M«,  pour  les  valeurs  (8)  c/c  leurs  variables,  sont  toutes  olo- 
tropes  {\-)  et  égales  aux  quantités  (i3)  respectivement  \^à  cause 
de  h(o)  =  o]. 
Si  l'on  pose 

(.6)  1=,, 

ce5  noui'elles  Jonctions  satisjont  aux  équations  différentielles 
partielles 

(17)  [irl] 

formant  un  système  immédiat,  régulier  et  linéaire  dont  la 
notation  se  déduit  de  celle  du  proposé  (i)  en  écrivant  partout 
dans  celui-ci 


ch\ 

du 

f/u 

7h' 

W     ■ 

■  ■  '      dx 

au  lieu  de 

du 

du 

di- 

dx 

^'  •■ 

'    d7. 

puis,  dans  chacun  des  seconds  membres,  en  substituant  ci  celle 
des  fonctions  (4)  qui  ne  multiplie  aucune  dérivée,  le  produit  de 

(i8)  (o[0(u  —  Mo-t-  »  — ^'o-H.  ■  •)-•-  ■';(f  — -^0-)-  P  —  Jo-H-  •  •)] 

par  la  constante  [jl,  et  à  celles  qui  multiplient  des  dérivées,  les 
produits  de  cette  même  fonction  par  de  nouvelles  constantes 
positives 

(19)  ....    m,     ..., 

choisies  arbitrairement  et  d'une  manière  définitive  sous   la 
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seule  condition  de  stUis/aire  [pour  clunjde  éqiml ion  dl (J'i'ii'ii- 
lielle)  à  lit  relalion 

(9.0)  . . .  \-m  ~ . .  .=  z. 

\in  faiï^ant,  |)oiir  abréger, 

(r  — j"u) -+-(!)— JKo)  +  ---^'î, 

toutes  Icsdérivcos  preinicres  des  fonclions(i  5)  sonl  égales  à8'(T)  ;  à 
cause  de  la  relation  (lO),  la  fonction  (18)  se  réduit  à  (!)[•'.>',(':)  +  y,t]. 
Il  en  résulte  que  la  substitution  des  fonctions  (i5)  dans  Piinc 
quelconque  des  équations  difrérentielles  (17)  donne 

h'(-:)=  [ji.o)[y.^(-)-i-  r,-]  +  (.  .  .+  m  H-.  .  .)(of7.y(:;)-l-  r,T]  «'(t), 
ou  bien,  à  cause  de  la  condition  (20), 

»'(-)==  u.w[Y.>!(-)-t-  r,T]  :  ji  —  îio] -,'.><(-)+  -r^'W, 

ce  qui  a  lieu  effectivement  en  vertu  de  l'équation  différentielle  (i  1). 

III.   Soient  a,  |^  deux  nouvelles  quantités  positives  satisfai- 
sant aux  illégalités 

(21)  a<i,  p>i; 
appelons 

(22)  II,    »,     — 

les  fonctions  de  x^y.  .  .  .  dans  lescjuelles  se  changent  lesfonv- 
tions  (1 5)  par  les  substitutions 

l :■■ 

(23)  /  t'')=^'o''-+-a'[r''-io'], 


oii  t'^'\  t"^  désignent  généralement  les  variables  homologues  de 
rang  de  régularité  l  (360)  dans  les  suites  parallèles  (3),  (i  j)  ; 
appelons  encore 

(24)  U,    V,     ... 
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les  fonctions  de  x,j\  .  .  .  définies  par  les  formules 


(2.0)  j   ^'P  =  sJ'+l-.Çs^J^-s^n), 


où  s'^\  6^/',  S^J^  désignent  les  objets  homologues  de  rang  de 
régularité  j  dans  les  suites  parallèles  (i3),  (22),  (24). 

Cela  posé,  les  fonctions  (24)  satisfont  à  un  certain  système 
d'éc/uations  différentielles  partielles,  immédiat,  régulier  et 
linéaire 

(26)  [IRL], 

semblable  au  système  (17),  par  suite  au  proposé  (i),  dont,  par 
un  choix  convenable  des  constantes  encore  indéterminées  (21), 
on  peut  rendre  les  coefficients  des  seconds  membres 

(27)  ...,     0{x,y,   ...,  U,  V,  ...),      ... 

des  fonctions  majorantes  (300)  relativement  aux  valeurs  ini- 
tiales (8),  (i3),  pour  les  coefficients  des  seconds  membres  des 
équations  du  système  proposé  cjui  leur  correspondent  dans  la 
suite  (4)- 

On  obtiendra  évidemment  les  équations  dififérentielles  vou- 
lues (26)  entre  les  fonctions  (24),  en  transformant  les  équa- 
tions (i  j)  par  les  substitutions 

//s'y)         ^.j  r/S'y' 
f/)  _  r^i  ^  a'[  ^(')  -  <'„'•'],        s7)  _  5'/'  =  3/[  S7)_  5'À'J,        ^  =  ^  ^  , 

puis  divisant  chacune  d  elles  parle  facteur  constant  qui  s'est  intro- 
duit dans  son  premier  membre.  Leur  type  est  ainsi 

(28)  \  oj-^j 


-Y,a'[/^--CJ- 
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l'ioiiNoiis  (1  iilxiid  (|iir  K's  coiisliiiilcs  analogues  à 

^ —  m, 

a'    '      ' 

inulliplianl  la  fonclion  t.)  dans  les  coeflicioiUs  des  dérivées  para- 
inélriqiies,  j^cuvent  élrc  lonles  rendues  supérieures  à  une  même 
([uaiililé  posiliNC  donnée  itl,  si  grande  ([u'ellc  soil.  Kn  appelant  m 
la  plus  petite  de  toutes  les  cpianlités  .  .  .  ,  lU,  .  .  .  dans  tous  le^ 
seconds  membres  des  équations  (1^8),  la  constante  ci-dessus  écrilc 
est  toujours  égale  au  moins  à 

'—, — 7  m. 
a'  -' 

Cela  posé,  siy>/,  la  dillérence  i' — /  peut  avoir  une  valeur 
quelconque  comprise  entre  — h  et  -+-h,  h  désignant  toujours  le 
nombre  tolal  des  variables;  à  cause  des  conditions  (:>.  i)  la  plu- 
petite  valeur  de  cette  expression  est  donc 

Si  f  =  j,  on  a  nécessairement  f'>-  i,  parce  qu'alors,  pour  S'-/* 
comme  pour  S^^^,  la  variable  ?"'  est  principale  et  l'autre  /^''^  est  pa- 
ramétrique. La  plus  petite  valeur  de  la  même  expression  est  donc 


Le  cas  de  j' <C  j  ne  peut  d'ailleurs  se  présenter;  car  alors, 
une  variable  au  moins,  paramétrique  pour  S'y\  serait  principale 
pour  S^y'^  (360)  et,  contrairement  à  la  restriction  fondamentale  du 
n"  342,  l'équation  (28)  appartenant  à  la  colonne  [S'y  ]  contiendrait 

dans  son  second  membre  la  dérivée     .       de  linti-grale  S  ■y'. 

Pour  obtenir  le  résultai  voulu,  il  suffît  donc  de  satisfaire  aux 
inégalités 


c'est-à-dire  de  prendre 

.1.  .  o         A\ 

ce  que  permettent  les  conditions  (ii). 


336  PREMIERE    PARTIE.    —    PRINCIPES    GÉNÉRAUX. 

Ces  valeurs  tic  a,  |j  étant  ainsi  déterminées,  on  rendra  aussi  tous 
supérieurs  à  Jïl  les  multiplicateurs  constants  de  la  fonction  oj 
dans  les  premiers  termes  des  seconds  membres  des  équations  du 
sjslème  (26)  [toutes  de  la  forme  (28)],  en  tirant  <j.  de  l'inégalité 

^  :^  >  -itt 

dont  le  premier  membre  est  la  plus  petite  valeur  de  ces  multipli- 
cateurs à  cause  des  conditions  (21)  et  de  ce  que  g\,  h  surpassent 
ou  égalent  au  moins  les  plus  grandes  valeurs  des  rangs  de  régula- 
rité y,  i.  Il  vient  ainsi 

(30)  l->^^» 

valeur  possible  puisque  jusiju'ici  a  était  indéterminée. 

Dans  la  fonction  o),  on  rendra  enfin  les  multiplicateurs  des  difle- 

rences 

...,    (S(/')-S'/"'),     ...,    (t'n-,<J")),     ..., 

tous  supérieurs  à  une  même  quantité  positive  quelconque  W  en 
satisfaisant  aux  inégalités 

!(?>■«,     r,a">tt, 

dont  les  premiers  membres  sont  encore  évidemment  leurs  valeurs 
minimums.  A  cause  de  la. relation  (iG)  ces  conditions  sont  satis- 
faites en  prenant 


(30  T>fî«>    ■n>-rr 


ce  qui  est  encore  possible  puisque  *%  y,  étaient  restées  arbitraires. 
Les  constantes  a,  [j,  jjl,  y,  r^  ajant  été  déterminées  successive- 
ment ainsi  par  les  inégalités  (29),  (3o),  (3i),  les  valeurs  initiales 
des  dérivées  partielles  de  l'un  quelconque  des  coefficients  (2-) 
des  seconds  membres  de  notre  système  auxiliaire  (26)  seront  évi- 
demment des  quantités  positives  supérieures  aux  valeurs  initiales 
des  dérivées  semblables  de 

I  ii\.(xi[l\(x  —  ro-hjr  — jo  +  . . .+  U  —  î<y+  V  —  cu-i-. . .)] 
(32)  \       _  m 

I  —  î^  (  ,/•  —  x^  —  y  —  ju  -{-...—  U  —  II.,  —  \'  —  l'y  -4- ...  ; 
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Or,  en  appelant  o  le  plus  |)cliL  des  oloniclrcs  des  fondions  (4) 
dans  les  aires  (5)  (6),  puis  o'  une  quantité  positive  <;  ^,  p'iis  r 
une  seconde  «<  o',  puis  enfin  M  une  limite  supérieure  commune 
des  modules  que  toutes  ces  fonctions  peuvent  acquérir  dans  les 
mêmes  aires  accrues  de  zones  d'épaisseur  o',  on  trouvera,  en  rai- 
sonnant comme  au  n"  301,  I,  qu'en  prenant 

âl>M,     \\>-, 
r 

la  fonction  (3>.)  est,  relativement  aux  valeurs  initiales  (8)  («3), 
majorante  pour  l'une  quelconque  des  fonctions  (4).  A  plus  forte 
raison  les  fonctions  (27)  sont  donc  majorantes  pour  leurs  homo- 
logues parmi  ces  dernières. 

IV.  On  peut  en  même  temps  faire  en  sorte  que  chacune  des 
déterminations  initiales 

(33)  V,     'I-,      ... 

des  intégrales  (24)  de  notre  système  auxiliaire  (26)  soit  majo- 
rante pour  la  fonction  correspondante  du  groupe  {"j),  relative- 
ment aux  valeurs  initiales  que  leurs  variables  communes  ont 
dans  la  suite  (8),  cela  du  moins,  non  pour  les  valeurs  initiales 
de  ces  fonctions  elles-mêmes,  mais  pour  celles  de  leurs  dérivées 
de  tous  ordres. 

D'après  les  formules  (1 5),  (28),  (25),  les  fonctions  (24)  sont  du 
type 

et,  comme  dune  part  les  plus  petites  valeurs  de  a',  y-,  sont  a^.  — 

à  cause  des  inégalités  (21)  et  i^  h,  j'£g,  comme  d'autre  part  les 
valeurs  initiales  des  dérivées  de  la  composante  «(t)  sont  essentiel- 
lement positives  (I),  les  valeurs  initiales  des  dérivées  des  fonc- 
tions précitées  le  sont  toutes  aussi  et  surpassent  toujours  celles 
des  dérivées  semblables  du  produit  de  la  fonction 

l{x,y,  ...)  =  a[2/'(:r  — ro-4-r— ^o+...iJ 

par  la  constante  ^, • 

M.  -  I.  .,■, 
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A  cause  de  l'équation  différentielle  (ii),  cette  dernière  fonc- 
tion \  satisfait  évidemment  aux  équations  différentielles  totales 


(34) 


dl  _ 

dx 

dl 
~-  dy 

•!i 

Comme  la  valeur  initiale  de  ).  est  nulle  à  cause  de  «(o)  =  o,  celle 
essentiellement  positive  qui  est  commune  à  toutes  ses  dérivées 
d'ordre  quelconque  k  surpasse  celle  également  positive  qui  est 
commune  à  toutes  les  dérivées  d'ordi'e  h  —  i  de  la  fonction 

[jLa''to[T,a''(a7  —  .To-f-jK— Jo-i-.  •  •)]  =  


1  —  ■i^'xi^'^x  —  Xq-\- y  —  y^  + . . .) 


Effectivement,  la  réduction  de  y,  £  à  o  dans  le  dernier  membre 
des  équations  différentielles  (34)  ne  fait  qu'enlever  des  termes 
positifs  aux  expressions  primitives,  et  par  suite  aussi  aux  expres- 
sions ultimes  des  valeurs  initiales  des  dérivées  de  leur  intégrale 
qui  coïncide  avec  notre  fonction  A,  parce  que  ces  expressions  sont 
toutes  entières  et  sans  aucun  signe  — . 

De  tout  ceci  il  résulte  que  les  valeurs  initiales  des  dérivées 
d'ordre  A"  de  l'une  quelconque  des  fonctions  (24)  surpassent  la 
valeur  commune  de  celles  des  dérivées  d'ordre  le  —  i  delà  fonction 

a''  V- 

(35)  75 -, 

^      '  ^s  \  —  -r^oJ'ix  —  Xq-\- y  —  yQ-^. .  .) 

Nommons  maintenant  0,  le  plus  petit  des  olomètres  des  fonc- 
tions (-)  dans  les  aires  (6),  puis  0,  une  quantité  positive  <  0,, 
puis  /',,  une  autre  <<  0',,  puis  enfin  M,  une  limite  supérieure  com- 
mune aux  modules  de  toutes  les  valeurs  que  les  dérivées  premières 
de  ces  mêmes  fonctions  peuvent  acquérir  dans  les  aires  en  ques- 
tion accrues  de  zones  additionnelles  d'épaisseur  0',.  On  trouvera 
facilement,  en  raisonnant  comme  au  n°  301,  I,  que,  si  l'on  a 


(36)  |^.Jt>Mi,     r,a/' 


'■1 


le  module  de  la  valeur  initiale  d'une  dérivée  d'ordre  A"  de  telle  des 
fonctions  (7)  qu'on  voudra,  u  par  exemple,  est  toujours  inférieur 
à  la  valeur  initiale  de  toute   dérivée  d'ordre  /."  —  i  de  la  fonc- 
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lion  (35);  ce  inrmc  module  est  donc,  i"i  pliisforlc  riiisoii,  inCi-riciir 

à  la  valeur  iiiitialc  de  loiilc  dcnvcM-  d'ordix'  /.  do  la  fonction  -,  -  ). 

à  plus  forte  raison  inférieur  à  celle  de  toute  dcrivf'r  dOi-drc  /. 
de  telle  des  fondions  (ai)  (jue  l'on  voudra,  en  particulier  de  U, 
inférieur  nolanunenl  si  on  le  veut  à  la  valeur  initiale  dr  la  dé- 
rivée de  U  qui  est  semblable  à  celle  de  -J  dont  il  s'agit.  Or  cflle 
dérivée  de  U  coïncide  précisément  avec  la  dérivée  semblable 
de  r. 

Pour  conférer  aux  déterminations  initiales  (33),  comparées  res- 
pectivement à  (7),  le  caractère  majorant  voulu,  il  suflil  donc  en 
vertu  des  inégalités  (36),  que  l'on  prenne 


!^>S7Mi,     r, 


oi'^r. 


ce  que  permettent  évidemment  les  conditions  (3o),  (3i),  les 
seules  auxquelles  jusqu'ici  ces  deux  quantités  aient  été  assu- 
jetties. 

\'.  Supposons  désonnais  que  toutes  les  quantités  ",  7, ,  ;a, 
s,  ...,  lu,  ...,  a,  9j  aient  été  choisies  dans  les  conditions  successi- 
vement  expliquées,  que  par  suite,  et  relativement  aux  valeurs 
initiales  (8),  entièrement  arbitraires  dans  les  aires  (6),  et  (i3) 
dépendant  de  celles-ci  mais  tombant  dans  les  aires  (5),  le  carac- 
tère majorant  ait  été  ainsi  conféré,  tant  aux  fonctions  (27) 
pour  les  fonctions  (4),  qu'aux  fonctions  (?yo)  pour  les  fonctions 
{-)  respectii'cment.  Les  modules  des  dérivées  des  valeurs  ini- 
tiales des  intégrales  hypothétiques  du  système  proposé  (i), 
ayant  les  déterminations  initiales  (7),  sont  inférieurs  respec- 
tivement aux  valeurs  initiales  des  dérivées  semblables  des 
intégrales  correspondantes  (24)  du  système  auxiliaire  sem- 
blable (26). 

Le  point  dont  il  s'agit  est  évident  pour  les  dérivées  paramé- 
triques, puisque  (IV)  les  déterminations  initiales  (33)  des  inté- 
grales du  système  auxiliaire  sont  précisément  des  fonctions  majo- 
rantes pour  celles  (-)  des  intégrales  bvpolhétiques  du  svstènn- 
proposé. 

Pour  les  autres,  il  suffit  d'observer  :  d'abord  que  dans  tout  svs- 
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Ir-me  linéaire  Texpression  ultime  de  la  valeur  initiale  d'une  dé- 
rivée principale  est  essentiellement  entière  et  sans  aucun  signe — , 
par  rapport  aux  valeurs  initiales  des  dérivées  partielles  tant  des 
déterminations  initiales  des  intégrales  (certaines  ou  hypothé- 
tiques), que  des  fonctions  jouant  le  rôle  de  coefficients  dans  les 
seconds  membres;  ensuite,  que  par  hypothèse  les  valeurs  initiales 
de  toutes  ces  dérivées  partielles  sont  positives  pour  le  système 
auxiliaire  et  respectivement  supérieures  aux  modules  des  quan- 
tités correspondantes  pour  le  système  proposé  ;  enfin,  que  par  suite 
de  la  similitude  complète  des  systèmes  (26),  (i),  les  expressions 
ultimes  construites  pour  le  système  auxiliaire  se  déduisent  de  celles 
construites  pour  le  proposé,  par  la  simple  substitution  des  valeurs 
initiales  dont  il  s'agit,  aux  quantités  correspondantes  pour  le  pro- 
posé. 

VI.  D'après  cela,  il  est  évident  que  les  développements  des  in- 
tégrales hypothétiques  du  système  considéré  {i)ont  des  rayons 
de  coni'ergence  égaux  au  moins  aux  valeurs  qu'ils  ont  pour 
les  fonctions  {i/\  ),  intégrales  du  système  auxiliaire;  ils  sont  par 
suite  tous  différents  de  zéro.  C'est  ce  que  nous  voulions  prouver. 

363.  La  détermination  des  constantes  jj.,  v,  /,,  s,  a,  jj  ayant  été 
effectuée  comme  nous  l'avons  expliqué,  il  est  facile,  d'après  ce  qui 
a  été  dit  au  n"  301,  d'en  conclure  une  limite  inférieure  de  l'olo- 
mètre  en  t  =  o,  de  l'intégrale  «  (t)  de  l'équation  (11),  ensuite,  et 
d'après  la  théorie  des  fonctions  composées,  d'en  assigner  une  aux 
olomètres  des  fonctions  (13),  puis  à  ceux  des  fonctions  (32),  c'est- 
à-dire  à  ceux  des  intégrales  auxiliaires  (24),  qui,  précisément 
comme  nous  venons  de  le  constater,  appartiennent  aux  intégrales 
du  svstème  linéaire  considéré  (i).  Des  considérations  du  genre 
de  celles  qui  ont  été  exposées  au  n"  302,  VI,  nous  dispensent  de 
nous  préoccuper  de  leur  grandeur;  il  nous  suffit  de  noter  que  leur 
limite  inférieure  déterminée  comme  ci-dessus  est  absolument 
indépendante  de  la  position  des  valeurs  initiales  {^)  des  va- 
riables dans  les  ailles  (6).  En  conséquence,  on  peut,  en  chemi- 
nant dans  ces  aires,  prolonger  les  premiers  développements 
obtenus  pour  ces  intégrales,  aussi  longtemps  que  les  fonctions 
de  leurs  variables  paramétriques,  auxquelles  elles  se  réduisent 
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(jucind  on  Ji.rc  leurs  l'dridhics  jï/iiuipnlcs  aux  rtilrurs  fjii'cllrs 
ont  Iransitoircmcni  ac</uiscs,  conscrscnl  les  propriélés  dont 
leurs  déterminations  initiales  doivent  jouir  pour  (jue  le  théo- 
rème du  II"  3(3!2  subsiste. 

C'est  tout  ce  qu'il  nous  est  possible  de  dire  sur  ce  sujet  s;iiis 
sortir  des  généralités. 

36i.  Tous  ces  points  une  fois  bien  compris  pcii\eiil  élre  n'sii- 
més  dans  cet  énoncé  infiniment  plus  bref  :  Un  système  r/uel- 
conque  d'équations  différentielles  partielles,  quand  il  est  im- 
médiat, passif,  régulier  et  linéaire,  possède  des  intégrales 
ordinaires  qui  lestent  [localement)  olotropes  aussi  longtemps 
que  le  demeurent  elles-mêmes  et  leurs  déterminations  initiales 
et  les  fonctions  jouant  le  rôle  de  coejjicients  dans  les  seconds 
membres. 

365.  L'intégration  de  tout  système  immédiat ,  passif  et  régu- 
lier, peut  être  ramenée  à  celle  d^ un  autre  jouissant  de  cette 
triple  propriété,  mais  de  plus  linéaire. 

I.  Soit  d'abord  le  système  (i)  du  n°  339,  supposé  passif,  avec  la 
condition  initiale 


(37)  u  =:  'j{z)     pour 


A  son  Tableau  nous  ajouterons  à  droite  une  seconde  colonne; 
dans  la  case  vide  de  la  première  colonne  du  nouveau  Tableau, 
nous  écrirons  l'équation  différentielle 

du         , 

u'  désignant  une  nouvelle  fonction  inconnue  qui  correspondra  à 
la  deuxième  colonne  et  qu'en  vertu  de  l'équation  précédente  nous 

substituerons  à  -^dans  les  deux  équations  primitivement  données. 

Dans  la  première  et  la  seconde  case  de  la  deuxième  colonne 
respectivement,  nous  écrirons  les  équations  différentielles  formées 


3i2 


PREMIERE   PARTIE.    —   PRINCIPES  GENERAUX. 


en  égalant-^»  -t— aux  résultats  de  la  difTérentiation  par  rapport 

à  ;  des  seconds  membres  des  équations  données  dans  lesquels  on 

1  du  , 

remplace  partout  -^  pai'  u  • 

11  vient  ainsi  le  système  aux  mêmes  variables,  mais  aux  deux 
fonctions  inconnues  w,  //, 


(3H) 


du 


dy 


=  Uv(jr,  ;-,  z,  II,  u') 


du 


du' 

d\]^ 

d\]r 

d\]^ 

du' 

-^ 

u 

+ 

dx 

dz 

du 

du' 

dz 

du! 

d\]y 

d\]y 

d\]r 

du' 

—     :_ 

-+- 

. L. 

u 

-f- 

dy 

dz 

Ou 

du 

dz 

qui  est  maintenant  immédiat,  régulier,  linéaire  et  de  plus  pas- 
sif. Car  : 

i"  La  condition  de  passivité     —. — j-  U  provenant  de  l'identifica- 


tion des  deux  expressions  ultimes  de 


d^u 
dx  dy 


dans  le  nouveau  sys- 


tème, n'est  pas  autre  chose  que  celle  du  système  non   linéaire 
donné,  écrite  avec  une  notation  différente; 

2°  Les  conditions  -i — y.  '  ~i — jz  '^^^^  satisfaites  d'elles- 
mêmes,  à  cause  du  choix  fait  pour  les  équations  différentielles  de 
la  deuxième  colonne; 

3°  La  dernière  condition     —. — j-     se  réduit,  sauf  une  notation 

différente,  à  l'identité  des  expressions  ultimes  de  —, — -. — ^  relati- 
vement au  système  non  linéaire  proposé. 

Enfin,  il  est  clair  que  la  première  des  intégrales  u.  w',  du  système 
linéaire  (38)  complété  par  les  conditions  initiales 

u  =  0(^0)     pour     X  =  Xo,        y  =  jo,         z  =  Zo, 
u'='j'{z)      pour     X  =:  x^,         y=yQ, 

satisfait  au  système  non  linéaire  considéré,  ainsi  qu'à  la  condition 
initiale  annexe  (3-). 
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II.    Soll  encore  le  syslèine  ;"i  une  scuL;  Cdioriiic 


(39) 


du 
d. 


"  =  Ux(^,  r.  -.  », 


du    du  \ 
Wdz) 


avec  la  condilion  iuiliale 

(4o)  i/  =  u(^,  ^)     pour     a- =  ro- 

Nous  le  remplacerons  par  le  système,  maintenanl  à  deux  colonnes 
de  plus, 


du       ..    . 

,  if^.,  «<;) 

du!, 
dx 

-   dz     '  du   "^ 

d\]^du',       dXJrda'- 
ôu'y    dz        du'-    dz 

du'y 

dx 

~  ^y 

du          , 

-dy  =  "- 

du'~ 
dy 

du'y 

~   dz 

du 

-i-  =  «; 

qui  est  encore  à  simple  vue  immédiat,  régulier  et  linéaire.  Les 
conditions  de  passivité  provenant  de  l'identification  des  deux 
expressions  ultimes  des  dérivées  complexes  secondes  de  u  sont 
remplies    à  cause    des    équations   des    deux  dernières   colonnes. 

Quant  à  la  dernière  —. — f-  L  elle  Test,  moyennant  quelque  chan- 
gement dans  la  notation,  à  cause  de  l'identité  des  développements 
des  deux  expressions 


d^ 


„,    ,  du    du\ 

dU:,{x,y,z,u,^,^j       ^ 

dz  '     dz 


dUjciT,  y,  z,  u. 


du     du  \ 

di'Trz) 


dy 
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Finalement,  les  conditions  initiales  à  annexer  au  système  trans- 
formé (40  pour  que  son  intégrale  représentée  par  la  lettre  u 
coïncide  avec  celle  du  système  proposé  (Sg),  précisée  par  la  con- 
dition initiale  proposée  (4o)}  sont  évidemment 

U  =  ^(jKo,  -so)     pour     j  y  =  y^, 

(    X  =  Xq, 

";  =  '■>'z(roi  -)     pour  u'y  =  'j'y-iy,  -3)     pour    x  =  Xo. 

III.  Maintenant  le  lecteur  doit  apercevoir  la  règle  générale  à 
suivre  pour  opérer  la  transformation  dont  il  s'agit  : 

1°  On  adjoint  aux  fonctions  inconnues  du  système  non  linéaire 
proposé  de  nouvelles  fonctions  inconnues  égales  en  nombre  et 
en  valeurs  à  leurs  diverses  dérivées  paramétriques. 

2°  On  écrit  dans  les  cases  vides  du  Tableau  primitif  de  nou- 
velles équations  difTérentielles  exprimant  cette  égalité  entre  les 
nouvelles  fonctions  inconnues  et  les  dérivées  paramétriques  des 
anciennes. 

3°  D'autres  nouvelles  équations  difTérentielles  sont  encore  for- 
mées par  les  conditions  de  passivité  relatives  aux  dérivées  com- 
plexes secondes  de  chaque  fonction  inconnue  du  système  primitif, 
prises  les  unes  par  rapport  à  une  de  ses  anciennes  et  une  de  ses 
nouvelles  variables  principales,  les  autres  par  rapport  à  deux 
variables  qui  de  paramétriques  sont  devenues  principales.  Ces 
équations  différentielles  de  la  première  sorte  sont  placées  à  l'in- 
tersection des  nouvelles  colonnes  du  Tableau  et  de  lignes  détermi- 
nées; celles  de  la  seconde  sorte  sont  écrites  dans  d'autres  cases  des 
nouvelles  colonnes  sous  une  forme  telle,  ces  nouvelles  colonnes 
sont  placées,  relativement  aux  anciennes  et  les  unes  aux  autres, 
d'une  manière  telle,  que  le  nouveau  système  soit  bien  immé- 
diat (342)  et  régulier  (360). 

4°  Les  déterminations  initiales  des  fonctions  inconnues  du  nou- 
veau système  s'obtiennent  en  donnant  leurs  valeurs  initiales,  à 
tout  ou  partie  des  variables  primitivement  paramétriques,  dans  les 
déterminations  initiales  annexées  au  système  primitif  et  dans 
quelques-unes  de  leurs  dérivées. 
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Nous  nous  en  tiendrons  ;iii\  cscinijlcs  lr;iilés  cl.  ;i  ces  indica- 
tions générales,  pour  no  pas  nous  engager  dans  des  détails  d'une 
longueur  et  d'une  aridité  extrêmes.  Ils  ajouleraient  peu  de  elart»'  à 
ce  que  nous  avons  dit  sur  cette  question;  nous  l'avons  d'ailleurs 
creusée  plus  profondément  qu'il  ne  nous  sera  nécessaire. 

366.  Dans  le  système  linéaire  qui  peut  ainsi  rcmj)lacer  tout 
système  immédiat  passif  et  régulier,  les  coefficients  des  seconds 
membres  sont  :  ou  les  nouvelles  fonctions  inconnues,  ou  l'unité,  ou 
les  composantes  des  seconds  membres  du  système  non  liin-aire,  ou 
leurs  dérivées  partielles,  ou  bien  des  expressions  entières  par 
rapport  à  ces  dernières  et  aux  nouvelles  fonctions  inconnues.  Les 
nouvelles  déterminations  initiales  sont  aussi  les  anciennes  et  leurs 
dérivées  premières,  dans  lesquelles  tout  ou  partie  des  variables 
sont  fixées  à  leurs  valeurs  initiales. 

Si  donc  pour  le  système  non  linéaire,  les  composantes  des 
seconds  membres  sont  toutes  olotropes  ainsi  que  les  détermi- 
nations initiales  données,  pour  le  système  linéaire  équivalent  les 
fonctions  qui  forment  les  coefficients  des  seconds  membres  et  les 
déterminations  initiales  le  seront  toutes  aussi.  Comme  d'ailleurs 
ce  dernier  système  est  en  outre  immédiat,  passif  et  régulier,  le 
théorème  du  n°362,  élargi  et  résumé  au  n"  364,  lui  est  en  tout  appli- 
cable, et  il  conduit  au  suivant,  qui  est  plus  général  et  fondamental  : 

Quand  un  système  quelconque  d'équations  différentielics 
partielles,  même  non  linéaire,  est  immédiat,  passif  et  régulier , 
il  a  des  intégrales  ordinaires  ayant  des  déterminations  ini- 
tiales données  quelconques,  qui  sont  (^locahment)  olotropes 
aussi  longtemps  que  jouissent  de  cette  propriété,  tant  les  com- 
posantes de  ses  seconds  membres,  cjue  les  déterminations  ini- 
tiales adoptées  pour  la  construction  des  premiers  déi'eloppe- 
ments  et  que  celles  à  déduire  successivement  de  ces  premiers 
développements  pour  former  les  développements  ultérieurs. 

Ici,  comme  aux  n°*  302  et  suiv.  pour  les  équations  différen- 
tielles totales,  nous  entendons  par  le  mol  intégrales  les  premiers 
développements  poursuivis  ensuite  par  cheminement  aussi  bien 
que  faire  se  peut  (17!2  et  suiv.). 

367.  Comme  pour  les  équations  diCférentielles  totales  et  j)Our 
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la  même  raison  (302,  II),  un  système  cV équations  d'iJJ érentielles 
partielles  immédiat  ne  peut  posséder  qu^ un  seul  groupe  dHnté- 
grales  répondant  à  des  déterminations  initiales  données. 

368.  Quand  les  conditions  initiales  restent  indéterminées, 
les  intégrales  du  système  le  sont  elles-mêmes,  mais  leurs  élé- 
ments d'indétermination  ne  sont  plus,  tant  s'en  faut,  les  paramètres 
en  nombre  essentiellement  limité  qui  figurent  dans  celles  des 
équations  différentielles  totales  (303);  ce  sont,  avec  les  valeurs 
initiales  des  fonctions  inconnues  dépourvues  de  variables  para- 
métriques, les  suites  simplement,  doublement,  etc.,  infinies,  des 
coefficients  des  développements  des  déterminations  initiales 
des  fonctions  inconnues  ayant  i,  2,  ...  variables  paramé- 
triques. 

Dans  un  langage  plus  vague,  on  peut  dire  également  que  les 
mêmes  intégrales  renferment, pour  chaque  fonction  inconnue, 
un  paramètre  indéterminé  si  elle  n'a  que  des  variables  prin- 
cipales, une  fonction  arbitraire  de  ses  variables  paramétriques 
dans  le  cas  contraire  {cf.  217,  III). 

369.  La  réduction  à  quelque  système  linéaire,  d'un  .système 
donné  qui  ne  l'est  pas,  a  été  ici  pour  nous  un  simple  artifice  de 
démonstration.  Nous  attribuons  néanmoins  à  cette  opération  une 
portée  infiniment  plus  grande,  et  voici  pourquoi.  Dans  les  cas  où 
l'on  a  pu  intégrer  des  équations  différentielles  partielles,  sans  spé- 
cifier préalablement  les  déterminations  initiales  des  intégrales,  on 
a  trouvé  pour  résultat  des  relations  déterminées,  finies  ou  diffé- 
rentielles, entre  elles  et  quelquefois  avec  d'autres  fonctions  pour 
ainsi  dire  parasites.  En  sorte  que,  si  les  équations  différentielles 
totales  sont  des  sources  de  nouvelles  fonctions,  les  équations 
différentielles  partielles  sont  plutôt  des  instruments  générateurs 
de  relations  entre  des  fonctions. 

Or,  pour  vérifier  que  ces  relations  amenées  par  l'intégration 
reconduisent  bien  aux  équations  différentielles  partielles  in- 
tégrées, il  faut  de  toute  nécessité  les  différentier,  puis  combiner 
convenablement  ce  qu'elles  deviennent  ainsi.  Toute  différentia- 
tion  introduisant  d'une  manière  essentiellement  linéaire  les 
nouvelles  dérivées  auxquelles  elle  donne  naissance,  on  voit  que 
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des  équdlioiis  linraii-cs  sr  jursciilciit  lou jours  <lnns  !<•  ptissagc 
des  équalions  intégrales  aux  éqtiations  di (J'éreiitiellcs  par- 
tielles proposées.  Il  en  résulle  (jne,  dans  riiilcgralion  qui  est 
l'opération  inverse,  il  est  plausible  de  ne  pas  clianj^er  de  route  et 
par  coiis('(|ucnt  de  se  diriger  dahord  \cr.s  (l<s  f'i|iiiilions  lini'-aires 
j)0ur  de  là  essayer  d'atteindre  les  équalions  inléj^rales.  La  justesse 
de  celte  assertion  ressortira  de  la  manière  dont  nous  exj)oscrons, 
dans  notre  troisième  Partie,  la  méthode  de  Caucliv  pour  iul<'grer 
des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  non 
linéaires. 


Impossibilité  éventuelle  de  trouver  à  un  système 

immédiat  et  passif  mais  irrégulier,  des  intégrales  répondant 

à  des  déterminations  initiales  arbitraires. 

370.  Un  système  immédiat  et  linéaire  quelconque  étant  donné, 
on  peut  toujours,  en  procédant  comme  au  n°3G!2,  construire  avec 
les  fonctions  U,  U,  ...  un  système  linéaire  semblable  qui  ait  en 
apparence  la  faculté  de  devenir  majorant.  Mais,  s'il  est  irrégulier, 
cette  faculté  peut  être  illusoire;  effectivement,  en  remplaçant  les 
formules  (9.3),  (■25)du  numéro  cité  par  les  substitutions  bien  plus 
générales 

l  \)  =ro-Ha.(jK— Jo), 


U  =  "e.+  i-  (it  —  «0), 
V  =  t^o  -f-  4-  (d  — t'u), 

P2 


les  constantes  qui  multiplient  la  fonction  to  dans  le  second  membre 
de  l'équation  (28)  deviennent 

et,  à  cause  de  la  petitesse  des  quantités  .  .  . ,  Ul,  .  .  .  dont  la  somme 
ne  peut  dans  chaque  équation  différentielle  surpasser  s  <  i,  on  ne 
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peut  pas,  malgré  le  nombre  bien  plus  grand  des  indétermi- 
nées a,,  ao,  ...,  a/,,  [i),  [Bo,  ...,  [3o.,  rendre  supérieures  à  une 
quantité  positive  quelconque  toutes  ces  constantes  à  la  fois.  Si 
l'on  cherche  à  en  augmenter  quelques-unes,  les  autres  diminuent 
forcément. 

Quand  les  limites  supérieures  des  modules  des  coefficients  des 
dérivées  paramétriques  dans  les  seconds  membres  du  système 
linéaire  irrégulier  proposé  sont  assez  petites,  ceci  n'empêche  pas  à 
la  vérité  de  rendre  encore  majorant  le  système  auxiliaire,  par  un 
choix  convenable  des  indéterminées  ci-dessus.  Mais  le  tJiéorcme 
du  n"  364  qui  s^ applique  à  tous  les  systèmes  linéaires  régu- 
liers cesse  d'exister  pour  ceux  qui  sont  irréguliers. 

On  constate  sans  peine  que  la  transformation  du  n"  365,  appli- 
quée à  un  système  non  linéaire  irrégulier,  ne  peut  jamais  conduire 
qu'à  un  système  linéaire,  irrégulier  aussi.  Il  en  résulte  donc  que  le 
théorème  du  n°  366  n'est  pas  applicable  non  pkis  aux  systèmes 
non  linéaires  irréguliers,  et  qu'ainsi  l'existence  de  leurs  inté- 
grales répondant  à  des  conditions  initiales  quelconques  est 
incertaine. 

Il  y  a  effectivement  des  systèmes  de  cette  espèce  cjui  sont 
absolument  dépourvus  de  pareilles  intégrales,  bien  qu'ils  rem- 
plissent toutes  les  conditions  du  théorème  du  n°  366,  et  aussi  de 
celui  du  n°  364  rentrant  dans  l'autre.  L'exemple  très  simple  que 
nous  allons  traiter  en  fournira  une  preuve  suffisante. 

371.  En  appelant  H„,  H^  deux  constantes  réelles  positives, 
nous  considérerons  le  système 


(0 


du               ,,     du 
-—  =  t;  -t-  H„  -— 
dx                      dy 

di'                , ,     dv 
dy                      dx 

qui  est  évidemment  immédiat,  passif  et  linéaire,  mais  irrégulier, 
et  nous  lui  adjoindrons  les  conditions  initiales 


(^) 


u  ^=  y     pour     X  =:  o, 


X     pour    y 
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Le  sjslônic  aiixillaiic  scinblahic  csl   ici 


(3) 


dV        a,                a,   8,           r/lJ 
(/j-       Pi  '^            pi   «2           dr 

dV        a.                «2  |Î2           rfV 

et,  pour  qu'il  soit  majorant,  il  Caut  qu'on  ail  en  particulier 
c'est-à-dire 


II« 


-< 


Hc 


d'où 


II„II,<£2<,, 


à  cause  de  la  condition  essentielle  s.  <^i.  Si  Ton  a  Ii„H,,  <<  i,  on 
pourra  donc  satisfaire  aux  inégalités  (4)  par  une  infinité  de 
valeurs  de  £(<:^i),  ai,  a^,  ;  après  quoi,  il  est  facile  de  voir  que  les 
autres  indéterminées  [i,,  [^o,  [j.,  y,  r,  peuvent  être  choisies,  et  cela 
d'une  infinité  de  manières  encore,  dans  des  conditions  de  nature 
à  rendre  le  système  auxiliaire  (3)  majorant  pour  le  proposé  (i), 
relativement  soit  aux  déterminations  initiales  (2),  soit  même  à 
toutes  autres  (olotropes  en  y  =  o  et  x^=o)  qu'on  voudra.  Le 
théorème  (36G)  [ou  (364-)]  reste  alors  applicable,  et,  quoique 
irrégulier,  le  système  proposé  {^C)  possède  encore  des  intégrales 
ayant  des  déterminations  initiales  arbitraires. 

372.   Mais  si  l'on  aII„H,,  >>  i,  le  système  auxiliaire  (3)  ne  peut 
plus  être  rendu  majorant,  et  en  supposant,  |)our  plus  de  simplicité, 

1I„=:II,=   II>I, 

nous  allons  efi'ectivement  prouver  (\\vil  ne  peut  avoir  aucun 
groupe  d'intégrales  satisfaisant  aux  conditions  initiales  (2). 

\.   Il  est  évident,  par  la  nature  spéciale  du  système  considéré (1) 
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et  des  détcnninalions  initiales  (2),  que,  quels  que  soient  p,  q, 

(5)  "7',7j     ^'i>-ni 

valeurs  initiales  de 


dxP  dyi       dxP  dy'l 

tirées  des  formules  ultimes,  sont  des  polynômes  entiers  en  H, 
ayant  pour  coej/icie/its  des  entiers  positifs,  et  qu  on  a 

par  suite, 

0^,^,  O^.y  désignant  les  degrés  effectifs,  par  rapport  à  H,  des 
polynômes  (5). 

II.  Quel  que  soit  r indice  /??,  on  a  d'abord 

f//«— I 

Car  la  difFérentiation  —, -,■,  exécutée  sur  l'équation  de  la  nrc- 

dym-i  1  1 

mière  colonne  du  sjstème  proposé,  donne  la  formule  primitive 

d'^u       _  d"'-U-  d"'u 

dx  dy"'~^  ~  dy"^-^  dy'»-^ 

d'où,  pour  X  =z y  ^=^0,  la  formule  ultime 

"l,'«  — 1  =  •  •  •  -f-  fr'Ojm— 1  -I-  •  •  •  =^  .  •  .  ~T-  «<„j_i^o  -H  .  .  .      (  I  ).■ 

III.  On  a  ensuite 

Liar  ta  ditlerentiation  —, r—, >  exécutée  sur  la  jneme  equa- 

dxP-^  dyi'^-p  1 

tion  différentielle,  donne,  pour  x  ■=  y  =  o, 

l^f p,in—p  ^  ...-)-  11  l(p—l,in—j>+U 

d'où 

^p,m—p—.  '^p—l,m—p+i  ~^  '• 

Or,  en  donnant  successivement  à  p  les  valeurs  m,  m  —  1,  . .  . , 
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3,  2,  Cl  ;ij(>iil;uil  incinliic  ;"i  inciiiliic  les  in('{,';ilil(''s  conf-spon- 
clanlcs  roupiiios  jiar  la  pii'ci'dciilc.  on  parviciil  hicii  A  TiiK-^^si- 
lilé(;). 


(8) 


l\  .    On  tt  encore 

m  {ni  —  I  ) 


La  combinaison  des  relations  (6),  (7)  donne 
0/«,o^5,„_i^o-i-  //'  —  I. 

Or,  en  ajoulanl  membre  à  membre  celte  inégalité  avec  celles  s'en 
déduisant  par  la  subslilution  successive  de  m  —  i ,  m  —  2,  .  .  . , 
'>.  à  /??,  et  en  observant  qn'on  a  0,0  =  i  à  cause  de  ii^  0  =  H,  on 
obtient  précisément  l'inégalité  (8). 

V.  En  vertu  de  la  première  remarque,  faite  dans  l'alinéa  (I), 
de  l'inégalité  (8),  et  à  cause  de  H  >  i ,  on  a 

En  appelant  donc  ç  le  module  de  x,  le  terme  général  de  la  partie 
du  développement  de  l'intégrale  hypothétique  u  qui  est  indépen- 
dante de  y  a  un  module  au  moins  égal  à 

H     2     ^' 1 


Or,  cette  quantité  croît  indéfiniment  avec  m  pour  toute  valeur 
de  ^  non  =^  o;  carie  rapport  de  ses  deux  valeurs  où  l'exposant  de  ç 
a  les  valeurs  m-\-  i ,  ?;i,  est 

m  -\-  i  ■" 

quantité  évidemment  infinie  avec  /;?,  à  cause  de  H  >•  i . 

Donc  cette  partie  du  développement  de  u  est  une  série  diver- 
gente, le  développement  tout  entier  aussi,  et,  comme  nous  l'avons 
annoncé,  les  intégrales  u,  v  ne  sauraient  exister. 

On  arriverait  à  plus  forte  raison  à  la  même  conclusion,  en  siib- 
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slltuant  aux  déterminations  initiales  (2) 

it:=\j{y)         pour         a*  =  o,  (' =  ©(:r)         pour         y  =  0, 

u,  f  désignant  des  fonctions  quelconques,  toutes  positives  elles  et 
leurs  dérivées  de  tous  ordres,  pour  .a?  =:  o  et  jk  ^  o. 

373.  Ainsi  donc,  pour  un  système  irrégulier,  même  immédiat 
et  passif,  l'existence  des  intégrales  ordinaires  ayant  des  déter- 
minations initiales  données,  est  essentiellement  préeaire. 

Elle  dépend  de  la  nature  des  composantes  des  seconds  membres 
des  équations  dilTércntielles,  et  aussi  de  celle  des  déterminations 
initiales,  les  intégrales  d'un  système  de  même  Tableau  pouvant 
exister  dans  un  cas  et  disparaître  dans  un  autre.  Il  n'entre  pas  dans 
notre  cadre  d'approfondir  davantage  cette  aride  question,  à  laquelle 
d'ailleurs  nou|  n'apercevons  dans  l'état  actuel  de  l'Analyse  aucune 
application  intéressante. 

Nous  ferons  cependant  cette  remarque  à  peu  près  évidente  et 
qui  p(uil  être  utile  :  Un  système  irrégulier,  mais  immédiat  et 
passif ,  jouit,  au  point  de  vue  de  V existence  des  intégrales  ordi- 
naires, des  mêmes  propriétés  cjue  s'il  était  régulier,  quand  on 
peut  le  déduire  d'un  système  de  ce  genre  et  de  plus  régulier, 
par  la  simple  suppression  de  quelques  équations  différentielles. 

Par  exemple,  en  supprimant  telles  équations  qu'on  voudra  dans 
un  système  immédiat  d'équations  différentielles  totales,  on  obtient 
un  svstème  partiel  évidemment  immédiat  aussi,  mais  qui  peut  être 
irrégulier.  Si  ce  nouveau  système  est  passif,  le  théorème  du 
n"  366  lui  est  certainement  applicable. 

374.  Il  est  essentiel  de  noter  que,  si  un  système  irrégulier 
est  quelquefois  privé  d'intégrales  répondant  à  certaines  condi- 
tions initiales,  il  n'en  résulte  pas  que  son  intégration  soit 
impossible.  Car,  en  le  résolvant  par  rapport  à  certaines  dérivées 
paramétriques,  quelques  variables  indépendantes  changent  de 
nom  pour  certaines  fonctions,  la  répartition  des  cases  vides  et 
des  cases  occupées  se  modifie  dans  son  Tableau,  et,  d'irrégulier 
qu'il  était,  il  peut  devenir  régulier,  par  suite  sujet  au  théorème 
du  n°  366  qui  lui  assure  des  intégrales,  indépendamment  des  con- 
ditions initiales  qui  peuvent  leur  être  imposées.   Mais  si,   dans 
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Ipur  ensemble,  les  équations  difTérenticIlcs  sont  restées  les  mômes, 
ou  (lu  luoius  ('(julNMlcnlos  à  ce  f|u"clI(S  rhnoiil  pniuil  ivi-incnl . 
/'cco/iomic'  (les  conditions  initiales  a  vie  tolalenwnt  bouleversée 
par  les  changements  que  cette  transformation  a  opérés  dans 
la  dénomination  des  diverses  variables  par  rapport  à  chacune 
des  fonctions  inconnues.  Et  le  paradoxe  naissant  de  la  coexistence 
de  ces  deux  faits  en  apparence  contradictoires,  que,  sous  une  forme, 
le  système  proposé  n'a  pas  d'inté-^rales,  tandis  qu'il  en  possède 
sous  une  autre,  se  résout  sans  difficulté  par  cette  simple  remarque 
que  les  deux  groupes  de  conditions  initiales  correspondant  à 
ces  deux  formes  ne  sont  pas  du  tout  écjuivalents. 
Par  exemple,  sous  la  forme  équivalente 


du               ^    du 

dv              MI     dv 
dx  ^       H^  "^  H^  dy 

le  système  (i),  même  pour  Hj^^n  Hk=  H  >>  i ,  peut  être  intégré 
avec  les  conditions  initiales  quelconques 


v=  o{y) 


pour  X  =:  Xç)\ 


mais  il  est  impossible  de  choisir  les  fonctions  u,  tp,  de  manière  que 
les  intégrales  correspondantes  se  réduisent  simultanément  :  la  pi'e- 
mière  pour  x^o  k  une  fonction  de  y'  positive  avec  toutes  ses 
dérivées  en  y  =  o^  la  seconde  pour  j-- =  o  à  une  fonction  do  x 
jouissant  des  mêmes  propriétés  en  jc  =  o. 


Indication  sommaire  de  la  marche  générale  à  suivre 

pour  découvrir  toutes  les  solutions  d'un  système  donné  quelconque 

d'équations  différentielles  et  finies. 


375.  Les  systèmes  immédiats  d'équations  différentielles  totales 
ou  partielles  sont  les  seuls  dont  la  considération  générale  puisse 
conduire  à  des  résultats  précis  et  susceptibles  de  coordination 
]\[.  —  I.  23 
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théorique;  et  nous  ferons  incessamment  une  étude  approfondie  de 
ceux  qui  sont  à  la  fois  les  plus  importants  et  les  plus  facilement 
maniables.  Mais,  auparavant,  il  convient  de  montrer  en  gros  que  la 
recherche  des  solutions  de  toutes  natures  dhin  système  donné 
quelconque  d^ équations  tant  dijjférentielles  que  finies  revient 
toujours  en  dernière  analyse  à  celle  des  intégrales  ordinaires 
de  quelque  système  immédiat,  et  d'esquisser  les  traits  principaux 
de  cette  réduction.  Nous  allégerons  ainsi  nos  théories  ultérieures 
de  considérations  assez  diffuses  qui  les  embarrasseraient  sensible- 
ment, qu'il  laut  cependant  exposer,  et  qui  gagnent  certainement  à 
être  rapprochées  les  unes  des  autres. 

376.   Supposons-nous  donc  en  présence  d'un  système 

(0  [S] 

composé  d'équations  difTérentielles  et  finies  entre  certaines  fonc- 
tions inconnues  d'un  même  groupe  de  variables  indépendantes  x, 
y,  ...,  équations  dont  les  composantes  des  premiers  membres 
sont  de  natures  quelconques,  mais  cependant  toutes  olotropes, 
pour  les  valeurs  à  considérer,  des  quantités  qu'elles  contiennent. 

I.  On  commencera   par  discuter  conformément  aux  règles 
résumées  au  n"  319  le  groupe  des  équations  finies 

qui  peuvent  faire  partie  du  système  proposé.  Si,  à  lui  seul,  ce 
système  partiel  est  impossible,  il  est  clair  que  le  proposé  n'a 
point  de  solutions  non  plus.  Sinon  (loc.  cit.)  on  remplacera  le 
groupe  dont  il  s  agit  par  un  groupe  équivalent  mais  réduit 

(3)  [J^,]. 

II.  En  appliquant  ensuite  la  méthode  exposée  au  n°  285,  on 
ramènera  à  un  groupe  équivalent  du  premier  ordre 

(4)  [ïi] 

celui  des  équations  vraiment  différentielles  du  système  pro- 
posé dont  nous  appellerons  u,  v.  ...  les  fonctions  inconnues. 
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III.  Des  équations  du  groupe  (4)  on  éliminera  de  toutes  les 
manières  possibles  les  dérivées  seulement  u'  ,v' ,  .  .  .  des  fondions 
inconnues,  de  manière  à  le  décomposer  en  un  sous-groupe 

(5)  [H 

d'équations  vraiment  différentielles  résolubles  par  rapport  à 
un  nombre  égal  des  dérivées  u',  r',  . .  . ,  et  un  autre  sous-groupe 
d'équations  toutes  finies  dont  la  réunion  aux  équations  (3) 
fournira  un  nouveau  système  fini 

[h], 

qui  sera  traité  comme  Va  été  (2). 

Sauf  impossibilité  révélée  par  cette  discussion ,  le  système 
proposé  (i)  sera  ainsi  ramené  à  se  composer  des  équations  dif- 
férentielles (5)  accompagnées  d' équations  finies 

(6)  If] 

résolubles  par  rapport  à  un  nombre  égal  de  fonctions  incon- 
nues «,  (",  .... 

IV.  La  résolution  des  équations  (G)  fournira  certaines  fonctions 
inconnues  m,  w,  .  .  .  exprimées  en  fonctions  composées  finies  des 
autres  (^,  5,  ...  et  de  x,  y,  . . .  par  des  formules 

u=\J{x;y,...,v,s....),         IV  =\\{x,  y.  ....  V,  s,  ...), 

dont  la  différentialion  fournira  toutes  les  dérivées  premières  de 
«,  iv,  . .  .  exprimées  aussi  en  fonctions  composées  différentielles 
de  premier  ordre  de  (',5,  .... 

On  portera  ces  diverses  expressions  finies  et  différentielles 
dans  les  équations  (5),  ce  qui  les  transformera  en  d'autres 
égcdement  différentielles  du  premier  ordre,  mais  intéressant 
seulement  les  fonctions  inconnues  r,  s,  ...  par  rapport 
auxquelles  le  groupe  n'a  pas  été  résolu. 

Ces  nouvelles  équations  seront  traitées  par  la  méthode  expliquée 
à  l'alinéa  III,  puis,  s'il  y  a  lieu,  j)ar  celle  du  présent;  et  ainsi  de 
suite. 
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Y.  Le  nombre  total  des  équations  du  système  ne  va  jamais 
en  augmentant,  puisqu'on  en  rejette  quelquefois  sans  jamais  en 
ajouter;  il  en  est  de  même  pour  celui  des  équations  vraiment 
différentielles  seulement,  puisque  jamais  non  plus  on  n'y  en 
introduit  de  nouvelles  et  que  parfois  au  contraire  on  en  déduit 
des  équations  finies  qui  sont  transportées  dans  l'autre  groupe. 

En  ])roccdant  de  la  sorte  aussi  longtemps  qu'il  le  faudra,  on 
finira  donc  certainement,  sauf  toujours  la  rencontre  de  quelque 
impossibilité  dans  le  système  des  équations  finies,  par  tomber 
sur  l'un  des  trois  cas  suivants  : 

(A).    Un  système  Jinal 

composé  d'équations  toutes  finies  et  résolubles  par  rapport  à 
des  fonctions  inconnues  en  nombre  égal. 

(B).    Un  système  final 

d'équations  différentielles  pures  {du  premier  ordre)  résolubles 
par  rapport  à  un  nombre  égal  de  dérivées  des  fonctions 
inconnues. 

(C).   Un  système  final  mixte 

(   [F] 
\   [D] 

composé  de  deux  systèmes  partiels,  Vun  fini\¥^.  l'autre  [D] 
purement    différentiel,    chacun    de    la   nature    de    ceux    des 
cas  (A)  (B)  ci-dessus  et  jouissant  en  outre  de  la  propriété  rela- 
tive de  ne  pas  souffrir  la  réduction  de  l'alinéa  IV. 
Cela  posé,  voici  comment  les  choses  se  passeront. 

(A).  La  résolution  du  système  fni\¥^  opérée  conformément 
aux  règles  du  n°  di9  fourni/ci  toutes  les  solutions  du  système 
originairement  proposé  (i).  Selon  les  circonstances  il  y  aura 
détermination  ou  indétermination,  le  nombre  des  groupes  de 
solutions  distinctes  pouvant  d'ailleurs  être  cpielconque. 

(B).  On  résoudra  le  système  [D]par  rapport  à  des  dérivées 
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lies  fonctions  inconnues, choisies  <(<•  ni<ini<re  y.vr  cliiitiue  ^i  ouin' 
lie  jornmles  de  résolulion  consliluc  un  sysfè/nr  i/u/nrf/ir/t  cl 
régulier  cVéquations  dll/V-renliellcs  parliellcs  ou  loldles.  Les 
intégrales  de  ces  divers  systèmes  immédiats  (380,  '///.)  sont 
éi'idem/nent  celles  du  proposé  (i). 

(C).  Des  équations  finies  [F]  on  tirera  pareil  nombre  de 
fonctions  inconnues  u,  n>,  . . .  en  fonctions  composées  tant  des 
autres  c,  s,  ...  que  de  x,  y,  ..  .,  et  la  différentiation  des 
formules  ainsi  obtenues 

(-)      u  =  \]{x,y,  .  .  .,v,s,  .  .  .)^       w —-\\{T,y.  .  .  .,i\  s,  ..  .), 

[dont  les  groupes  peuvent  être  multiples)  fournira  toutes  les 
dérivées  premières,  de  u,  ce,  ...  en  fonctions  composées  dif- 
férentielles de  V,  s^  du  premier  ordre pjar  rapport  aux  dérivées 
de  ces  dernières  fonctions. 

La  substitution  de  ces  expressions  finies  et  des  expressions 
différeivtielles  correspondantes  dans  les  équations  [D]  les 
change  en  un  système  du  premier  ordre 

un 

qui  maintenant  contient  seulement  les  fonctions  inconnues  c, 
s.  .  . .  à  r exclusion  de  u,  w.,  ... 

Les  intégrales  de  ce  dernier  système  [<^],  obtenues  en  suivant 
la  marche  propre  au  cas  (B),  et  combinées  avec  les  valeurs  cor- 
respondantes de  u,  Vj  .  .  .  fournies  par  les  formules  (y),  seront 
des  solutions  du  système  proposé  (i). 

Les  autres  solutions  s'obtiendront  évidemment  en  traitant 
de  la  même  manière  les  autres  racines  analogues  à  (y)  que  le 
système  fini  [F]  peut  encore  posséder. 

377.  Ainsi  donc,  si  les  opérations  expliquées  ci-dessus  n'ont 
pas  résolu  la  question,  négativement  par  la  rencontre  d'un  sys- 
tème fini  impossible,  affirmativement  par  la  disparition  de  toute 
équation  différentielle  laissant  un  système  fini  dont  la  résolution 
fournit  toutes  les  fonctions  pouvant  satisfaire  au  système  pro- 
posé (i),  on  est  conduit  à  quelque  système  immédiat  et  régulier, 
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comme  dans  les  cas  (B),  (C)  ci-dessus.  Il  faut  d\ibord  en  cher- 
cher les  intégrales  ordinaires. 

A  cet  effet  on  formera  les  conditions  de  passivité.  S'il  n'y  en  a 
point  à  considérer  (cas  de  o  ou  i  variable  principale  pour 
chaque  fonction  inconnue),  ou  bien  si  elles  sont  toutes  satis- 
faites, les  seules  intégrales  ordinaires  sont  celles  dont  les 
théorèmes  des  n°'  301,  366  assurent  V existence.  Elles  renfer- 
ment des  cléments  d'indétermination  dont  l'étendue  est  mesurée 
par  celle  totale  des  suites  infinies  des  coefficients  indéterminés 
des  développements  de  leurs  déterminations  initiales  (368).  Elle 
est  la  moindre  quand  le  système  final  est  compose  d'équations 
différentielles  totales,  cas  auquel  le  nombre  des  coefficients  indé- 
terminés se  réduit  au  nombre  même  des  fonctions  inconnues  de 
ce  système  (303). 

Dans  le  cas  (C)  ci-dessus,  ces  éléments  d'indétermination, 
quelle  que  soit  leur  importance,  s'introduisent  aussi  dans  le  groupe 
partiel  de  solutions  que  fournissent  les  formules  (7)  et  subsistent 
par  suite  dans  l'ensemble  de  celles  du  système  originaire  pro- 
posé (1). 

378.  Quand  des  conditions  de  passivité  ne  sont  pas  remplies 
identiquement,  elles  constituent,  entre  les  intégrales  du  sys- 
tème différentiel  final,  de  nouvelles  relations  auxquelles  ces 
fonctions  doivent  forcément  satisfaire,  puisque  les  conditions 
dont  il  s'agit  sont  des  conséquences  nécessaires  de  l'existence  de 
fonctions  satisfaisant  aux  équations  différentielles  dont  elles  pro- 
viennent. 

On  adjoindra  donc  au  système  différentiel  final  les  condi- 
tions non  satisfaites  {tantôt  finies,  tantôt  différentielles).  Puis 
on  recommencera  toute  la.  série  des  opérations  expliquées  en 
détail,  du  n°  376  à  celui-ci,  et  cela  indéfiniment,  jusqu'à  ce 
qu'on  arrive  soit  à  une  impossibilité ,  soit  à  l'un  des  cas  exa- 
minés dans  le  numéro  précédent,  mais  oii  les  équations  diffé- 
rentielles, s'il  en  reste,  puissent  être  transformées  en  un  sys- 
tème immédiat  et  régulier  qui  soit  en  même  temps  passif  . 

Les  intégrales  de  ce  système  conduisent  évidemment  aux  solu- 
tions du  proposé  (i). 
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370.  Il  reste  encore  à  ckercher  les  intégrales  sinfrulières  que 
peut  posséder  le  système  final  différentiel  et  immédiat  donl 
nous  parlions  au  n"  377. 

A  cel  effet  on  considérera  les  ensembles  de  valeurs  (|iii  soiii 
singulières  (l-4i)  pour  tout  ou  j)arlie  des  coinposanles  des  seconds 
membres  des  équations  de  ce  système,  ensembles  dont  la  connais- 
sance dérive  de  celle  de  ces  composantes  elles-mêmes. 

llabiluellement  (^loc.  cit.)  chacun  de  ces  ensembles  est  carac- 
térisé par  la  propriété  des  valeurs  qui  en  font  partie,  de  satisfaire 
à  un  certain  groupe  d'équations  finies  dont  le  nombre  et  l'espèce 
dépendent  de  la  nature  spéciale  des  seconds  membres  donnés. 

En  écrivant  dans  ce  groupe  d'équations  chaque  variable  indé- 
pendante du  système  final  dont  on  cherche  les  intégrales  singu- 
lières, ou  chaque  fonction  inconnue,  ou  chaque  dérivée  d'une 
fonction  inconnue,  à  la  place  de  la  valeur  qui  lui  appartient,  il  se 
transforme  évidemment  en  un  système  additionnel  de  relations 
(finies  ou  différentielles)  auxquelles  doivent  satisfaire  les  inté- 
grales singulières  cherchées  (288)  (339).  On  adjoindra  donc  ce 
système  additionnel,  à  celui  dont  on  veut  découvrir  les  inté- 
grales sim^ulières,  et  la  recherche  de  ces  dernières  sera  ainsi 
ramenée  à  celle  des  intégrales  de  toutes  sortes  que  le  système 
ainsi  accru  peut  posséder. 

Dans  tous  les  cas  connus,  ce  nouveau  système  est  de  nature 
à  comporter  une  impossibilité  manifeste  ou  sinon  à  se  prêter  à 
la  suite  d'opérations  expliquées  aux  n"^  376  et  suivants.  Hors 
ce  cas  d'impossibilité,  ces  opérations,  recommencées  s'il  y  a  lieu 
plusieurs  fois,  conduiront  certainement,  ou  bien  à  la  constatation 
d'une  impossibilité,  ou  bien  à  des  équations  dont  les  racines  si 
elles  sont  finies,  dont  les  intégrales  ordinaires  si  elles  sont  diffé- 
rentielles, seront  les  intég-rales  siniirulières  cherchées. 


"tj' 


380.  La  question  que  nous  venons  de  traiter  par  aperçu  est 
d'une  nature  si  vague,  que  nous  ne  pourrions  rien  dire  de  plus 
précis  sans  entrer  dans  des  particularités  où  les  considérations 
précédentes  perdraient  tout  intérêt  général.  Nous  ne  parlerons 
pas  non  plus  des  modifications  avantageuses  dont  la  méthode  que 
nous  avons  exposée  est  quelquefois  susceptible;  mais  nous  devons 
ajouter  quelques   mots  sur  les  résultats  éventuels  de  notre  dis- 


360  PREMIÈRE   PARTIE.   —   PRINCIPES   GÉNÉRAUX. 

cussion  appliquée  à  un  système  immédiat  et  régulier  quelconque 

(8)  [IR] 

d'équations  différentielles  entre  les  fonctions  inconnues  «,  c,  ... 
des  variaJDles  indépendantes  .2",  y,  ....  Ce  cas  est  particulière- 
ment intéressant  parce  qu'il  est  plus  simple  et  parce  que  tous  les 
autres  s'y  ramènent  en  dernière  analyse,  comme  nous  l'avons  vu, 
quand  ils  ne  conduisent  pas  exclusivement  à  des  équations  Unies 
sur  lesquelles  nous  n'avons  rien  à  ajouter  à  ce  qui  en  a  été  dit 
dans  le  Chapitre  XI. 

I.  Quand  le  nombre  des  variables  principales  est  o  ou  i 
pour  chaque  fonction  inconnue,  l' existence  des  intégrales  ordi- 
naires est  certaine. 

II.  Quand  il  est  plus  considérable,  il  y  a  à  se  préoccuper  des 
conditions  de  passivité. 

Si  elles  sont  toutes  satisfaites,  les  choses  se  passent  comme 
dans  le  cas  précédent  (I)  et  l'étendue  des  éléments  d' indéter- 
mination des  intégrales  est  immédiatement  réglée  par  V im- 
portance totale  de  leurs  groupes  de  variables  paramétriques. 
Ici  et  ci-dessus  (I)  on  peut  dire  que  les  intégrales  ordinaires  sont 
normales. 

III.  Sinon,  la  méthode  esquissée  au  n"  378  exige  absolument 
Vadjonction  de  nouvelles  équations  au  système  proposé  (8). 
La  suite  des  opérations  mentionnées  aux  n"*  376  et  suivants  peut 
conduire  à  en  adjoindre  d'autres  encore,  cela  même  à  plusieurs 
reprises.  On  peut  donc  finir  par  se  trouver  en  présence  d'une 
impossibilité;  c'est  même  la  chose  la  plus  probable.  Effective- 
ment, l'augmentation  indéfinie  du  nombre  des  équations  addition- 
nelles ne  peut  être  arrêtée  que  par  la  passivité  de  l'un  des  sys- 
tèmes immédiats  que  ramène  le  cours  des  opérations,  c'est-à-dire 
que  par  un  événement  absolument  fortuit,  puisque  sa  réalisation 
exige,  non  pas  que  certaines  conditions  positives  ne  soient  pas 
remplies,  mais  au  contraire  qu'elles  le  soient. 

Dans  le  cas  de  non-passivité,  l'existence  des  intégrales  ordi- 
naires est  donc  essentiellement  précaire,  et  même,  s'il  y  en  a, 
elles  se  distinguent  des  intégrales  normales  (I)  (II)  par  cette 
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circonstance  capitale,  que  retendue  de  leurs  éléments  d'inflé- 
lerniination  n  'est  nullement  réglée  par  les  nombres  de  variables 
paramétriques  existant  pour  les  dii'crses  fonctions  inconnues 
du  sjstème  proposé  (8).  Elle  est  toujours  moindre  que  si  le 
système  était  passif ,  parce  que  les  équations  à  lui  udjoindre  pour 
opérer  diminuent  forcément  le  nombre  des  variables  paramé- 
triques dans  le  sjstème  final. 

A  cause  de  tout  cela,  cl  par  opposition  aux  intégrales  ludiuaires 
normales  des  cas  de  passivité,  nous  donnons  à  celles-ci  le  nom 
d'intégrales  exceptionnelles  (1297). 

IV.  Comme  la  recherche  des  intégrales  ordinaires  exception- 
nelles, celle  des  intégrales  singulières  exige  toujours  l'adjonction 
au  sjstème  proposé  de  nouvelles  équations  (379)  dont,  pour  les 
mêmes  raisons,  le  nombre  peut  s'accroître  jusqu'à  impossibilité. 
L^  existence  des  intégrales  singulières  est  donc  encore  précaire, 
et  jamais  non  plus,  quand  il  y  en  a,  elles  ne  comportent  des 
éléments  d' indétermination  aussi  étendus  que  ceux  des  inté- 
grales ordinaires  normales  d'un  système  passif. 

En  résumé,  si  le  sjstème  (8)  est  passif,  il  possède  certainement 
des  intégrales  ordinaires  normales;  avec  elles,  il  peut  avoir  encore 
des  intégrales  singulières^  mais  c'est  par  hasard. 

S'il  est  non  passif,  l'existence  d'intégrales  ordinaires  excep- 
tionnelles, comme  celle  d'intégrales  singulières,  est  toujours  for- 
tuite. 

Les  intégrales  ordinaires  normales  sont  de  beaucoup  les  plus 
intéressantes;  nous  allons  les  étudier  dans  les  sjstèmes  d'équa- 
tions différentielles  totales,  et,  chemin  faisant,  nous  donnerons 
des  exemples  d'intégrales  ordinaires  exceptionnelles  et  d'inté- 
grales singulières  (40o,  406,  //?/•)• 


CHAPITRE  XIII. 


ETUDE    ULTERIEURE    DES   SYSTEMES    IMMEDIATS    D  EQUATIONS 
DIFFÉRENTIELLES   TOTALES. 


Fonctions  intégrales  générales. 
381.  Le  système  immédiat  d'équations  différentielles  totales 

(i)  {  du  dv 

—  =  hy{x,y,  ...,  u,v,  ...),         ^=Vr,         ••■• 

aux  g  fonctions  inconnues 

u,     V,     ... 

des  h  variables  indépendantes 

X,    j,     ..., 

dont  les  seconds  membres  sont  formés  avec  des  composantes 
demeurant  olotropes  pour  toutes  les  valeurs  de  ces  quantités  qui 
tombent  dans  les  aires  limitées 

(2)  S„,     S^,     ..., 

étant  supposé  passif,  ce  que  nous  ferons  essentiellement  j  usqu'  à 
mention  contraire,  nous  avons  établi  dans  le  Chapitre  X  ces 
trois  points  fondamentaux  dont  les  derniers  3ont  de  simples 
corollaires  du  premier. 
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I.  Les  valeurs  initiales 

(4)  "o,    <'o,     ..., 

(5)  a-o,    Jo,      ••• 

ayant  été  choisies  à  volonté  dans  les  aires  (2),  (3),  //  existe  un 
groupe  unique  de  séries  entières  en  [x  —  Xq)^  {y  —  /o),  •••' 
aux  rayons  de  convergence  desquelles  on  peut  assigner  pour 
limites  inférieures  des  quantités  absolument  indépendantes 
des  positions  des  points  (4),  (5)  dans  les  aires  en  (juestion, 
jouissant  de  la  double  propriété  que  leurs  sommes  satisjonl 
aux  équations  (i)  et  prennent  les  valeurs  (/\)  pour 

^  =  ^0,       y=7o,        ■■■■ 

II.  Ces  premiers  développements  peuvent  ensuite  être  recom- 
mencés par  cheminement,  au  moins  dans  toutes  portions  des 
aires  (3),  où  la  marche  de  V opération  n'expose  pas  les  sommes 
des  séries  à  sortir  des  aires  (2). 

m.  En  faisant  donc  varier,  dans  les  aires  données  et  de  toutes 
les  manières  permises,  le  tracé  des  cliemins  et  les  valeurs  des 
quantités  initiales,  on  obtient  toutes  les  intégrales  ordinaires  qui 
appartiennent  aux  équations  proposées  dans  les  limites  consi- 
dérées. 

C'est  l'ensemble  de  ces  intégrales  dont  nous  allons  maintenant 
poursuivre  l'étude;  elles  se  présentent  ainsi  sous  la  forme  de  ce 
que  nous  avons  appelé  à.QS>  pseudo-fonctions  oloïdes,  dans  le  der- 
nier paragraphe  du  Chapitre  VI.  Une  décomposition  convenable 
des  aires  où  on  les  considère  en  fait  de  véritables  fonctions  olo- 
tropes  qui  sont  douées  de  propriétés  susceptibles  d'énoncés  précis, 
de  démonstrations  rigoureuses,  et  qu'il  suffit  ensuite  de  relier  les 
unes  aux  autres  par  voie  de  cheminement  pour  apercevoir  tout  ce 
qui  se  passe.  On  ne  peut  se  dispenser  de  procéder  ainsi  quand  on 
se  trouve  en  présence  d'un  cas  particulier  à  discuter  complètement; 
mais  pour  le  faire  sans  descendre  des  généralités,  il  faudrait  for- 
muler mille  restrictions  embarrassantes  et  donner  aux  énoncés  une 
forme  parfois  inaccoutumée.  Nous  slm[)lifierons  donc  beaucoup 
notre  exposition  en  sacrifiant  un  peu  de  précision  dans  la  forme, 
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ce  qui  d'ailleurs  n'a  pas  au  fond  de  bien  sensibles  inconvénients. 
En  particulier,  nous  laisserons  le  nom  àe  fonctions  olotropes  à  des 
développements  raccordés  qui  peuvent  n'être  que  des  pseudo- 
fonctions, et  nous  n'insisterons  pas  sur  la  détermination  exacte  des 
limites  entre  lesquelles  nos  conclusions  seront  valables. 

382.  Nous  répétons  que  deux  groupes  d^ intégrales  sont 
idejitiques,  quand  ils  correspondent  aux  mêmes  données  ini- 
tiales (302,  III). 

383.  Toutes  les  intégrales  ordinaires  des  équations  (i)  sont 
données  par  des  formules  de  la  forme 

l  u  =  ■j{3r,y,  ...,  Cl,  Ca,  ...,  C^,)- 
(6)  i>  =  o{x,y,  ...,C,,  C2,  ...,  C,0, 


oii  les  g  fonctions  u,  cp,  ...  renferment,  outre  x,  y,  .  .  . ,  les  g 
nouvelles  variables  ou  constantes  arbitraires  Ci,  Co,  ....  Co^ 
(209,  IV),  et  jouissent  des  deux  propriétés  suivantes  : 

Elles  sont  olotropes  aussi  longtemps  que  x,  y,  ...  /-estent 
dans  les  aires  (3)  et  que  les  valeurs  attribuées  simultanément 
aux  constantes  arbitraires  maintiennent  les  leurs  dans  les 
aires  (2). 

Pour  toutes  ces  valeurs  de  x,  y,  .  .  . ,  C| ,  .  .  . ,  C^^,  leur  déter- 
minant diJJ'érentiel  pris  par  rapport  à  C),  Co,  ...  Co- (306) 
reste  essentiellement  différent  de  zéro. 

I.  Soient  Xq,  y^^  ...  des  valeurs  particulières  des  variables 
choisies  arbitrairement,  mais  une  fois  pour  toutes,  dans  les 
aires  (3),  et  U,  U,  .  .  .,  g  nouvelles  variables  indépendantes  dont 
nous  assujettirons  les  valeurs  à  rester  à  l'intérieur  d'aires 

(7)  Su,     Sd,     ... 

égales  à  (2),  c'est-à-dire  qui  coïncideraient  exactement  avec  ces 
dernières,  si  l'on  superposait  à  0„,  O,,,  .  .  .  les  nouveaux  axes 
et  origines  Ou,  0^,   . .  .,  et  considérons  les  intégrales  du  sjstème 
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j)roposé  qui  sont  dôlcrmiiK'cs  jinr  les  coïKlilions  iiiilialcs 
(S)  u  =  n,         v  =  v,         ...,         pour         \  y  -  y», 


Ces  fondions  satisfont  évidemment  au  système  immédiat  d'équa- 
tions différentielles  partielles  (rn),  aux  //,  variables  principales  x, 
1  ,  . .  . ,  aux  ^variables  paramétriques  U,  W,  .  . . ,  dont  on  écrirait  le 
Tableau  en  prolongeant  celui  du  proposé,  et  par  le  bas,  de^  lignes 
correspondant  à  U,  U,  ...  mais  ne  contenant  que  des  cases  vides; 
et,  envisagées  à  ce  point  de  vue,  les  conditions  (8)  réduisent  leurs 
déterminations  initiales  aux  variables  paramétriques  elles-mêmes  U, 
W,  . .  .,  c'est-à-dire  à  des  fonctions  indéfiniment  olotropes. 

Comme,  en  fait,  le  système  (m)  est  identique  au  proposé,  et  qu'au 
nouveau  point  de  vue  d'où  nous  l'envisageons,  ses  équations  ne 
contiennent  ni  variables,  ni  dérivées  paramétriques,  les  compo- 
santes de  ses  seconds  membres  sont  olotropes  pour  toutes  valeurs 
de  X,  y^  .  .  . ,  it,  9,  . . .  tombant  dans  les  aires  (3),  (2),  et  pour 
toutes  les  valeurs  imaginables  de  II,  W,  .  .  .  ;  il  est  passif  pour  les 
mêmes  raisons,  de  plus  régulier,  même  linéaire.  En  vertu  du  théo- 
rème du  n°  366,  ses  intégrales 

/'  u=  'J^^ix,  y,  ...,  u,  ti,  ...), 
(9)  \  ^  =  ?fl(-^,  J,  •••-  »,  t',  •••), 


demeurent  olotropes  aussi  longtemps  que  les  valeurs  de  .r,  y,  .  .  . , 
U,  0,  .  .  .  restent  à  l'intérieur  des  aires  (3),  (7)  et  font  rester  celles 
correspondantes  de  u,  v,  ...  à  l'intérieur  des  aires  (2). 

En  d'autres  termes,  et  en  considérant  maintenant  le  système 
proposé  comme  aux  différentielles  totales  :  celles  de  ses  intégrales 
tjdi  sont  déterminées  par  les  valeurs  initiales  fixes  Xq^  yoi  •  -  • 
et  variables  U,  U,  ...  sont  les  fonctions  (9)  de  .r,  j,  .  .  .  et  de  ces 
quantités  U,  t),  ...  jouant  maintenant  le  rôle  de  constantes 
arbitraires,  cjui  jouissent  de  la  première  propriété  énoncée. 

II.  Pour  les  valeurs  dex,y,  .  .  . ,  U,  D,  .  .  .  ci-dessus  définies., 
le  déterminant  différentiel  des  fonctions  (c))  par  rapport  à  U, 
U.  .  .  . ,  ne  peut  sé^^anouir. 
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Ce  point  est  é\ddent  quand  .r  =  .To, jK=J''o,   •  •  •,  car  les  con- 
ditions (8)  donnent 

'Jo(^o,  7o,  ...,u,  u,  ...)=u,         cpo(aro,  .7o,  .    . ,  «,  v,  • .  .   =  »; 

et  ce  déterminant  se  réduit  à 


I  o  o 
o  I  o 
o     o     1 


il  reste  ainsi   à   prouver  qu'il  est  vrai  pour  d'autres  valeurs  X|, 
y,,  ...  des  mêmes  variables. 
Posons  à  cet  effet 


(lo) 

et  appelons 


•■>o(^i,  Ji,  . ..,  u,  XI,  . ..)—  u', 

?o(^i,rt,  •  ••,  «•  ".  ••  •)  =  o'» 


Oi(T,y,  ...,  u',  u',  ...), 


les  intégrales  du  système  proposé  qui  se  réduisent  à  u',  U',  ...  en 
Xi,yi^  .  .  ..  En  vertu  de  l'observation  générale  du  n°  382,  ces  fonc- 
tions sont  nécessairement  identiques  aux  intégrales  (9),  puisque 
les  unes  et  les  autres  satisfont  aux  mêmes  équations  différen- 
tielles (i)  et  que  pour 

elles  prennent  les  mêmes  valeurs  initiales  (10).  Elles  se  réduisent 
donc  comme  elles  à  U,  t),   ...  pour  x  =  Xq,  y  z^zy^^  .... 

En  d'autres  termes,  les  fonctions  composées  de  U,  V,  ...  qu'on 
obtient  en  substituant  les  premiers  membres  des  formules  (10) 
à  u',  y',  ...  dans  les  composantes 


(II) 
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se  réduisent  respeclivemcnl  à 

«, 
», 


En  prenant  donc  les  déterminants  difTérentiels  par  rapport  à  U, 
U,  .  .  .,  et  ayant  égard  an  lliéorcmc  du  n"  300  bis,  il  vient  facili'- 
ment 

a;a,  =  1, 

où  A'„  désigne  le  déterminant  des  fonctions  (i  i)  par  rapport  à  U', 
t)',  .  .  . ,  et  A,  celui  des  fonctions  (lo)  que  nous  avons  en  vue.  Ce 
dernier  ne  peut  donc  être  nul,  puisque  ainsi  son  produit  par  A'  ne 
l'est  pas. 

III.  Pour  donner  aux  formules  (g)  la  forme  plus  générale  (6)  de 
notre  énonce,  il  suffît  évidemment  d'y  opérer  un  simple  change- 
ment partiel  de  variables  par  les  formules 

/  u  =  K(C„G,,  ...,  C^), 
(12)  ]  «=îl(Ci,  C,  ...,  G„.), 


ovi  t^,  t),  ...  forment  quelque  groupe  de  fonctions  des  g  con- 
stantes arbitraires  Ci,  Co,  ...,  Co-,  jouissant  de  la  propriété  de 
rester  olotropes  dans  certaines  aires 

Se,,     Se,,     ...,     Sc^, 

d'y  avoir,  par  rapport  à  C),  C2,  ...,  C^,  un  déterminant  diffé- 
rentiel toujours  non  ^  o,  et  de  n'y  prendre  que  des  valeurs  tom- 
bant toutes  dans  les  aires  (-).  Car  ainsi  le  déterminant  diffé- 
rentiel des  fonctions  par  rapport  aux  constantes  arbitraires  ne 
s'évanouira  jamais  dans  les  limites  considérées,  puisqu'il  est  égal 
au  produit  de  celui  des  fonctions  (12)  par  celui  des  fonctions  (9) 
pris  par  rapport  à  U,  t),  ...  (306  bis). 

IV.  yA  0/2  seulement,  comme  nous  le  savons  actuellement,  les 
formules  (9)  et  par  suite  (6)  ne  donnent  que  des  intégrales 
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ordinaires  de  système  (i),   mais  encore  elles  les  renferment 
toutes. 

Soit  effectivement 

lin  groupe  quelconque  de  pareilles  intégrales;  il  est  évident  que 
les  fonctions  (9)  coïncideront  avec  elles  en  prenant 

\\  =  uixo.yo,  ...),        0  =  1^(3-0,70,  •••), 

puisque  alors  ces  deux  groupes  de  fonctions  auront  en  a?o,J'o)  •  •  •^^'^ 
valeurs  initiales  numériquement  égales  chacune  à  chacune  (382). 
Cette  conclusion  est  néanmoins  subordonnée  à  la  condition 
essentielle  que  les  fonctions  (i3)  existent  en  ^07  J'o?  •  •  1  c  est- 
à-dire  que  le  cheminement  ait  pu  s^ opérer  jusciue-là  en  par- 
tant des  valeurs  initiales  de  x^j.,  . . .  qui  ont  servi  à  formel- 
le urs  premiers  développements,  sans  que  leurs  valeurs  sortent 
des  aires  (2).  Dans  les  cas  habituels  ces  aires  sont  indéfinies,  et 
cette  restriction  se  trouve  en  fait  inutile.  C'est  pourquoi  nous 
l'avons  laissée  et  la  laisserons  toujours  dans  l'ombre;  mais  il  ne 
faut  pas  oublier  qu'elle  pourrait  s'imposer. 

38i.  Les  fondions  (6),  qui,  par  un  choix  convenable  des  valeurs 
numériques  des  constantes  arbitraires,  donnent  toutes  les  inté- 
grales ordinaires  (mais  non  les  autres),  sont  les  intégrales  géné- 
rales du  système  (i).  Par  opposition,  on  nomme  souvent  intégrales 
particulières,  tel  ou  tel  groupe  déterminé  d'intégrales  ordinaires, 
obtenu  par  exemple  en  attribuant  aux  constantes  arbitraires  telle 
ou  telle  combinaison  de  valeurs  numériques  particulières. 

On  fera  coïncider  les  intégrales  générales  avec  un  groupe  donné 
d'intégrales  particulières  u{a:,  y,  . .  .),  v{x.,  y,  .  .  .),  .  .  . ,  en  j 
attribuant  aux  constantes  arbitraires  les  valeurs  fournies  par  la 
résolution  des  équations  (6)  dans  lesquelles  on  donnera  à  x,  y,  ... 
des  valeurs  particulières  quelconques  x' ,  y',  ...,  à  //,  c,  ... 
les  valeurs  u{x',  y,  . .  .),  ç(x',  y',  .  .  .),  ...  ;  car  alors  les  inté- 
grales particulières  considérées  et  celles  fournies  par  les  for- 
mules (6)  seront  nécessairement  identiques  (382),  puisqu'en 
x=:x',y=y',  ...  elles  prennent  les  unes  et  les  autres  les 
mêmes  valeurs  initiales,  savoir  u{x',  y',  .  •  -),  v{x',  y,  .  .  .),  .... 
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La  résolulloii  de  ces  ('•rjnallons  imhik  ri(|ii('s  s"()|irr(;  (l;ins  les  c.on- 
dilioiis  normales,  parce  que  le  déterminaiil  dillérenliel  de  -j,  ■:,,... 
par  rapport  aux  inconnues  ne  s'évanouil  pas  (307). 

La  forme  (6)  des  intégrales  générales  déduite  d(;  la  foiinf  ((() 
que  donne  naturellement  le  développement  en  séries  peut  scmhler 
artificielle  et  faire  avec  celle-ci  double  emploi.  Nous  avons  dû 
cependant  la  faire  connaître,  parce  que  certains  procédés  d'itilr'"- 
gralion  (400  et  suU\  inf.)  introduisent  successivement  des  con- 
stantes arbitraires  qui  ne  sont  pas  des  valeurs  simultanées  des 
intégrales.  Souvent  d'ailleurs  elle  est  plus  commode. 

385.  Gomme  l'existence  d'intégrales  singulières  ou  exception- 
nelles est  purement  fortuite  (380),  comme  leur  recherche  est  bien 
plus  facile  que  celle  des  intégrales  ordinaires,  on  s'attache  avant 
tout  à  la  poursuite  des  intégrales  générales  dont  la  découverte 
équivaut  à  peu  près  à  l'intégration  complète  du  système  (i). 

11  est  bon  d'observer  qu'elles  pourraient  être  mises  sous  telle 
forme  où  la  propriété  fondamentale  établie  ci-dessus  (383,  II,  \\\) 
ne  s'étendrait  pas  à  toutes  les  valeurs  accessibles  à  x,  jj-,  ...  et 
aux  constantes  arbitraires.  Si  par  exemple  on  remplaçait  C, 
par  iy\,  les  formules  (6)  renfermeraient  toujours  toutes  les  inté- 
grales particulières  (même  chaque  groupe  plus  d'une  fois),  et, 
comme  toutes  les  dérivées  partielles  de  ces  fonctions  par  rapport 
à  C|  s'évanouiraient  toujours  alors  pour  G,  =o  (valeur  supposée 
accessible  à  cette  constante),  leur  déterminant  différentiel  s'éva- 
nouirait aussi.  Mais,  outre  qu'elles  ne  se  présentent  pas  natiiret- 
lement,  les  formes  de  cette  espèce  se  prêtent  fort  mal  au  raison- 
nement, et  nous  ne  les  considérerons  jamais. 

386.  Quand  dans  le  système  (i)  les  variables  principales  x, 
jK,  . . .  sont  accompagnées  de  variables  paramétriques  .z-',  y\  . .  . , 
il  y  a  à  reproduire,  à  fort  peu  près,  les  observations  faites  aux 
n"^  217  et  SLiiw  pour  le  cas  le  plus  simple  de  la  question  qui  nous 
occupe. 

Notre  système  devient  alors  en  réalité  aux  différentielles  par- 
tielles; il  est  régulier  et  même  linéaire  puiscpie  les  dérivées  para- 
métriques des  fonctions  inconnues  n'existent  pas  dans  les  seconds 
membres.  Si  donc  les  composantes  des  seconds  membres  sont  des 

M.  —  I.  24 
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fonctions  ololropes  de  x,  j>',  .  .  . ,  x' ,  y\  ....  //,  c,  .  .  . ,  si  les  con- 
ditions de  passivité  sont  encore  satisfaites  (elles  ont  évidemment  la 
même  forme  extérieure  que  si  x' ^  y',  .  .  .  n'y  figuraient  pas),  le 
théorème  du  n"  3G3  est  applicable.  Le  système  considéré  a  donc 
des  intégrales  ordinaires  ayant  pour  déterminations  initiales 
telles  fonctions  olotropes  de  x',  y',  .  .  .  qii^  il  aura  plu  de  choisir , 
et  les  développements  de  ces  intégrales  pourront  être  recom- 
mencés par  cheminement,  aussi  longtemps  que  les  valeurs  de  x, 
j-,  .  .  .,  .r',  y,  .  . .  et  les  valeurs  correspondantes  des  intégrales 
elles-mêmes  resteront  dans  les  aires  où  les  composantes  des 
seconds  membres  sont  olotropes. 

Toutes  CCS  intégrales  sont  renfermées  dans  des  intégrales  gé- 
nérales, ayant  la  forme  et  les  propriétés  des  fonctions  (6),  à  cela 
près  que  les  variables  paramétriques  x\  y'.,  •  •  •  J  figurent  expli- 
citement à  côté  des  principales  x,  y,  .  .  . ,  et  que  les  lettres  C| , 
Co,  ...,  Cn^  désignent  maintenant,  non  plus  des  quantités  indé- 
pendantes de  toutes  les  variables,  mais  des  fonctions  arbitraires 
(olotropes)  des  seules  variables  paramétriques  x',  y',  .... 

Dans  les  circonstances  courantes,  cette  présence  de  paramètres 
ne  complique  pas  sensiblement  l'intégration. 

387.  Quand  il  y  a  plus  d'une  variable  indépendante,  un  frac- 
tionnement tout  semblable  à  celui  du  n°  219  pour  le  calcul  des 
intégrales  indéfinies  peut  èlre  opéré  dans  l'intégration  des  équa- 
tions dilierentielles  totales  quelconques  (i). 

Formons  deux  Tableaux  partiels  ('a),  ("a-),  avec  les  lignes  du  Ta- 
bleau (i)  qui  correspondent,  les  unes  aux  'h  variables  'x,  'y,  .  .  . , 
les  autres  aux  "h  autres  variables  "x,  "y,  .  .  .  ('h  -\-"h  =  h).  Comme 
les  fonctions  inconnues  doivent  en  particulier  satisfaire  aux  équa- 
tions ('a-),  elles  sont  nécessairement  des  formes 

1   u  =  ■jC.t,  y,  . . . ,  "x,  "y,  ..  .,  "ci,  "co,   . . . ,  "Cff), 
(i4  )  j  t-  =  cp('.r,  y,  . .  .,  "x,  y,   . .  . ,  "ci,  "c,.  .  .  . ,  "c„), 


OÙ  "c,,  "c-2,  . .  .,  "cg  désignent  des  constantes  arbitraires /?«/•  rap- 
port aux  variables  principales  'x,  V,  .  .  .,  c'est-à-dire  des  fonc- 
tions arbitraires  des  variables  "x,  "y,  . . .  seulement  devenues 
temporairement  paramétriques  (386). 
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Les  expressions  (i  i)  avant  (ii-  ohtciiiics  par  i  inli'f^'rjilion  du 
système  partiel  ('7),  il  ne  resle  pins  (pi'à  déterminer  les  con- 
stantes arbitraires  de  manière  qu'elles  satisfassent  aussi  aux  équa- 
tions ("o").  Leur  substitution  dans  la  première  ligne  de  ce  second 
système  donne  les  ::^  conditions 

d-j  d'j     d"ci  II     /r      ,  I,      „  „       „ 

J^  +  ÏÏ^^T  -p^  -^ .  .  .  =  U"x(  Jr,  y,   ...,    X,    y,   ....    Cl,    f.,.   .  . .  ). 


d".v        à" Cl    d"x 
do  do    d"ci 

0"x        0"ci    d"x 


+  ...=  V»,(>,  ...), 


linéaires  en 


d"c\       d"ci  fi'cg 

d"x        d  X  d"x 


qui  ])cuvent  être  résolues  par  rapport  à  ces  dérivées,  parce  que 
le  déterminant  de  leurs  coefficients  est  précisément  le  déterminant 
différentiel  des  fonctions  (i4)  par  rapport  à  "c, ,  "co,  ...,  "c^, 
lequel  reste  différent  de  zéro  aussi  longtemps  que  ces  mêmes 
expressions  (i4)  représentent  des  intégrales  ordinaires  des  équa- 
tions ('3-)  (383).  Les  mêmes  opérations,  exécutées  avec  les  expres- 
sions dont  il  s'agit  et  les  autres  lignes  du  système  ("o-)  considérées 
successivement,  conduisent  à  des  formules  qui,  jointes  aux  précé- 
dentes, forment  un  svstème  immédiat  ("ç),  à  g  colonnes  cl" h  lignes 
seulement;  il  suffit  de  l'intégrer  pour  obtenir  "C(,  "co,  •  •  .,  "c^  en 
fonctions  de  "a*,  "y,  ...  et  de  »•  constantes  arbitraires  véritables  C| , 
Co,  •  -,  C^  (c'est-à-dire  indépendantes  tant  de  'j:,  'j',  . . .  que  de  "^, 
"jK,  . .  .).  On  portera  ensuite  ces  expressions  de  "C(,  "co,  •  •  -,  "cg 
dans  les  formules  (i4)  qui  donneront  alors  les  intégrales  générales 
du  système  proposé  (i). 

D'ailleurs  les  conditions  de  passivité  du  système  proposé  (i) 
assurent,  les  unes  la  passivité  du  système  (^'j)^  les  autres  la  dispa- 
rition de  'x,  'y,  .  .  .  des  seconds  membres  des  équations  (";),  les 
autres  enfin  la  passivité  de  ce  dernier  système.  La  démonstra- 
tion est  semblable  à  celle  du  n"  219,  sauf  une  plus  grande  com- 
plication des  calculs.  Nous  la  supprimons  pour  abréger. 

388.  On  peut  évidemment  pousser  le  fractionnement  jusqu'au 
point  de  n'avoir  jamais  à  intégrer  à  la  fois  que  g  équations 
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différentielles  entre  g  fonctions  inconnues  cV  une  77iê  me  variable 
principale  éventuellement  accompagnée  de  paramètres. 

On  nomme  équations  dill'érenllelles  ordinaires  celles  qui  com- 
posent un  système  de  celte  sorte,  et  qui  ne  peuvent  plus  bénéficier 
de  la  décomposition  dont  il  s'agit.  Ce  sont  celles  que  Ton  ren- 
contre le  plus  souvent,  et  dont  on  s'occupe  le  plus  volontiers  à 
cause  de  leur  simplicité  relative.  Mais,  en  théorie,  rien  ne  les 
sépare  des  systèmes  passifs  d'équations  diUérenlielles  totales  à 
plusieurs  variables  principales;  et  nous  ne  gagnerions  rien  à  les 
considérer  exclusivement,  comme  on  a  cependant  l'habitude  de  le 
fai  re . 

Équations  intégrales. 

389.  En  conservant  les  notations  du  paragraphe  précédent  dont 
nous  suivrons  le  numérotage  jusqu'à  la  fin  de  ce  Chapitre,  nous 
allons  étudier  des  relations  finies  d'une  nature  spéciale,  entre  les 
intégrales  ordinaires  du  système  (i)  et  des  constantes  arbitraires 
en  nombres  variés.  Nous  obtiendrons  ainsi  des  résultats  d'un  très 
grand  intérêt,  soit  en  eux-mêmes,  soit  parce  qu'ils  conduisent  à  un 
fractionnement  de  l'intégration  (396,  m/.),  consistant  en  quelque 
sorte  à  décomposer  le  système  proposé  en  groupes  de  colonnes,  au 
lieu  de  le  diviser  en  groupes  de  lignes,  comme  nous  l'avons  fait 
ci-dessus  (387). 

Nous  appellerons  écpialions  intégrales  de  rang  k  tout  système 
de  A-  (<  o')  relations  finies  entre  ^,  J',  .  .  . ,  m,  t',  ...  et  k  constantes 
arbitraires  C),  Co,  .  .  -,  Ca, 

;  \^{x,y,  ...,  M,  V,  ...,  Cl,  G,,  ...,  G/,)  =  o, 

(i5)  

(  \k{x,y,  ...,?«,  r,  ...,  Cl,  Go,  ...,  G/j  =  o, 

jouissant  des  trois  propriétés  suivantes  : 

1°  La  substitution  à  u,  v,  ...  d'un  groupe  d' intégrales 
ordinaires  choisi  à  volonté  les  transforme  toutes  en  des  iden- 
tités en  a-,  y,  •  ■  -,  moyennant  l'attribution  simultanée  à  C,, 
C2  ...,Ck  de  valeurs  numéricjues  correspondantes  convena- 
blement choisies. 

2°  Pour  toutes  valeurs  de  x,  y,  .  .  .  tombant  dans  les  limites 
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OÙ  les  intégrales  d' im  nu'nie  groupe  drlei  iniiir  «Irnicitrcui 
olotropes,  pour  des  valeurs  de  //,  r,  ...  égales  aii.r  valeurs 
correspondantes  de  ces  intégrales,  enfin,  p>our  les  valeurs 
nuinérirjues  des  constantes  arbitraires  f[ui  conviennent  à  ce 
groupe  (i"),  leurs  premiers  membres  restent  fonctions  olo- 
tropes de  X,  )',  ...,  u,  r,  ...,  C,  Co,  ...,  Çjif  considérées 
comme  li-\-g-r-lx  variables  indépendantes,  et  leur  détermi- 
nant différentiel  p/is  par  rapport  à  C,,  (]j,  .  .  .,  Ca  ne  s'éva- 
nouit jamais. 

Z"  Il  existe  au  moins  un  groupe  de  k  des  g  quantités  u, 
r,  .  .  . ,  par  /apport  auxquelles  le  déterminant  différentiel  des 
mêmes  premiers  membres  ne  s'évanouit  jamais  non  plus  dans 
les  circonstances  ci-dessus  définies  (2°). 

390.  On  oblicnt  par  exemple  des  équations  intégrales  de  rangÂ", 
en  associant  /•  quelconques,  les  premières  pour  fixer  les  idées, 
des  équations 


(.r,  r 


u,  V. 


.)  =  o, 


(16) 


II,  i\ 


■•) 


C. 


1>     C-^»  J''    •  •    .  "'  '"»   •■•)  =  o, 


obtenues  en  résolvant  les  formules  (6)  par  rapport  aux  constantes 
arbitraires.  Caria  première  condition  est  évidemment  satisfaitp^  el 
la  deuxième  aussi,  puisque  le  déterminant  dififérentiel  des  premiers 
membres  par  rapport  à  Ci,  Co,  .  .  . ,  Ca  se  réduit  à 


I      o 

O        I 


Relativement  à  la  troisième,  observons  que  les  déterminants  dil- 
férentiels  de  r, ,  Fo,  ...  F/;,  par  rapport  aux  diverses  combinaisons 
de  /■:  des  g  quantités  w,  v,  .  .  . ,  ne  peuvent  tous  s'évanouir;  car  au- 
trement celui  de  F),  F^,  .  .  . ,  Fy;,  F^^,,  .  .  .,  F^,  pris  par  rapport  i'i 
ces  g  quantités,  s'évanouirait  aussi,  puisqu'il  peut  être  mis  sous 
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forme  d'une  fonction  linéaire  et  homogène  des  premiers.  Or  c'est 
impossible  ;  car  les  fonctions  F  provenant  de  l'inversion  du  système 
des  fonctions  u,  'J,  .  .  .,  leur  déterminant  différentiel  est  l'inverse 
arithmétique  de  celui  de  ces  fonctions  pris  par  rapport  à  C(, 
Co,  ...,C^(330). 

Mais  Tulilité  que  présente  la  considération  des  équations  de  ce 
genre  dans  la  pratique  des  intégrations  se  rattai  'fo  à  un  mode  de 
génération  absolument  différent  (iOO  et  suiv.  t'ij  ■)• 

391.   Voici  les  premières  conséquences  de  cette  définition. 

I.  La  résolution  des  équations  (i5)  par  rapport  à  C,, 
Co,  .  .  .,  Ch  fournit  ces  quantités  en  fonctions  olotropes  de  .r, 

)- u,  r,    .  .  .   (307)  (389,  2");  et  il  serait  facile  de  prouver 

que  Les  déterminants  différentiels  de  ces  fonctions  par  rapport 
à  k  quelconques  des  quantités  u,  i",  ...  ne  sont  pas  tous  identi- 
quement nuls,  par  suite  (314),  qu'aucune  d'elles  ne  peut  être 
une  fonction  composée  des  autres. 

II.  Si  dans  ces  expressions  de  C|,  Co,  .  .  . ,  C/f  o/i  substitue 
à  u,  i',  ...  quelque  groupe  d'intégrales  ordinaires  des 
équations  (i),  elles  deviennent  des  quantités  indépendantes 
de  .2;,  y,  .... 

Les  valeurs  numériques  de  ces  quantités  sont  précisément  celles 
qu'il  faut  attribuer  aux  constantes  arbitraires  pour  que  les  équa- 
tions intégrales  (i5)  soient  satisfaites  par  les  fonctions  intégrales 
du  groupe  dont  il  s'agit.  Pour  les  obtenir,  il  suffit  ainsi  de  résoudre 
les  équations  (i5),  après  j  avoir  donné  à  .r,  v,  .  .  .  des  valeurs 
particulières  quelconques  x' ^  y\  .  .  . ,  à  «,  r,  ...  les  valeurs  cor- 
respondantes II' ,  «',  .  .  .  des  intégrales  dont  il  s'agit. 

III.  La  résolution  des  équations  (i5),  par  rapport  à  un 
groupe  au  moins  de  k  des  quantités  u,  r,  . .  . ,  les  fournit,  expri- 
mées en  fonctions  olotropes  des  g  —  k  autres,  de  x,  j-,  .  .  .  et 
deC,,  C.„  ...,Ca(307)(389,  3"). 

IV.  Si  Von  avait  k^=g^  on  trouverait  ainsi  des  fonctions 
de  X.,  y.,  .  . .,  C,,  Co,  .  .  .,  Ca,  seulement,  identifiables  avec  un 
groupe  quelconque  d'intégrales  ordinaires,  c'est-à-dire  les 
fonctions   intégrales  générales;  car  on   prouverait  facilement 
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f|iie  leur  dclerminant  difTcrcnlicl  |);ir  rn|)porl  à  C|,  dj,  .  .  . ,  Cyi  ne 
s'évanouil  pas  dans  les  circonslanccs  considérées. 

On  donne  alors  aux  cqualions  (ii>)  le  nom  (ïétjualioiis  Inté- 
grales générales  ;  leur  connaissance  équivaut  en  elFet  à  celle  di; 
ces  fonctions,  parce  qu'on  fait  ordinairement  abslraclioii  des  diffi- 
cultés que  leur  résolution  peut  olTrir. 

^^  Si 

l  'Ji  =o, 


f  'Ir  =  o, 
/  (/I,     =o, 

(  mk'i)  =  o, 

sont  j  systèmes  de  A',  A',  . .  . ,  A-^^^  équations  intégrales  de  ces 
divers  rangs  respectivement  {//-{- k" -{-...  + k^J^  = /c^ g),  tels 
qu'il  existe  k  des  quantités  «,  f,  ...  par  rapport  auxquelles 
le  déterminant  différentiel  de  tous  les  premiers  membres  de 
ces  k  équations  ne  s'évanouit  pas,  leur  association  indistincte 
donne  un  système  d'équations  intégrales  de  rang  k. 

Les  points  (i°)  et  (3")  de  la  définition  du  n°  389  sont  satisfaits 
par  hyj)Olhèse;  l'autre  l'est  également,  car  on  verra  sans  peine  que 
le  déterminant  différentiel  des  A'  premiers  membres  par  rapj)ort 
aux  A"  constantes  arbitraires  qu'ils  contiennent  an  total,  se  réduit, 
à  cause  de  la  présence  de  beaucoup  d'éléments  nuls,  au  j)roduit 
des  y  déterminants  ditTérentiels  des  premiers  membres  de  chacun 
des  j  systèmes  donnés,  pris  successivement  par  rapport  aux  y 
groupes  de  A',  A",  ...  et  A'^-/^  constantes  arbitraires  que  ces  sys- 
tèmes contiennent  respectivement.  Par  hypothèse  d'ailleurs,  aucun 
de  ces  déterminants  d'ordres  A',  A",   . . .,  A-'^^  ne  peut  s'évanouir. 

VI.  Si,  en  adjoignant  à  un  système  d'équations  intégrales 
de  rang  k,  mis  sous  la  forme 


Ti{x,y,  .. 

.,   U,   V,    . 

..)-G,=o, 

^2(^,y,  .. 

.,  u,  r,  . 

..)-C,  =o. 

Tj,{x.  y,  ...,  Il,  c,  ...)  — G/,  =  o, 
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une  équation  intégrale  première  de  la  même  forme 

r(r,  y,  .  . .,  u,  {\  .  .  .)  —  G  =  o, 

on  n'obtient  pas  un  système  de  rang  A"  +  ( ,  la  fonction  Y  est 
certainement  composée  des  autres  F,,  T^,  .  .  . ,  F/,. 

Le  déterminant  différentiel  des  premiers  membres  de  ces  k  -\-  i 
équations  par  rapport  à  C,,  Co,  .  .  . ,  C^,  C  n'étant  pas  identique- 
ment nul,  puisqu'il  se  réduit  à  ( —  i)'^'^',  leurs  déterminants  diffé- 
rentiels par  ra[)port  à  /.  +  i  quelconques  des  quantités  u^  c,  ... 
le  sont  tous,  car  autrement  (V)  ces  équations  formeraient  un  sys- 
tème de  rang  k  -{-  i  ;  mais,  comme  ceux  des  premiers  membres 
des  k  premières  par  rapport  à  k  quelconques  des  mêmes  quantités 
sont  supposés  ne  pas  tous  l'être,  on  a  certainement 

r  =  f(ri,  V,,  ...,  Tk,x,y,  ...), 

oà  4'  désigne  quelque  composante  (316). 

Maintenant,  la  substitution  à  u,  v,  ...  de  celles  des  fonctions 
intégrales  du  système  (i)  qui  donnent  à  F,,  F^,  .  .  . ,  Fy^  les  valeurs 
cons'antes  C(,  Co,  .  .  .,  C^,  réduit  aussi  par  hypothèse  F  à  une  cer- 
taine constante  C;  on  a  donc,  quelles  que  soient  x,  y,  .  .  . , 

f(G„C,,  ...,C;,,:v,y,  ...)  =  C, 

d'où,  quelles  que  soient  en  outre  C|,  Co,   .  .  .  Gy;,  les  identités 

d£(Cu  C,,  ...,G,.,  ^,j,  ...)_  d£ 


dx  dy 


=  0, 


montrant  qu'à  litre  explicite,   a:,  y,    ...   entraient  en  apparence 
seulement  dans  la  fonction  composée  4' (F, ,  F^,  .  .  . ,  Fy,,  ce, y,  .  .  .). 

392.  Si,  en  traitant  u,  v,  .  .  .  comme  des  fonctions  simples 
indéterminées  de  x,  y,  .  .  . ,  on  différentie  pa^  rapport  à  V une 
de  ces  variables,  x  pour  fixer  les  idées,  le  premier  membre 

\{x,  y,  ...,  M,  i',   ...,  Cl,  C,,  ...,  Ga) 

de  l'une  quelconque  des  équations  (iS),  et  qu  ensuite  on  sub- 
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slilue  à  (î, ,  ('j,  ....(-/,  leurs  crprcssin/is  ci)  .r,  }-,  .  .  . ,  ii ,  c,  ... 

/•  /        '     /    ,  ■         /  '         ,  ■  •     <  ''/"     fl^' 

Idiirincs  nar  l<t  l'csolul iiti)  c/c  (ws  (■(iiKilions,  ri/ns  <i  — ,  -r->  •  •  • 

'  '  d.v    dx 

les  seconds  membres  des  équations  de  l<i  lit^ne  (./■)  du  Ta- 
bleau (i),  on  obtient  une  fonction  de  x,  y,  ...,//,  r,  ...  f/ui, 
dans  les  aires  (3)  (2),  est  nulle  identiquement ,  c'est-à-dire 
pour  toutes  les  V( fleurs  de  ces  quantités  considérées  comme  li-\- g 
ra/-iables  indcpendan tes. 

Soient 

(17)  x',     y,      ...,     Il',     r',      ... 

lin  système  particulier  quelconque  de  pareilles  valeurs  de  ces 
c[uanlités,  puis 

Vy{x\   y,     ...,     Il',    V',     ...), 

^li-'^'y  y "',   «^'i    •  •  •)) 


i^/À^'y y^  •  •■'  "'»  '■'-  •••) 


les  valeurs  fournies  pour  les  constantes  arbitraires,  par  les  équa- 
tions (i5),  quand  on  y  donne  à  x,  y,  .  .  .,  «,  r,  ...  les  valeurs 
particulières  (17),  et  nommons  maintenant  //,  <',  ...  les  inté- 
grales ordinaires  des  équations  différentielles  (i),  déterminées  par 
les  conditions  initiales 

(18)  11  =  u',         V  =  v',  .  .  .,         pour  <   y  —y, 


Par  définition,  on  a,  quelles  que  soient  x,  y^  .  .  . , 
l(x,y,  ...,  u,  V.  ...,  Vi,  r,,  ....  T/,)  =  o, 
d'oCi,  en  différentianl  par  rapport  à  .r, 


dl        dl   du        dl   ch 
Ox        du  de        Ov  dx 


Mais,  comme  les  intégrales  u,  r,  .  .  .  satisfont  aux  équations  de 
la  ligne  {x)  du  Tableau  (i),  il  vient  aussi,  toujours  quelles  que 
soient  .r,  j'',  .  .  . , 

9.{x,y,  ....  Il,  V,  ...,  x',y,  ...,  u',  i>',  ...)  =  o, 
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en  appelant  ù  la  fonction  composée  de  i/,  v,  .  .  . , 

dl(x,y,  ...,  u,v,  ...,  r,,  r,.  ...,  T/,) 
àx 

+  -l],(x,j',  ...,u,.,  ...)-i-_V.  +  .... 

En  posant  clans  cette  relation  x  =  x'^  y  =  y',  •  •  • ,  elle  donne 
donc  à  cause  des  conditions  (i8), 

Ù{x\ y' ,  . .  . ,  «',  ('',  . . .,  x' ,  y\  . . .,  u',  v',  . .  .)  =  o. 

Or  le  premier  membre  de  cette  dernière  est  évidemment  la 
valeur  que  prend  la  fonction  de  x,  y,  .  .  .,  u,  c,  ...  dont  nous 
voulons  démontrer  la  nullité  identique,  quand  on  attribue  à 
ses  h -\- g  variables  les  valeurs  particulières  quelconques  (17)- 


393.  Quand  k  =  g^  c^esl-à-dire  quand  il  s'agit  d'équations 
intégrales  générales  (391,  IV),  les  expressions  de  -j^}  -p->  •  •  ■  ■> 
tirées  de  ces  équations  différentiées  par  rapport  à  x, 


d\i        f^i    du        d\i 
dx     '     au    dx         (Jv 

d^ 
dx 

...  =  o 

d\fr        d\g  du        àl^ 
Ox         Ou   dx         dv 

dv 
dx    '  • 

. .  =  0 

(>9) 


coïncident  avec  les  seconds  membres  de  la  ligne  (x)  du  Ta- 
bleau (i),  après  la  substitution  à  C, ,  C^,  . . .,  C»^,  de  leurs  expres- 
sions en  X,  y^  .  . .,  u,  c,  .  .  .  fournies  par  la  résolution  de  ces 
équations  intégrales. 

Les  équations  (19)  constituent  un  système  linéaire,  complet  et 

J  ' .  •       '  .  du       dv  1 ,  rr         •  ^ 

détermine,  entre  -1—'  -1—'  •••;  elles  sont  eiiectivement  en  même 
'  dx     dx 

nombre  g,  et  le  déterminant  des  coefficients  de  ces  dérivées  ne 

peut  s'évanouir,  puisqu'il  est  précisément  le  déterminant  diflTéren- 

tiel  de  I|,  L,  .  .  . ,  I o^  par  rapport  à  w,  r,   .  .  .  (389,  3").  De  même 

évidemment,  pour  ce  que  deviennent  ces  équations  après  l'élimi- 
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iialion  de  G|,  C,.  .  .  .,  C^, 


Or  (392)  toutes  ces  dernières  deviennent  des  identitt's  en  x, 

,  ,         du     dv  TT 

y,    ...,    //,   r,    ...,  quand  on  y  remplace -t->  -r-,   •••?  j)ar   U.r, 

Vj-,    ....  Donc  leur  résolution  donnera  forcément 

^"  _  II  ^'^  _  V 

dx  dx 

c'est  précisément  ce  qu'il  fallait  [)rouvcr. 

39i.  Si  donc  on  élimine  les  constantes  arbitraires  après  avoir 
différentié  les  équations  intégrales  générales  par  rapport  à  .r, 
y,  .  .  .  successivement,  on  obtient  des  équations  dont  la  résolu- 
lion  par  rapport  aux  diverses  dérivées  des  fonctions  intégrales 
fait  retomber  sur  les  divers  seconds  membres  du  système  (i). 

C'est  là  une  corrélation  inverse  très  importante  entre  les  équa- 
tions intégrales  générales  et  le  système  immédiat  des  équations 
différentielles  totales  d'où  elles  proviennent  par  intégration.  On 
l'exprime  habituellement  en  disant  que  la  diJJ'érentialion  des 
équations  intégrales  générales  et  V élimination  postérieure  des 
constantes  arbitraires  reproduisent  le  système  des  équations 
différentielles  primitives  (ou  du  moins  un  système  équivalent). 

39o.  En  substituant  les  équations  intégrales  (i  5)  de  rang  k 
aux  hk  équations  différentielles  du  Tableau  (i),  dont  les 
colonnes  correspondent  à  k  fonctions  inconnues  par  rapport 
auxquelles  le  déterminant  différentiel  des  premiers  mem- 
bres I|,  .  .  . ,  \jf  ne  s  évanouit  pas,  on  obtient  un  système 
mixte  (376,  V)  ayant  mêmes  intégrales  [ordinaires)  que  le 
proposé. 

Pour  fixer  les  idées  et  pour  abréger,  supposons  //  ^  i ,  /.  =  2, 
et  raisonnons  simplement  sur  les  équations  différentielles  ordi- 
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naires  (388) 

du  dv  dw  ds 

admeltant  les  équalions  intégrales  secondes, 

(   Ii{t,  h,  f,  «',  s.  .  .  . ,  Ci,  Co)  =  o, 
(21) 

(   lî{x,  u,  r,  (i^  s,  .  .  . ,  C],  C.>)  =  o. 

En  snpposant  que  le  couple  u,  v  soit  un  de  ceux  par  rapport 
auxquels  le  d^'lerniinant  différentiel  de  Ij,  T2  ne  s'évanouit 
pas  (389,  3"),  il  suffit  de  prouver  que  les  intégrales  du  système 
mixte  formé  par  les  équations  finies  (21)  et  les  g  —  1  dernières 
équations  (20)  appartiennent  au  proposé;  car,  par  définition,  et 
sauf  l'attribution  de  valeurs  convenables  à  C|,  Co,  toutes  celles 
du  |)roposé  vérifient  ces  équations  finies  (21). 

Les  intégrales  dont  il  s'agit  satisfont  évidemment  aux  équations 
différentielles 


làx\ 


obtenues  en  différentiant  les  équations  (21),  éliminant  les  con- 
stantes au    moyen  de  ces  équations  elles-mêmes,  et  substituant 

,  dw     ds  ^  1  1  ,  1       • ,  , 

a  ~j-y  —r--,   '••  les  seconds  membres  des  «• — 2   dernières  equa- 

lions  (20).  Or,  comme  au  n°  393  la  résolution  par  rapport  à -7-7 
-7-  de  ces  équations  linéaires  ne  peut  manquer  de  faire  retrou- 
ver U,  V;  car,  d'une  part,  le  déterminant  des  coefficients  de  ces 
dérivées  est  essentiellement  différent  de  zéro;  d'autre  part  (392), 

la  substitution  de  U,  V  à  -%— ?  -j-  donne  des  identités  eu  .r,  u,  v, 

iv,  5,  ....  Les  intégrales  en  question  satisfont  donc  bien  aussi  aux 
deux  premières  équations  (20). 

396.   Pour  intégrer  le  système  (i)  quand  on  a  des  équations 
intégrales  de  rang  k,  il  suffit  donc  (376,  V)  de  résoudre  celles-ci 
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par  ra|)poil  à  k  l()iuli(ins  iiicoiimios  convciiaMcmciil  clioi^ics,  de 
porler  leurs  expressions  ainsi  trouvées  au  niojcii  de  jr^  y,  .  .  ., 
de  C, ,  Co,  •  .  . ,  C>/i  cl  des  g  —  k  autres  fonctions  inconnues,  dans 
celles  des  équations  (i)  ([ui  ont  pour  premiers  membres  les 
dérivées  de  ces  dernières,  puis  d'intégrer  ce  nouveau  système 
de  {g  —  k)li  équations  dilTérenlielles  totales  à  g  —  /•  fonctions 
inconnues  seulement,  des  variables  principales  x^y,  ...  et  para- 
métriques C),  C2,  .  .  .,  (^A- 

397.  Toutes  choses  égales  d'ailleurs,  la  difllculté  (riiilégrcr  des 
équations  différentielles  totales  se  mesure  jnir  la  grandeur  du 
nombre  g  des  fonctions  inconnues.  Dans  la  pralique  des  ques- 
tions de  ce  genre,  et  quoique  cette  autre  difliculté  puisse  devenir 
fort  grande,  on  néglige  celle  de  résoudre  des  équations  finies, 
parce  qu'elles  sont  infiniment  plus  maniables  que  des  équations 
différentielles,  et  qu'habituellement  elles  s'éloignent  peu  de  types 
bien  connus. 

La  connaissance  cV équations  intégrales  formant  des  sys- 
tèmes distincts  (391,  ^  )  constitue  donc,  relativement  à  l'inté- 
gration complète  des  équations  différentielles  (i),  un  progrès 
mesuré  en  importance  par  la  somme  k  de  leurs  rangs. 

Aussi,  toutes  les  fois  que  les  circonstances  permettent  d'aper- 
cevoir quelque  système  d'équations  intégrales,  on  s'empresse  de 
les  substituer  aux  colonnes  du  Tableau  (i)  qu'elles  peuvent  rem- 
placer. En  général,  la  découverte  d'un  pareil  système  s'effectue 
par  celle  d'équations  intégrales  premières  qu'on  obtient  isolé- 
ment, comme  nous  allons  l'expliquer,  et  qu'on  associe  ensuite 
conformément  aux  indications  de  l'alinéa  V^  du  n"  391. 

398.  Voici  encore  une  observation  à  retenir.  La  connaissance 
d'une  simple  écjuation  intégrale  du  système  (i),  c'est-à-dire 
d'une  relation  entre  les  intégrales  ordinaires  dun  même  groupe 
particulier,  peut  conduire  à  la  découverte  de  plusieurs  autres. 

Pour  fixer  les  idées,  supposons  que  certaines  intégrales  des 
équations  différentielles  ordinaires  (20)  satisfassent  à  l'équation 
finie  connue 

(22)  J(.r,  i/,  r,  . . .)  =  o; 
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elles  satisferont  évidemment  aussi  aux  équations  finies  en  nombre 
illimité 

'J  = h  —  U  +  —  V  +  ^  >Y  + . . .  =  o, 

âx         au  <)i>  Ow 

„.        ^'J        d'J  -. 

J  =    -r H    -—   U  + =  O, 

OX  OU 


(\ni  se  déduisent  de  la  première,  puis  les  unes  des  autres  successi- 
vement, suivant  une  loi  évidente. 

Toutes  ces  nouvelles  équations  peuvent  sans  doute  se  réduire 
à  la  proposée  ;  mais  il  peut  parfaitement  arriver  aussi  que  les  k  —  i 
premières  (k  >>  i)  forment  avec  celle-ci  un  système  de  /i  équations 
résolubles  par  rapport  à  A  des  inconnues  u,  v,  ....  La  recherche 
des  intégrales  dont  il  s'agit  est  alors  ramenée  à  l'intégration 
d'équations  différentielles  à  g'  —  k  fonctions  inconnues  seule- 
ment (393).  Et  même  si  A"  =  ^"  (on  ne  peut  évidemment  avoir 
k^  g),  toute  intégration  ultérieure  serait  supprimée. 

Quand  l'équation  (22)  contient  des  constantes  arbitraires,  cette 
méthode  permet  de  lui  en  adjoindre  de  semblables  complétant 
avec  clic  un  système  d'équations  intégrales  de  rang  plus  ou  moins 
élevé.  Mais  nous  ne  pouvons  pas  insister  davantage. 


Multiplicateurs  intégrants. 
399.  Il  existe  quelque  système  de  g  inuUiplicateurs 

(3.3)  ^>(^,JK,    ...,  «,  V,    ...),      i±,    ..., 

fonctions  olotropes  de  x,y,  z,  .  . . ,  u,  v,  ...  non  toutes  iden- 
tiquement nulles,  jouissant  de  cette  propriété  c/ue  les  h  fonc- 
tions composées  différentielles 

'       du  dv  , 

(24)  (    ,    du  dv  ,  ^^  ^. 


obtenues  en  sommant  dans  les  diverses  lignes  du  Tableau  (i) 
les  produits  par  A,  a,  ...  des  excès  des  premiers  membres  sur 
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/('S  seconds,  soic/if  /es  f/rri^rcs  p/c/nir/rs  /n/f  rappnr!  à  :r,  i,  . . 
d'une  nn-nie  fonction  composée  finie  de  it,  r,    ...   ronsidérées 
comme  fondions  simples  indélerminées. 

On  cil  ublicnl  oHeclivcincnl  do  soiublahlcs  en  prcniiiil 
(25)  X=     -,         ^=       ,         .  .  ., 

(lu  '  ov 

on  r  désigne  nne  ([uciconquc  des  fonctions  de  x,  v //,  r,  .  .  . 

(|ni  ligurcnl  dans  les  relations  (iG)  provenant  de  la  résolution  des 
l'orniules  (6)  par  rapport  aux  constantes  arbitraires.  Car,  l'équa- 
tion correspondante 

l'26)  V{x,  y,  ...,  u,  V,  ...)—G  =  o 

étant  une  intégrale  première,  sa  difTérentiation  par  rapport  à  x, 

par  exemple,  suivie  de  la  substitution  à  -r->  -j-j  •  •  •  des  seconds 
'  ^     '  dx    dx 

membres  des  équations  de  la  première  ligne  du  Tableau  (i),  donne, 

quelles  que  soient  x,  y.  .  .  .  ^  ii,  v^  .  .  . , 


d'où 


dV 

dx 


moyennant  quoi  et  les  formules  (aS),  la  première  des  expressions 
(24)  se  réduit  à 

^r(x,j,  ....«,  .,...), 

u,  r,  ...  désignant  ici  des  fonctions  simples  indéterminées  de  x, 
y,   ...  ;  et  de  même  pour  les  autres  expressions  (s-i)- 

Nous  n'avons  rien  eu  à  substituer  à  la  constante  arbitraire,  parce 
que  la  difTérentiation  de  l'équation  (26)  la  fait  disparaître. 

Remarquons  encore  que  cette  équation  (26)  n'est  pas  autre 
chose  qu'une  intégrale  première  résolue  par  rapport  à  sa  constante 
arbitraire,  et  qu'ainsi  on  arrivera  aux  mêmes  conclusions,  en 
prenant  pour  Y  l'expression  d'une  constante  arbitraire  au 
moyen  de  x,y,  ....  u,  r,   .  .  .,  tirée  cV  une  équation  intégrale 


soient  X,  1',  .  .  . , 

'■(s-^)-Ks• 

-y. 

^(M-''h<$ 

-  V, 
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première  quelconque  [ou  même  d'un  système  de  rang  quel- 
conque, résolu  par  rapport  aux  constantes  (391,  I)]. 

400.  Réciproquement,  si  les  multiplicateurs  (^.3)  rendent 
les  expressions  (24)  dérivées  exactes  par  rapport  à  x,  y,  .  .  ., 
d'une  même  fonction  cojnposée  r(.r,  y,  ...,  u,  c,  .  .  .)  des 
fonctions  simples  indéterminées  u,  c,  ...,  l'équation  (26)  est 
une  intégrale  première  du  système  proposé  (i). 

Car  la  subsliluLion  d'un  groupe  quelconque  d'intégrales  ordi- 
naires à  u,  r,    .  .  .   dans  les  expressions  (24)  donne  quelles  que 


=  0=  -- r(.r,7,  ...,  u,  V,  ...), 


Celle  sui)slitutlon  rend  donc  identiquement  nulles  toutes  les  dé- 
rivées premières  de  la  fonction  composée  dont  il  s'agit,  d'où  (  193), 
et  en  appelant  C  quelque  quantité  indépendante  de  x^  y,  .  .  . , 

T{x,  y,  ...,  u,  V,  ...)=  C. 

Les  conditions  (2"),  (3")  de  la  définition  du  n°  389  sont  d'ailleurs 
remplies;  car  la  dérivée  par  rapport  à  C  du  premier  membre  de 
l'équation  (26)  se  réduit  à  —  i  (non  =.  o),  et  celles  prises  par  rap- 
port à  «,  r,  ...  sont  précisément  les  multiplicateurs  (23)  supposés 
non  tous  identiquement  nuls. 

iOl.  En  raisonnant  de  la  même  manière,  on  trouve  cette  pro- 
position plus  générale  : 

Si  les  A(^  i?)  systèmes  de  multiplicateurs 

lu        ,Ui,        ..., 
>-2,        1-^2,         .-•, 


1/c,     !-«•/.•,     •  •  • , 
wnt  distincts,  c'est-à-dire  si  les  déterminants  des  diverses  com- 
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binaisons  A"  à  k  des  colonnes  de  Inir  Tiihlraii  ne  sont  pas  tans 
idenli'/iu'/ne/il  nuls,  les  cijudtinns  finies  corirsiximlanlcs 

r,(.r,  j>-,  ...,  Il,  r,  ...»  — C,       o, 
'^i{^,y>  •  •  -,  ",  *'.  •  •  ■  '  -C2  ^    o, 


eonstituent  un  système  d'équations  intégrales  de  rang  k. 
Quand  A"  =  g.,  on  a  les  ('(iiialions  intégrales  générales. 

402.  Ainsi  donc,  le  calcul  des  intégrales  peut  s'opérer  :  1°  en 
cliei'cliant  ^  systèmes  distincts  de  multiplicateurs  intégrants;  2°  en 
égalant  à  ^  constantes  arbitraires  des  di'lerminations  particulières 
des  g  intégrales  indéllnies  (i  =  i ,  2,   .  .  . .  g) 

l  f[lida  ~  [XiCh  --.  .  .    -(X/Ua:-+-  l^iVa:  -r-. .  .)dx 
^  i  -(X,U,.-i-|Ji,-Vv-...)rfK----], 

aux  variables  «,1^,  .  .  . ,  jc,  y,  .  .  .  (208  et  suiv.). 

On  aperçoit  quelquefois  des  multiplicateurs  intégrants;  mais, 
pour  les  découvrir  (juaiid  on  n'en  connaît  point,  on  ne  possède 
aucune  méthode  préierable  à  tout  autre  procédé  d'intégration  du 
système  (i).  Les  conditions  dintégrabilité  (loc.  cit.)  de  la  difb-- 
rentielle  totale  ci-dessus 

dkj       d\xi  dli  </     .. 

—j—  —   -.—  J  •  •  •  5  .       — ,(''>/  L'.c  -i-  l^i  V  jj  -I-  . . .  ).  ... 

ai>         au  ax  au 

1  •        K^  —  h){^-^h  —  i)    ,  .  ,.„.,  ... 

constituent  bien  -^ ^ equatu^ns  dilierenlieiles  par- 
tielles du  premier  ordre,  auxquelles  doivent  satisfaire  A,,  u.,,  .  .  . 
considérés  naturellement  comme  fonctions  inconnues  des  variables 
indépendantes  ^,  J',  ...,  «,  r,  ...;  mais  leur  intégration  n'est 
pas  plus  facile  que  celle  du  système  proposé  (1).  C'est,  au  contraire, 
à  l'intégration  d'équations  dillércntielles  totales  qu'on  s'ciTorce 
toujours  de  ramener  en  dernière  analyse  celle  des  équations  difl'é- 
rentielles  partielles. 

Quand   les    multiplicateurs    ont   pu    être    découverts,    il    reste 
encore   à  exécuter  des  quadratures  (!2!23  his)\   l'opération  a  (ail 
néanmoins  de  grands  progrès,  car  il  est  bien  plus  facile  d'étudier 
M.  -  I.  25 
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une  fonction  dont  on  a  toutes  les  dérivées  premières  que  des 
fonctions  connues  seulement  par  des  équations  différentielles  de 
la  forme  (i),  où  elles  sont  mêlées  aux  variables. 

Quoi  qu'il  en  soit,  cette  méthode  des  multiplicateurs  est  appli- 
quée chaque  fois  que  les  circonstances  le  permettent.  On  l'emploie 
pour  ainsi  dire  exclusivement  quand  il  s'agit  de  prouver  que  des 
équations  différentielles  totales  données  ont  pour  intégrales  géné- 
rales des  équations  connues. 

403.   Voici  encore  quelques  points  à  noter. 

ï.  Il  existe  certainement  g  systèmes  distincts  de  multipli- 
cateurs. 

On  en  obtient  effectivement  de  tels,  en  prenant  les  g  systèmes 
de  dérivées  premières  par  rapport  à  u,  v^  ...  des  fonctions  F,, 
r,,  ...,  r„du  n'390. 

II.   En  les  représentant  par 


(X., 

IM,       •■■■ 

(29) 

1    ... 

lJ-2,         ■■■■ 

tout  autre  système 

'v, 

lJ.fr,           .... 

(3o) 

Xo, 

[J-o,      .  .  • 

de  multiplicateurs  intégrants  est  de  la  forme 
àil  ,  dii  ,  dQ  dil 

où  ^(r,.  Fo.  .  . . ,  Tg)  désigne  quelque  fonction  composée  de  F,, 
F,,  ...,F„. 

Si  Ton  nomme  Fq  une  détermination  de  ce  que  devient  l'inté- 
grale indéfinie  (28)  quand  on  y  attribue  l'indice  o  à  À,  a,  .  .  . , 
les  o--!-  I  groupes  de  relations 

— — •  —  A/,  — —  —  Ut,  •  •  •  ) 

du  '  ôv        ' 
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où  t  =r  1 ,  2,  .  .  . ,  rr,  o  munirent  quo  les  drlorminanls  difrérenliels 
<lcs  foiulions 

l'i(^,  J II.  ^•,   ...). 


FoC^,  J,    ..../'.  4',    ...I. 


|);ir  i;i|)|)()rl  à  i,'  4-  i  f|nel(;on(]iK'S  des  vaii;d)l<:s  t,  r.  .  •  .  ,  (f.  e,  .  .  . 
sonl  loiKs  idenlif|'iement  nuls.  Comme  relui  des  ^  premières  par 
rapport  à  //,  e.  ...  ne  l'est  j)as,  la  dernière  F,,  en  est  une  ecrlaine 
l'onction  eom[)osée  û(r,,  r2,   .  .  .,  F^)  (314).  On  en  conclut  bien 


m.   Inversement,  si  l'on  connaît  les  ^  +  i  sjstèn)es  (29)  (3o)  de 
niulllplicaleur';  dont  les  g  premiers  sont  distincts,  la  résolution 

des  équations  linéaires  (01)  donnera  pour  -— »  —— ,  •••»  — —  cer- 
*  ^     '  '        c^r,    01-,  oTf, 

laines  fonctions  y,,  y.j,   ,  .  .,  v^  de  x,  r,    ...,//,  r,  ... ,  que  la 

substitution  à  //,  r,   ...   d'intégrales  ordinaires  (|uelconques  des 

équations  proposées  (i)  transformera  comme  F,,  Fo,    ....  Fn^  en 

des  constantes.  KlTeetivement  ces  dérivées 

sont  aussi,  comme  iî,  des  fonctions  composées  de  F,.  F^,  ....  r„. 
En  appelant  donc  C|,  Co,  •  •  . ,  c»^des  constantes  arbitraires,  c/io- 


cane  des 

équations 

Tl(^,JK,   .. 

..,   U,   V,    . 

..)—  Cl   =0, 

^[iix,  y,  .  . 

..  Il,  v,  . 

.  .)      -  Co   =  0. 

rst  une  intégrale  première  du  système  (i),  et  l'association  de 
toutes  fournira  d'une  autre  manière  les  équations  intégrales 
générales,  si  toutefois  aucune  des  fonctions  y,,  v.j.  .  •  •  y^  ne  se 
réduit  à  une  fonction  composée  des  autres  (391,  VI). 

IV.   Dans  le  n°  399  nous  avons  constaté  accidentellement  que 
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loule  fonction  r,  c'est-à-dire,  au  fond,  toute  foncLion  de  x,  r,  .  .  ., 
//,(',  ...  dont  r  égalisation  à  une  constante  arbitraire  donne 
une  intégrale  première,  satisfait  au  système  immédiat  linéaire 
d'équations  différentielles  partielles 

dV  _  _        dV  dr 

dx  du  ^  dv 

c?r_  ^_v    —  — 

dy  ■*  du  ^  dv         "  '  ' 


aux  h  variables  principala  .r,y,  .  .  .  et  aux  g  variables  para- 
métriques u,  t',  .... 

Cette  remarque  ne  nous  est  pas  actuellement  utile,  mais,  comme 
nous  le  verrons  dans  la  troisième  Partie  de  cet  Ouvrage,  elle  seil 
de  fondement  essentiel  à  la  méthode  d'intégration  des  équations 
de  celle  forme. 


Observations  complémentaires  diverses. 

404.  Nous  rassemblons  dans  ce  paragraphe  final  des  remarques 
utiles  qui  ne  s'enchaînent  pas,  mais  que  nous  ne  saurions  où  mieux 
placer  ailleurs. 

Les  équations  différentielles  (i)  font  connaître  a  priori  les 
valeurs  correspondantes  des  variables  et  des  intégrales  ordi- 
naires dans  les  phases  critiques  de  celles-ci  {\AQ) .  En  vertu  du 
théorème  fondamental  du  n"  301  que  nous  avons  rappelé  au  com- 
mencement de  ce  Chapitre,  ce  sont  évidemment  les  systèmes  de 
valeurs  de  x^  y,  ..,,;/,  i^,  ...,  soit  infinies  en  tout  ou  en  partie, 
soit  singulières  pour  un  ou  plusieurs  des  seconds  membres  des 
équations  proposées. 

Dans  le  premier  cas,  on  a  habituellement  intérêt  à  regarder  ce 
qui  se  passe,  au  moyen  d'un  changement  de  variables  (324  et  suiv.), 
consistant  à  prendre  pour  nouvelles  variables  ou  fonctions  incon- 
nues les  inverses  arithmétiques  (alors  infiniment  petites)  de  celles 
qui  sont  infinies  {Cf.  148). 

Dans  le  second  cas,  on  peut  être  obligé  de  procéder  par  l'étude 
directe  de  ce  que  deviennent  les  développements  normaux  des 
intégrales,  quand  les  variables  tendent  vers  les  valeurs  critiques. 
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iMals  (|iielqiiefois  .-iiissi  (^«^rl.iiiis  (■liaiiucinniis  i|r  \  ui.ihlr-s  n'iis- 
>issenlà  ramener  les  ('(inalioDs  (llUV-reiiliflles  à  <le  noii\elles  donl 
les  seconds  inenil>res  sont  ololropes  :  les  intégrales  de  ces  der- 
nières, alors  ololropes,  Iransrorim'es  par  le  changement  inverse, 
icndronl  celles  des  propos('es  sons  uuc  forme  permellani  la  dis- 
cussion. 

Par  exeniple,  et  en  supposant  connue  la  tlu'-orie  des  radieanv 
que  nous  exposerons  au  commencement  de  noire  denxirnie  Partir, 
considérons  l'équation  très  simple 

(^u       ,         /  - 
i  ù-^  ]  -^f- —  o -\- W u  —  ax, 

dx 

a.  b  désignant  deux  constantes.  Son  second  membre  cesse  d'être 
fdolrope  quand  l'expression  sous  le  radical  s'évanouit,  c'est-à-dire 
poni-  tout  couple  r/0,  0  de  solutions  iiiimcriqiies  de  l'équation 

(  V)  1  u  —  ax  —  (). 

Ainsi  donc,  ruitégrale  ordinaire,  cpii  est  ('^^ale  à  nh  pour  .r  =  0, 
<'ntre  alors  dans  une  phase  critique.  Pour  1 1  discuter  par  un  simple 
<'hangement  de  variables,  posons 

u  =  ax  -r-  «'■-. 

La  nouvelle  ("onction  inconnue  //'  s'annule  en  x  =  ^,  et  satisfait 
à  l'équation  différentielle 

du'        h  —  a        I 

(31  )  -r-  =  r-  H 

dx  'x  u  1 

I.  Si  6  =  rt,  cette  équation  donne  u'^^  '--  —  >  d'où 

(  3  j  )  u  —  ax 1 

4 

fonction  qui  se  trouve  être  ololrope  en  .r  =  9,  et  même  indéfini- 
ment; on  en  conclut  que  toutes  les  intégrales  ordinaires  de 
r  équation  proposée  (3a)  ?o/?/  indéfiniment  olotropes. 

II.  Si  l)  non  r=  a,  -j-  est  infinie  en  x  -=^  parce  que  u'  =  o,  et 
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d-ii 

77^ 


d-  u   ,     ,  ,  ,  , 

—  également,  partant  non  olotrope,  a  cause  de 


du  _  ,  du'  _  ,    ,      ,  d'^u        du' 

dx  dx  '  dx-        dx  ' 

on  en  conclut  cette  fois  qu'en  .r  =  0  i" intégrale  considérée  entre 
dans  une  véritable  phase  singulière  (165). 

40o.  Il  n'y  a  évidemment  à  se  préoccuper  des  intégrales  excep- 
tionnelles (380,  III)  cpie  dans  le  cas  où  le  nombre  des  variables 
indépendantes  est  >>  i .  La  seule  observation  gcMiéralc  à  faire  à  leur- 
sujet,  quand  il  s'agit  d'équations  difTérentielIcs  totales,  est  que  les 
équations  additionnelles  auxquelles  elles  doivent  satisfaire 
sont  nécessairement  finies,  comme  les  conditions  de  passivité 
non  satisfaites  dont  elles  constituent  une  interprétation  spé- 
ciale, il  se  peut  même  que  ces  équations  (inics  soient  assez  nom- 
breuses, soit  pour  fournir  à  elles  seules  les  intégrales  de  cette 
espèce,  soit  pour  montrer  par  leur  seule  incompatibilité  qu'il  n'en 
existe  point. 

Considérons,  par  exemple,  le  système 

(36) 

a  ja  n  t 

/•>„■)    \  P{^  —  ^)(«  —  «^  —  by)P-^—  <7(A  —  a){u  —  ax  —  ôjk)'/  -' 
I       -r-(/?  —  q){u  — ax  —  by)P+i-''^  =  o 

pour  condition  de  passivité  unique. 
Si  l'on  a,  par  exemple, 

p  —  q  =  /> (  B  —  6  ;  —  <7  (  A  —  «  )  =  o, 

elle  est  satisfaite  parce  que  son  premier  membre  s'évanouit  quelles 
que  soient  .r,  j^,  u.  11  v  a  alors  une  intégrale  dépendant  d'une 
constante  arbitraiie.  Etc. 

Si  l'équation  (•)-)  n'a  pas  uii  premier  membre  identiquemeni 
nul,  sa  résolution  par  rapport  à  u  fournira  diverses  fonctions 
de  ^,   1-,  dont  on  retiendra,  comme  intégrales  exceptionnelles, 


CMAPITIU':    XIII.    —    T1IK01UI-:    DKS    KQfATUlNS    UII'I'KIIKNTIKI.I.KS    TOTAl.KS.  301 

celles  qui  /Kir  hasard  saLisferaicnl.  aii\  ('Miiialions  dinV-renlielles 
proposées  (36),  Si  p  el  (/  sonl  >>  i ,  riinc  de  ces  ronclions  esl 
«'videmment 

à  retenii'  ou  à  rejeter  selon  qu'on   aura  à  la  fois  ou  non  a  =  A, 

i06.  L'observation  fai/e  à  r instant  est  textacilcnicni  tijijtfi- 
cable  aux  équations  additionnelles  à  former  j)our  ohlcnir 
les  intégrales  singulières  (379)  des  équations  différentielles 
totales  (i). 

Pour    réqualion    dilTérenlielle   ordinaire    (82),    par    exemple, 

on    trouvera   Téquation   addilionnelle    unique  (33)  qui  donne    la 

foLiction 

a.r 

pour  seule  intégrale  singulière  possible.  X/a  substitution  faite  après 
coup  dans  l'équation  (3^)  montre  que  celte  fonction  en  est  véri- 
tablement une  intégrale,  ou  non,  selon  ([u'on  a  r/  =  ou  ^  b. 
Dans  le  premier  cas,  il  existe  l'intégrale  singulière  u  =  ax]  dans 
le  second,  il  n'y  en  a  aucune. 

407.  Eu  rapprocbant  les  considérations  du  n"  4-01  de  la  défini- 
tion des  intégrales  singulières  (288),  on  aperçoit  que  les  valeurs 
de  ces  dernières,  associées  à  celles  correspondantes  des  va- 
riables, sont  précisément  les  valeurs  de  «,  t',  ...,  ^,  j',  ..-, 
dans  les  phases  singulières,  ou  tout  au  tuoins  critiques,  des 
in t égra les  o rdin aires. 

i08.  Quand  on  connaît  les  fonctions  intégrales  générales  (6) 
du  système  (i),  on  peut  procéder  par  une  voie  toute  dilTérente  à 
la  recherche  des  intégrales  singulières. 

Nous  avons  vu  (38-5)  que  leur  déterininaul  dillérentiel  |)ar  rap- 
port aux  constantes  arbitraires, 


A(r.  j 


C^) 


Hj 

(h 

dCt 

dCi 

dCg 
dfo 
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ne  peut  pas  s'évanouir  tanl que. r,  y,  .  .  .  tomiicntclans  les  aires(  3), 
et  qu'on  attribue  à  C| ,  Co,  .  .  . ,  C^,  des  valeurs  faisant  tomber  dans 
les  aires  (;>.)  les  valeurs  correspondantes  de  u,  r,  ....  Il  en  résulte 
que  les  valeurs  de  ^,  y,  •  •  -,  m,  t',  •  .  -,  pour  lesquelles  quelque 
second  membre  des  équations  différentielles  proposées  cesse  d'être 
oiotrope,  sont  précisément  celles  qui,  jointes  à  des  valeurs  conve- 
nables de  C|,  Ci,  ...,  Co^,  satisfont  simultanément  aux  équa- 
tions (6  )  et  à  la  condition 

\ix,y,  ...,  Ci,  C2,  ...,  Gg.)=o. 

En  résolvant  donc  cette  condition  par  rapport  à  quelqu'une  des 
constantes  arbitraires,  Cn-  par  exemple  si  c  est  possible,  et  j)Orlant 
son  expression  dans  les  formules  (6"),  on  obtiendra  certaines  fonc- 
tions de  X,  >',  .  .  .,  dépendant  en  outre  des  paramètres  indéter- 
minés C,,  C2,  •  •  -,  Co^_i,  qui  comprendront  certainement  toutes 
les  intégrales  singulières.  11  ne  restera  plus  qu'à  essayer  si  l'attri- 
bution de  valeurs  convenables  à  ces  paramètres  peut  conférer  à 
quelques-unes  de  ces  fonctions  la  propriété  de  vérifier  les  équa- 
tions difTérentielles  proposées  (i),  puis  à  retenir  seulement  celles 
(|u'on  obtiendra  ainsi. 

Par  exemple,  nous  avons  reconnu  ijnplicitement  ci-dessus  (404,1) 
qu'en  regardant  h  comme  une  constante  arbitraire,  la  fonction  (35) 
est  l'intégrale  générale  de  l'équation  (Sa)  pour  b  =  a. 

On  pourra  donc  fox'mer  la  condition 

...^  d  r        (x  — 6)2-1        x  —  ^ 

et  porter  dans  l'équation  (35)  l'expression  de  fj  tirée  de  celle-ci. 
On  retombe  bien  sur  l'intégrale  singulière  ax  déjà  trouvée  au 
n°  406. 

Mais,  outre  qu'il  est  Tort  indirect,  ce  procédé  est  bien  loin  de 
valoir  la  méthode  générale,  dont  l'application  est  infiniment  plus 
facile  que  la  construction  préalable  des  intégrales  générales. 

JNous  ajouterons  encore  qu'il  peut  conduire  à  des  intégrales 
non  singulières,  si  les  intégrales  générales  ont  été  mises  sous  la 
forme  incorrecte  contre  laquelle  nous  prémunissions  le  lecteur 
au  n"  38o. 
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Si,  par  exemple,  on  écrivait  0- an  lieu  de  0  clans  la  fuinin  le  (.'>;")), 
elle  n'en  fonrnirait  pas  moins  tontes  les  intrj^iales  ordinaires  de 
réqnation  dilIV-rentieile  ori;^inairc  (et  même  elle  donnerait  elia- 
«iine  d'elles  ilciix  fois).  Mais  la  condition  ( '.\H  )  devenant 

—  0  (  .r  —  Oî  )  --  o 

donnerait  en  outre  0-    o;  d'où  1  iiitéj^ralc  (i x  -\-  —  (pii  est  simple- 
ment ordinaire. 

]^'a[)plicalion  de  ce  jirocédé  à  des  inté<j^rales  générales  rlonl  la 
forme  ne  serait  pas  d'une  correction  certaine  devrait  donc  être 
accompagnée  de  l'exclusion  des  fonctions  qui  rentreraient  dans 
les  intégrales  générales. 

409.  L'étude  d'un  système  donné  d'équations  diflTérentielles 
quelconques  doit  toujours  se  faire  par  l'intermédiaire  du  système 
immédiat  équivalent.  Comme  exem[)le,  nous  traiterons  le  cas  clas- 
sique de  l'équation  dinérenlicilc  d'ordre  (|iielconque  j?" 

,.,  de  II         ./  du  d(,'-^u\ 

<^9'  S  =A"' "'?/.'•••■  s:^j' 

à   une  fonction  inconnue  u  d'une  seule  variable  x ,  donin'c  toute 
résolue  par  rapport  à  la  dérivée  de  l'ordre  le  plus  élevi'-. 
Le  système  immédiat  équivalent 

/  du  ,  du'         „ 

\  dx  dx 

{  îo  ) 

=  u'e-i\         — — —  --J{x,  u.  u «i'-'M 


dx  '  dx 

est  aux  (lifTérentielles  totales  puistpie  son  Tableau  ne  contient 
aucune  case  vide,  et,  comme  il  y  a  une  seule  variable,  il  est  passif 
de  lui-même,  c'est-à-dire  sans  condition.  Le  dernier  des  seconds 
membres y(j',  u,  u',  .  .  . ,  M^a~'J)  peut  seul  cesser  d'être  olotrope. 
puisque  les  autres  se  réduisent  aux  fonctions  linéaires  ;/',  u" ,  .... 
u''ô~*K  De  plus,  les  fonctions  inconnues  auxiliaires  u'^  «",  .... 
M^o-0  sont  précisément  les  dérivées  d'ordres  i.  2,  .  .  .,  i?' —  i ,  de 
la    lonction   inconnue   principale    u,   en   sorte   (pie    les   fonctions 
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intégrales  générales  du  système  (4^))  sont 

/  U    —    oiX,     Cl.      C-2,       .    .    .,      Cfr). 

1  u'  =  'j'{ce,  Cl,  Co,  ....  C^^). 

f   u^ff-i'  =  u'f-i'(:r,  Cl,  G„   .  .  .,  G^), 

OÙ  'j' ,  o",  .  .  . ,  u^ô~'^  désignent  les  dérivées  de  -j,  d'ordres  i ,  '2,  .  .  . , 
g  —  1  pai'  rapport  à  x  seulement. 

Cela  posé,  les  propriétés  de  l'équaliou  ('^9)  sont  en  (juelciue 
sorte  celles  du  système  (4o),  formulées  dans  un  langage  dilTérent. 

Par  exemple  : 

I.  Si  la  fonction  f  est  olotrope  en  Xq,  «0?  "ôi  •  •  •  ■>  "\f~^\ 
l'éf/uatio/i  (39)  admet  une  intégra/e,  et  une  seule,  prenant, 
elle  et  ses  g  —  i  premières  dérivées,  les  valeurs  w,,,  «j,,  .  •  • ,  ?<[f~' 
en  X  ^=  Xq. 

II.  Toutes  les  intégrales  de  cette  espèce,  ou  ordinaires,  sont 
données  par  la  première  des  formules  (/j  1),  moyennant  r  attri- 
bution de  valeurs  convenables  aux  g  constantes  arbitraires 

En  conséquence,  cette  fonction  ^(j",  C(,  C2<  •  .  . ,  Og)  se  nomme 
V intégrale  générale  de  l'équation  proposée. 

III.  Le  déterminant  différentiel  par  rapport  à  C,,  C2,   ..., 

Cjir  de  V intégrale  générale  et  de  ses  g  —  1  premières  dérivées 

par  rapport  à  x  ne  s'évanouit  pour  aucunes  valeurs  de  x,  C,, 

C2,  .  .  . ,  Cg pour  lesquelles  x  et  les  valeurs  correspondantes  de 

du  ds-'^  u  ,  III-  •    I  J 

w,  -j-f  ••  -7  -J — —  tombent  dans  les  limites  ou   la  composante  j 

est  olotrope. 

iV.  On  reproduit  l'équation  différentielle  (^9)  en  éliminant 
les  constantes  arbitraires  de  V écpiation  intégrale  générale, 
c'est-à-dire  en  adjoignant  à  la  première  des  écjuations  (4') 
celles  obtenues  en  la  diff'érentiant  [par  rapport  à  x)  i ,  2,  .  .  ., 
g  fois,  et  en  portant  dans  la  dernière  les  expressions  de  Ci, 
Co,  .  .  . ,  G  o^  tirées  des  g  premières. 

V.    Si  l'on   portait  seulement   dans  la  (g  —  k-j-i  )'''""'   les 
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expressions  <ic  celles  des  a-  —  />■  cnnslaitli-s  (irliiliaiii  s  par 
rapport  auxeiuelles  on  pciil  ri'soiidre  les  <r  —  /,  prcniii-res 
équations  dont  il  s'assit.  <>n  obtiendrait,  résolue  p<tr  rapport 

^    ds-k  II  •    / 1         /  •         7  ,  , 

a  -,       ^.'    une   iiiiialion    di (/ crcnlielle   d  ordre  /,<■  —  le   a\rc   le 

constantes  arbitraires,  à  l(///(/clle  sf/iis/otii  aussi  toutes  les 
intégra  les  ordin  a  ires . 

Une  é(|uati(>n  de  celte  espèce  se  nomme  une  intr ivraie  /,"^"""  de 
ré(Hialion  [M'oposée  (3()).  Une  mani|)nlalion  très  simple,  basée  snr 
la  miiliode  indiquée  au  n"  398,  pei-mel  d'en  tirer  iminé'diatemenl 
un  groupe  complet  décpialions  iiitc'graies  de  rani;  /.  du  système 
connexe  (  lo). 

VI.  Outre  ses  intégrales  ordinaires,  l'équation  (3ç))  a  quelque- 
fois des  intégrales  singidières.  Pour  les  découvrir,  il  faut  former 
quelque  relation 

co(.r,  u,  II,  u" ,  ...,  «  n-";  =  o, 

donl  tous  les  systèmes  de  solutions  soient  singuliers  pour  la  fonc- 
tion de  o"  yariables/'l  .r,  ii,  u\  ....  z^^o"'))^  puis  retenir  seulement 
parmi  les  intégrales  de  l'équation  d'ordre^"  —  i 


/  du  r/^-'îA 


celles  qui  par  hasard  satisferaient  aussi  à  l'équation  proposée. 
Etc. 

'ilO.  On  élimine  des  fonctions  entre  des  écpialions  différen- 
tielles données,  en  en  di'duisanl,  ipiand  on  le  peut,  quelque  autre 
équation,  le  plus  souvent  diOérentielle,  qui  ne  contient  plus  les 
fonctions  donl  il  s'agit,  ni  aucune  de  leurs  dérivées. 

Quand  les  équations  données  sont  de  nature  et  en  nombre  tels, 
qu'on  puisse  en  éliminer  les  fonctions  désignées  et  leurs  dérivées 
comme  on  le  ferait  pour  des  quantités  quelconques,  l'opération  ne 
diffère  en  rien  de  l'élimination  dont  les  principes  généraux  ont 
été  esquissés  au  n"  317. 

Quand  il  en  est  autrement,  il  faut  essayer  par  des  différen- 
tiations  variées  des  équations  proposées,  de  leur  en  adjoindre  de 
nouvelles  formant  avec  elles  un  sj-stème  d'où  il  soit  possible  d  éli- 
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miner,  comme  nous  venons  de  le  dire,  non  seulemenl  les  fonctions 
désignées  et  leurs  dérivées  figurant  avec  elles  dans  les  équations 
données,  mais  encore  leurs  nouvelles  dérivées  qne  les  difFéren- 
tiations  ont  introduites.  //  peut  donc  se  faire  que  l'élimination 
soit  impossible;  car,  en  particulier,  le  nombre  des  quantités  à  éli- 
miner peut  croître  plus  rapidement  que  celui  des  équations  aidant 
à  les  chasser.  Quand  elle  est  praticable,  on  aperçoit  immédia- 
tement cjue  les  ordres  des  équations  finales  sont  en  général 
plus  élevés  que  ceux  des  proposées. 

Cette  question  est  si  vague  quand  on  ne  descend  pas  des  géné- 
ralités, si  peu  embarrassantes  dans  les  cas  particuliers  usuels,  qu'il 
serait  tout  à  fait  oiseux  de  nous  j  appesantir.  Nous  dirons  seule- 
ment qu'en  général  on  rend  les  calculs  bien  plus  nets  en  exécu- 
tant r élimination,  non  sur  les  équations  données  elles-mêmes, 
mais  sur  le  système  immédiat  équivalent. 

Pour  donner  une  idée  de  la  manière  dont  les  choses  se  passent 
pour  un  sjstème  immédiat,  nous  allons  faire  voir  que  l'élimi- 
nation de  g —  I  fonctions  inconnues,  c,  w,  ...  peu-  exemple, 
entre  les  équations  du  système  ordinaire  (20)  est  toujours  pra- 
ticable, et  qu'elle  conduit  pour  u,  à  une  équation  di (férentiellc 
dont  l'ordre  ne  peut  surpasser  g. 

Va\  dillérentiant  celle  de  ces  équations  qui  a  ~j-  pour  premier 

membre,  et  en  substituant  les  seconds  membres  de  toutes,  à  -j- ? 
que  cette  opération  a  introduites,  il  vient 


-r-  Li  —  -7-  V  --  -T—  \N  + .  .  .^-  \}{x,  u,  r.  iv, 
ou  av  a»' 


équation  d'où   par  le   même   procédé   on   tire  successivement  et 
indéfiniment 

— — -  =    \j(x,  u,v,w,   ...), 
dx* 


dv     div 

dx    dx 

••  «1 

d^u 

()U 

dx-^  " 

dx 

Cela   posé,   entre   les  k  premières  équations   ainsi    obtenues  à 


niiAiMTiti:  xiii.  riiKoiui':  nr.s  i;gi;ATiiiNs  nii'i  i-iti.NTiiaLKs  totai.kh.  'AT, 
pari  if  (le  I;i  |)irml('i('  du  s\>lrMic  (  'o  )  iiic.lii->i  \  ciiicfil,  cl  /,  (•|;iril.  ^  ^-^ 
on  pourra  certanicnicnl  c-l i initier  les  i,'  i  loiiclions  c,  ir,  ...  (iMR). 
Il  en  résullera  donc  bien  une  équation  (inal<'  de  la  Inrnie 


F    ./•,  u. 


du 


dl'U 
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SUR    UNE    PROPRliaE    ESSENTIELLE    DES    POLYNOMES    ENTIERS 
A    UNE    SEULE    VARL\RLE. 


4-11.  r^e  théorème  suivant  appartient  à  l'Algèbre  pure;  cepen- 
dant nous  l'exposerons  ici,  à  cause  de  son  importance  et  de  son 
iilililé  qui  nous  paraissent  considérables. 

En  appc/antM  un  entier  positif  donne,  puis  /ni,  ni_,,  .  .  . ,  /??„, 
£;■  a  ut/es  dont  la  somme  est  ép;ale  à  M,  puis  Xf,  x.,,  •.., 
,r/,  .  .  . ,  x,r,  g  quantités  quelconques,  deux  à  deux  nu?7ié]ique- 
nient  inégales,  il  existe  toujours  un  mais  un  seul  polynôme 
entier  f[x)  de  degré  M  —  i,  jouissant  de  la  propriété  que 
pour  .r  := r,,  ...  on  ait  numériquement 


/'(^/)-U',, 


(0 


oii  .  .  . ,  U/,  Uj,  . . . ,  \}'P'  '',  .  .  .  représei\tent  M  quantités  don- 
nées quelconques  ('). 

La  démonstration  se  tire  habituellement  de  considérations  em- 
pruntées à  la  théorie  générale  des  équations;  mais  la  suivante, 
basée  sur  la  méthode  des  coefficients  indéterminés,  est  directe,  et 
me  paraît  bien  préférable. 

I.   Pour  trouver  un  poljnôme  de  degré  M  —  i   jouissant  de  la 

(')  Quand  on  a  §•  =  M,  d'où  »î,  =  7?i,  =. .  .=  m,  =  i,  t'énonce  n'implique  pas 
la  considération  des  dérivées  d'un  polynôme;  c'est  aussi  le  seul  cas  dans  lequel 
nous  appliquions  ce  théorème  avant  d'avoir  introduit  la  notion  dont  il  s'agit. 
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:{!J!) 


propriété  en  queslion,  il  l'iuil  di'h  rminor  sos  M  ((Kriiciriits  de 
manière  qu'ils  salisfasscnl  aux  cuiidil  ions  (i)  ;  fl  cellrs-ci  consli- 
1  liant  entre  eux  un  système  de  M  écpia lions  linéaires  à  M  ineorinnes, 
il  suffit,  pour  faire  notre  diMiionsIi  ation  .de  prf)nv(!r  que  ce  syslème 
est  possihle  el  déterminé,  c'esl-à-dire  que  le  détcrminantdes  coef- 
ficients des  inconnues  ne  peut  jamais  s'évanouir.  Ce  déterminant 
(d'ordre  M)  est  évidemment  un  polynôme  entier  en  X|,  .  . ,  Xg^ 
et  nous  le  représenterons  ])ar 


2) 


..(•^•l,     3^2,       •    •    -,     ^fr}- 


II.   Quand  on   a  g  =  M,  d'où  m^  -=  /Wj  =  .  .  .  =  i ,  ce  détermi- 
nant est 

xx    x\     ...     ./y-' 


(3) 


t        Xi       XI 


'        '"M 


.M-1 
M 


En  retranchant  simultanément  les  éléments  de  la  première  ligne 
de  ceux  de  la  seconde,  puis  de  la  troisième,  etc.,  puis  de  la  M''^™*', 
le  déterminant  en  question  prend  la  forme 


I  Xy  X\ 

O      {X-i- —  Xx)      (x\  —  x\) 


•^1 

,.M-I 


^r) 


o     {xm  —  Xi)     {x\  —  x\)     ...     (x^- 
et  se  réduit  par  suite  à  celui-ci,  d'ordre  M  —  i   seulement, 

{X.2  —  Xi)        {Xt-X'^)        ...        (x^^-^—X^I-^) 

{x,x-x,)     {xl^-x\)     ...      (xl-'-xf-') 
Ce  dernier  est  évidemment  le  produit  de 

{X2  —  xi){X3  —  Xi)...(Xyy  —  X,) 

par  le  déterminant  de  même  ordre 

I        (x^-^Xi)       {X?,-.'  X.2Xt-i-  X]) 


l       {X3-\-Xi)       {Xl-f  XzXx-^-  X"-) 

i     (xii-^Xi)     (xl^-i-XilX^-\'X'l) 


.M-2  \ 


(-r- 


rr) 
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En  retranchant  successivement  dans  celui-ci  :  i°  des  éléments 
de  la  dernière  colonne  ceux  de  l'avant-dernière,  mullipliés  par^p,; 
2"  de  ceux  de  l'avant-dernière,  ceux  de  rantipéniiltiènie  mul- 
lipliés encore  par^r,,  .  .  .;  puis  enfin  de  ceux  de  la  seconde,  ceux 
de  la  première,  multipliés  toujours  par  a:,,  on  le  réduit  à 


(4) 


Si  donc  on  représente  les  déterminants  (3)  et  (  'j  )  par 

^{Xi,   Xo,    ....   Xyi) 

M.r.2,  X3.   ....  r.M), 
on  a  la  ("orniule  de  réduction 

Afa^ijO:,,  .^3,  ....  xyi)  =  [(x.x~Xi){x3  —  Xi).  ..  crji  —  ./■,  jj  A(  .r^,  ^3, 
d'où  l'on  conclut  immédiatement 


l     X2 

xl       . 

.      :.«- 

1         .^3 

xl      . 

1        ÎM 

•^M       • 

et 


rji). 


A(.r,,  x^ 


,  ^M  ) 


{Xi~Xi){X3  —  Xl)  .  .  .{Xi\'-Xi) 
X  f  .773  —  X2)  .  .  .  (  a"M  —  ^2  ) 

X 

X  (  Xm  —  :rM_i  ) 


Le  déterminant  (3)  ne  peut  donc  s'évanouir,  puisqu'il  se  décom- 
pose ainsi  en  facteurs  dont  chacun  est  la  diflerence  de  deux 
quantités  que  nous  supposons  essentiellement  inégales. 

III.  Quand  l'an  des  indices,  nii  par  exemple,  est  >  1,  on  a 
la  relation 


^e) 


(5) 


1    ^m^,m,_ '«,.(''^1)   Xi,    . 


Comme  dans  A, 


et  A 


/«,— l,l,«î;, 


,  toutes  les  lignes  sont 


respectivement  identiques  et  indépendantes  de  f,  à  l'exception  de 
celles  de  rang  m,,  savoir 


I,     f,     r', 
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(liiM-i  le  second  de  ec's  di''leiniiii;iiils.  cl  les  \;deiir>  iioiir  r  i^  .r, 
des  dérivées  (^/;/,  -  i  )"'""■' de  ces  mêmes  monùmc-,  dmis  le  iiremier, 
le  poinl  en  question  esi  ('videnl  (SoS,  \  i. 

IV.    f/emploi    répété    (\r    In    l'urmide    (.'))    pcrmellra    donc    de 

déduire  de  TcKpression  de  A,.,., i  (  'i ,  Co,  .r^ j-j,)  liouvée 

ci-dessus  (II)  celle  de  A..., , .  puis  de  eelle-ei.  celle  de  A3  ....,,  et 

ainsi  de  suite  pour  toutes  les  valeurs  du  nonihre  i,'  et  des  indices, 
qu'il  V  a  à  considérei".  I^n  exécutant  ces  calculs  qui  ri'olTrent 
aucune  diflieull<'\  on  trouvera  qm-  le  dt'lern)inant  ( •^)  se  décom- 
pose toujours  en  ("acteurs  égaux  à  certaines  puissances  des  diffé- 
rences des  quantités  x,,  .ro, r^^,  partant  non   nuls,  ce   qui 

achève  la  démonstration  de  notre  théorème. 

412.   11  a  ces  deux  corollaires  : 

I.  Deux  polvnomrs  entiers  en  x,  de  même  fle^n'-  .M  —  1 ,  sont 
égaux  identiquement ,  quand  ils  le  sont  numériquement  pour  M 
valeurs  inégales  de  x,  seulement .  Car  les  coefficients  des  termes 
semblables  dans  l'un  et  dans  l'autre  sont  nécessairement  égaux. 

II.  Un  polynôme  de  degré  M  —  1  est  identiquement  nul, 
quand  ils^hanouit  numériquement  pour  M  semblables  valeurs 
de  X. 

Tous  ses  coefficients  sont  effectivement  égaux  à  ceux  du  [loly- 
nôme  de  même  degré  o  -f-  o..r  -h  o.x-  -f- .  .  .  -{-  o.r*'~',  jiuisque  les 
valeurs  de  x  dont  il  s'agit  donnent  toujours  la  même  valeur  (zéro) 
à  l'un  et  à  l'autre. 
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Kq nations  intégrales 372 

Multiplicateurs  intégrants '. 382 

(')i)scrvations  complémentaires  diverses 3H« 

Addition  I.  —  Sur  une  propriété  essentielle  des  polynômes  entiers  a  une 

seule  rarinhle îoS 
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